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《10000 个科学 难题》 序 


爱因 斯坦曾 经说过 “ 提出一 个问题 往往比 解决一 个问题 更为重 要”. 在 许多科 
学家 眼里, 科学 难题正 是科学 进步的 阶梯. 1900 年 8 月 德国著 名数学 家希尔 伯特在 
巴 黎召开 的国际 数学家 大会上 提出了  23 个数学 难题. 在 过去的 100 多 年里， 希尔 
伯特的 23 个问题 激发了 众多数 学家的 热情， 引导 了数学 研究的 方向， 对数 学发展 
产 生的影 响难以 估量. 

其后， 许多自 然科学 领域的 科学家 们陆续 提出了 各自学 科的科 学难题 .  2000 年 
初， 美国克 雷数学 研究所 选定了  7 个 “ 千禧年 大奖问 题”， 并设立 基金， 推 动解决 
这几个 对数学 发展具 有重大 意义的 难题. 几 年前， 中 国科学 院编辑 出版了 《21 世纪 
100 个交叉 科学难 题》， 在宇宙 起源、 物质 结构、 生命 起源和 智力起 源四大 探索方 
向上 提出和 整理了  100 个科学 难题， 吸 引了不 少人的 关注. 

科学 发展的 动力来 自两个 方面， 一 是社会 发展的 需求， 另 _ 个就 是人类 探索未 
知 世界的 激情. 随着一 个又一 个科学 难题的 解决， 科学技 术不断 登上新 的台阶 ，人 
类社 会发展 也源源 不断获 得新的 动力. 与此 同时， 新的科 学难题 也如沐 雨春笋 ，不 
断从 新的土 壤破土 而出. 一个公 认的科 学难题 本身就 是科学 研究的 结果， 同 时也是 
开启 新未知 大门的 密码. 

《国家 中长期 科学和 技术发 展规划 纲要》 提出 建设创 新型国 家的战 略目标 ，加 
强基础 研究, 鼓励原 始创新 是必由 之路. 为 了引导 科学家 们从源 头上解 决科学 问题， 
激励青 年才俊 立志基 础科学 研究， 教 育部、 科学技 术部、 中国 科学院 和国家 自然科 
学基金 委员会 决定联 合开展 “10000 个科学 难题” 征集 活动， 系统 归纳、 整 理和汇 
集 目前尚 未解决 的科学 难题. 根 据活动 的总体 安排， 首先在 数学、 物 理学和 化学三 i 
个学科 试行. 

征集活 动成立 了领导 小组、 领导 小组办 公室， 以及 由国内 著名专 家组成 的专家 
指导委 员会和 编辑委 员会. 领 导小组 办公室 公开面 向高等 学校、 科研 院所、 学术机 
构 以及全 社会征 集科学 难题； 编 辑委员 会认真 讨论、 组织 提出和 撰写骨 干问题 ，并 
对征 集到的 科学问 题严格 遴选； 领导小 组和专 家指导 委员会 最后进 行审核 并出版 
《10000 个科学 难题》 系列 丛书. 这些难 题汇集 了科学 家们的 知识和 智慧， 凝 聚了参 
与 编写的 科技工 作者的 心血， 也体 现了他 们的学 术风尚 和科学 责任. 

开展 “10000 个科学 难题” 征 集活动 首先是 一次大 规模的 科学问 题梳理 工作, 
把尚 未解决 的科学 难题分 学科整 理汇集 起来， 有 利于加 强对基 础科学 研究的 引导. 
其次， 这么多 科学难 题呈现 在人们 面前， 有利于 激发我 国科技 人员， 特别是 广大博 
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士、 硕 士研究 生探索 未知、 摘 取科学 明珠的 激情， 而这 正是我 国目前 基础科 学研究 
所需 要的. 此外， 深入 浅出地 宣传这 些科学 难题的 由来和 已有过 的解决 尝试， 也是 
一种科 学普及 活动， 有 利于引 导我国 青少年 从小树 立献身 科学、 做出 重大科 学贡献 
的 理想. 

分学 科大规 模开展 “10000 个科学 难题” 征 集活动 在我国 还是第 一次， 难免存 
在 疏漏和 不足, 希望 广大科 技工作 者和社 会各界 继续支 持这项 工作， 更希望 我国专 
家 学者， 特别 是青年 科研人 员持之 以恒地 解决这 些科学 难题， 开 启未知 的大门 ，将 
这些 科学明 珠摘取 到我国 科学家 手中. 

t  K 考 

2008 年 12 月 


数学是 一门在 相当广 泛的意 义下研 究现实 世界中 的数量 关系和 空间形 式的科 
学. 数学 发展的 根本原 动力， 它的 最初的 根源， 不是来 自它的 内部, 而 是来自 它的外 
部， 来 自客观 实际的 需要. 而一旦 形成了 基本的 概念和 方法， 单凭解 决数学 内部矛 
盾这一 需求的 推动， 单 凭抽象 的数学 思维， 数学 也可以 大踏步 地向前 推进， 而且得 
到 的结论 还往往 可以成 功地接 受后来 实践的 检验， 充分 显示出 数学的 威力. 因此, 
外部 世界的 驱动和 内部矛 盾的驱 动是数 学发展 的两大 动力， 是相得 益彰、 互相促 
进的. 

这 两方面 的驱动 常常是 以问题 的形式 表现出 来的. 整个的 数学发 展史， 可以说 
就是人 们不断 在数学 上发现 问题、 提出 问题、 分 析问题 和解决 问题的 历史. 古代的 
H 大初等 几何作 图问题 （均已 被证明 为不可 能!） 等不去 说了， 在媒体 上频频 亮相的 
“费 马大定 理”、 “ 庞加莱 猜想” 以及 “哥 德巴赫 猜想” 等 也不去 说了， 单说德 国数学 
家大卫 希 尔伯特 于世纪 之交的 1900 年， 在巴 黎召开 的国际 数学家 大会报 告中所 
提出的 23 个问题 及其对 20 世纪 数学发 展所起 的巨大 影响， 就一直 是数学 家们津 
津 乐道的 话题. 在跨入 21 世纪 之际， 由 于数学 的迅猛 发展, 一 百年前 由希尔 伯特一 
人独 揽全局 的局面 已不能 再现， 批国际 顶尖数 学家于 是被组 织起来 分别就 新世纪 
数 学的发 展作出 预测、 提出 问题， 并 出版了 相应的 专集; 而美国 的克雷 (Clay) 数学 
研究 所更是 以每个 100 万 美元的 悬赏， 提 出了七 个千禧 年数学 难题. 这些自 然都是 
属于数 学界的 大事， 和大部 分人似 乎相距 甚远， 然而， 每 个数学 工作者 的学术 生涯, 
又有哪 一个不 是和尝 试解决 一些数 学问题 联系在 一起的 呢？！ 可以毫 不犹豫 地说, 
发现 或提出 一个有 意义的 数学问 题并下 决心为 解决这 一问题 贡献自 己 的聪明 才智, 
是 迅速走 上数学 科学的 前沿、 在数学 上作出 创新性 成果的 契机与 保证， 也是 对一个 
人在 数学方 面的品 味与判 断力的 检验和 标志. 从这 个意义 上说， 教 育部、 科 学技术 
部、 中国 科学院 及国家 自然科 学基金 委员会 从培养 创新性 人才、 建设 创新型 国家的 
战 略目标 出发, 联 合组织 “10000 个科学 难题” 的征集 活动, 将 会是一 件影响 深远的 
举措， 其 重要意 义自不 待言. 

然而， 对 我们这 些被召 集来从 事具体 撰写、 收集、 整理及 编辑工 作的人 来说， 
想 想四部 委如此 高的期 望值， 强烈感 觉到的 却是一 种力不 胜任的 重负， 对目 前编辑 
这一套 丛书能 否达到 预想效 果等问 题的回 答也因 而颇费 踌躇. 但看到 在少数 一些学 
校中 指导教 师要研 究生研 究的， 有 不少还 是已过 时或无 意义的 问题， 对研究 生创新 
精神与 能力的 培养实 际上成 了一句 空话， 我们也 感到， 我 们所做 的这一 项工作 ，虽 
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然 决不可 能望希 尔伯特 等数学 大师的 项背， 但对于 改善这 种令人 痛心的 情况, 在一 
定的程 度上推 动我国 数学的 发展, 应该 还会起 到一些 积极的 作用. 这 使我们 鼓起勇 
气， 坚定信 心， 义无 反顾地 投入了 工作. 

衷 心地感 谢广大 编委与 众多数 学家、 征集 活动办 公室、 教 育部科 学技术 委员会 
秘书处 以及科 学出版 社的领 导和同 志们， 感谢他 们的大 力支持 和辛勤 劳动， 经过近 
一年的 努力， 我们终 于有了 一个阶 段性的 成果， 丛书 的数学 卷即将 问世. 从 这本书 
里， 通过 展示有 关数学 很多分 支学科 及数学 的应用 等方面 的大量 问题, 对当 今一些 
重要的 数学问 题大体 可以见 到一个 全貌， 有兴趣 的读者 还可以 在此基 础上就 其中提 
到 的某一 个或某 一类问 题进 行深入 探索和 研究, 一些 研究生 也可以 在导师 的 指导下 
选 择其中 的某一 问题作 为自己 的研究 课题， 这些都 是我们 希望看 到的. 但是， 由于 
水平、 能力和 时间的 限制， 这一卷 所收集 的数学 问题在 各个数 学分支 学科之 间的分 
布难 以做到 较好的 平衡, 个 别学科 或分支 甚至未 能得到 充分的 反映， 特别在 数学与 
其他学 科的交 叉及有 关外部 世界对 数学所 提出的 要求等 方面显 得更为 欠缺, 希望以 
后 能有机 会加以 补充与 完善. 此外， 所提出 的这些 问题， 科学 上的意 义及重 要性各 
不 相同， 对今后 数学发 展的作 用各有 千秋， 难度系 数的大 小千差 万别， 叙述 的繁简 
程度 也颇不 一致, 均无法 一一 加以 评述, 亦 望读者 注意并 谅解. 


李大潜 
2008 年 10 月 
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奥特 (Vaught) 猜想与 拓扑奥 特猜想 

Vaught’s  Conjecture  and  The  Topological  Vaught  Conjecture 


奥特 (Vaught) 猜想既 是模型 论的中 心问题 之一也 是描述 集合论 的中心 问题之 
一. 它 起源于 由奥特 在文献 [1] 中 所提出 的一个 问题. 很快在 逻辑领 域这个 问题就 
变成 了一种 猜想. 奥 特猜想 是一个 关于一 种一阶 完备理 论的可 数模型 同构分 类个数 
的双歧 命题. 

奥 特猜想 对于可 数一阶 语言的 一个完 备理论 t 而言, r 的全 体可数 模型或 
者 可以被 分成可 数多个 同构等 价类， 或 者存在 个数和 实数个 数一样 多的同 构等价 
类. 

伯吉斯 (Burgess) 在 文献闯 中 证明了 _ 种准三 歧性： 对 于可数 一阶语 言的一 
个完 备理论 r 而言， 它的 全体可 数模型 的同构 等价类 的个数 或者为 可数， 或者为 
第一个 不可数 基数， 或者为 与整个 实数轴 等势的 基数. 无论 是前述 问题， 还 是这一 
定理, 关键 在于相 对于连 续统的 势的取 值的无 关性. 奥 特猜想 只是连 续统假 设的一 
个非常 平凡的 推论. 所以， 奥特猜 想的一 个比较 自然而 中肯的 表达式 就是将 其中的 
短语 “和 实数的 个数一 样多” 换 成一种 拓扑等 势度量 “ 完备多 个”. 这就是 由贝克 
(Becker) 与珂 克尔斯 （Kechris) 于 20 世纪 90 年代早 期所提 出的拓 扑奥特 猜想： 

拓扑奥 特猜想 设 X 是一 个完备 可分距 离空间 .设 G 是一 个连续 作用在 X 
上的 带有一 个完备 可分距 离的拓 扑群. 那么 ，在 G 的作用 下或者 X 由可数 个轨道 
所 瓜分, 或 者存在 X 的一 个满足 不同元 素必据 不同轨 道之要 求的完 备子集 F. 

这 里的第 二种可 能性就 是通常 所讲的 “完备 多个” 轨道. 将一个 可数一 阶语言 
的 一个完 备理论 r 的 可数模 型的标 准表示 空间与 自然数 集合上 的无限 置换群 &o, 
经过 “逻辑 作用” 的一 种特定 作用形 式联结 起来, 奥特 猜想即 成为拓 扑奥特 猜想的 
一 种特殊 情形. 人 们也常 常称由 所定的 拓扑奥 特猜想 的特殊 形式为 L 咖 奥特 
猜想 • 

无论是 奥特猜 想还是 拓扑奥 特猜想 ，都 在模 型论领 域和描 述集合 论领域 得到相 
当的 关注和 研究. 许多数 学家， 诸如  Shelah,  Lascar,  Harrington,  Makkai,  Buechler, 
Steel,  Becker,  Kechris 以及 Hjorth 等， 都在这 一 方面 做出了 大量 的研究 和探索 .比 
如， 如果 只考虑 w- 稳定 理论, 奥特 猜想被 Shelah,  Harrington 和 Makkai 在 文献⑷ 
中所 证明； 如果所 考虑的 作用群 还带有 完备的 左不变 距离， 那 么相应 的拓扑 奥特猜 
想 也成立 [5L 有关这 两个问 题研究 进展的 一篇很 好的综 述文章 目前应 当是文 献冏. 
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超紧 基数典 型内模 型问题 

The  Problem  of  Canonical  Inner  Models  of 
Supercompact  Cardinals 


集 合论的 内模型 M, 是在集 合论体 系下确 切定义 出来的 一个含 有全部 序数的 
传 递类， 并且集 合论公 理体系 ZF 中 的每一 条公理 a 相对于 M 的解释 aM, 都是 
一条 ZF 中的 定理. 

为了 解决一 般连续 统假设 和选择 公理的 相对和 谐性， 戈德尔 （G6del) 于 1938 
年 定义了 第一个 ZF 的 内模型 L, 由全体 可构造 集组成 的类. 戈 德尔证 明了选 
择 公理和 _ 般 连续统 假设在 i 中 的解释 成立， 从而证 明了选 择公理 和一般 连续统 
假设 同集合 论体系 ZF 的相对 和谐性 或者相 对无矛 盾性. 

戈 德尔的 内模型 有很多 良好的 性质， 可以 被用来 解决许 多问题 的解的 相对和 
谐性. 但是 ，因为 L 是一 个最基 本的内 模型， 它容 纳不了 高阶大 基数的 存在. 斯科 
特 （Scott) 于 1961 年 [8] 证明 了如果 存在一 个可测 基数， 那么 该基数 上的非 平凡规 
范测度 都不在 L 之中. 索洛韦 (Solovay)!0] 因此 定义了 由相对 于一个 非平凡 规范测 
度 17 的可 构造集 组成的 内模型 L[U]. 在这 个内模 型中， 存在 一个非 平凡规 范测度 
U*  =  UHL[U}, 并且 L[U*]  =  L[U]. 后来人 们发现 L[U] 中 有很多 类似于 L 的性 
质 （见 文献 問)， 比 如有很 好的整 体秩序 （从而 导出选 择公理 )， 一般 连续统 假设成 
立, 等等. 

在探 索可能 的高阶 无穷存 在性原 理的过 程中， 索洛韦 引入了 可测基 数的一 
个非 常自然 的强化 性定义 延拓： 称 一个不 可数正 则基数 ac 是 一个超 紧基数 当且仅 
当对 于任何 一个大 于等于 k 的基数 A, 都存在 一个满 足如下 条件的 实质嵌 入映射 
j  :  V  ^  M  : 

(1)  M 是 一个内 模型； （2)  k 是第一 个满足 不等式 A  <  j(a;) 的序 数解； （3) 如果 
/ 是 一个从 A 到 M 的 映射, 那么 /  e  Af. 

题目中 所陈述 的超紧 基数典 型内模 型问题 可以表 述成如 下目标 规划： 

超 紧基数 典型内 模型目 标规划 构 造一个 容纳一 个超紧 基数并 能够在 其中进 
行精 细结构 分析的 典型内 模型. 

这一 目标规 划据说 是由索 洛韦和 Mitchell 等人 于大约 35 年前 提出的 （参 见文 
献即. 在 这一目 标规划 的驱动 之下， 过去 30 多 年里， 经过 Mitchell [6,7],  Dodd 和 
Jensen!1]、 Martin!5]、 Steel[5’7’n] 、 Neeman、 以及  Woodin  等人 的不懈 努力， 大基数 
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内模型 研究过 程取得 很好的 发展. 但是， 据目前 的情形 来看， 离这一 目标规 划的完 
全实 现似乎 还有很 长的路 要走. 
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递归 可枚举 度中的 格 嵌入问 题和 双量词 
理论 可判定 性问题 

Lattice  Embedding  Problem  and  The  Decidability  Problem  of 
H2-Theory  in  Recursively  Enumerable  Degrees 


递归 可枚举 度的格 嵌入问 题的历 史可以 追溯到 20 世纪 60 年代， 从 那时起 ，很 
多递 归论学 家都在 该问题 上花过 心血, 但 至今仍 未完全 解决. 研究格 嵌入问 题的动 
机之一 是揭示 度结构 的复杂 程度. 此外 已知的 关于格 的不可 判定性 结果， 通 过嵌入 
可以引 入到 递归可 枚举度 当中. 问题 叙述很 简单： 

格嵌 入问题 一个格 能被嵌 入递归 可枚举 度的充 分必要 条件是 什么？ 

我们简 单回顾 格嵌入 问题的 历史， 由于篇 幅关系 我们略 去文献 出处及 术语的 
定义, 读者 可以参 考文献 [1卜 問. 1966 年 Lachlan 和 Yates 独立 地证明 了极小 
对的 存在， 从而推 出钻石 格可以 嵌入. 这 是格嵌 入的第 一 个 结果. 此后， Lerman 和 
Thomason 证 明了所 有可数 分配格 都可以 嵌入, Lachlan  1970 年 证明了 非 分配格 M3 
和 _/V5 可以 嵌入， 1980 年, Lachlan 和 Soare 举 出了第 一 个不可 嵌入格 的例子 <§8.  80 
年 代末， 人 们一度 分离出 所谓非 嵌入性 条件， 并 猜想所 有不满 足该条 件的格 都可以 
嵌入 .但 Lempp 和 Lerman  1997 年找到 一 个他 们称为 ho 的 格并不 满足该 条件但 
也不能 嵌入. 

显然格 嵌入问 题的解 决会使 人们对 递归可 枚举度 本身的 代数结 构有更 清晰的 
了解， 但它的 意义并 不局限 于此， 人们普 遍认为 格嵌入 问题的 解决会 为递归 可枚举 
度 片断可 判定性 问题扫 清技术 障碍. 

从逻 辑角度 来看, 关于一 个数学 结构的 最重要 问题之 一是其 理论是 否可以 判定, 
也就 是说是 否有一 个算法 能够判 断任意 语句在 该结构 中是否 成立. 1982 年 Harring- 
ton 和 Shelah 证 明了递 归可枚 举度的 理论是 不可判 定的. 从那 以后， 问题转 化成到 
底在哪 一 个片 段上该 理论是 不可判 定的. 1998 年 Lempp,  Nies 和 Slaman 证 明了三 
量词 理论是 不可判 定的. 由于在 50 年代末 人们已 知单量 词理论 是可以 判定的 ，所 
以 唯一留 下的问 题是： 

双量 词理论 可判定 性问题 递归可 枚举度 的双量 词理论 是不是 可以判 定的？ 
由 于 格嵌入 问题是 双量词 理论可 判定性 问题 的一个 有代表 性的子 问题, 人们普 
遍 认为应 该从格 嵌入问 题入手 ，解 决格嵌 入问题 的思想 或许能 应用到 后一问 题上. 
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局 层有限 波雷尔 (Borel) 等 价关系 中的两 个问题 

Two  Problems  Related  to  Hyperfinite  Borel  Equivalence  Relations 


高层有 限等价 关系的 研究源 自测度 理论中 的遍历 理论, 后 来演变 成描述 集合论 
关 于等价 关系研 究的中 心概念 之一. 而描 述集合 论关于 等价关 系的研 究又对 数学中 
的 分类问 题的复 杂性比 较提供 很好的 应用， 相 应的综 述可见 Hjorth 的专著 W. 

一 个完备 可分距 离空间 X 上的 一个等 价关系 是一个 有限等 价关系 当且仅 
当 E 的 每一个 等价类 都是一 个有限 集合. 而称 i? 为高 层有限 等价关 系当且 仅当它 
是一系 列逐步 粗化起 来的有 限波雷 尔等价 关系的 极限， 准确 地讲， 当 且仅当 存在一 
个 满足下 述三个 要求的 X 上的等 价关系 的序列 (En\l  <n<oo)： 

(1)  每一个 En 都是 X 上的一 个有限 的波雷 尔等价 关系； 

(2)  Ei  C  E2  C  ■■■  C  En  C  En+i  C  •  •  • ； 

(3)  E  —  Ui^n<00i?n. 

Dougherty,  Jackson 和 Kechris 在文献 [2] 中 提出了 一 种 有关高 层有限 波雷尔 
等价关 系结构 的抽象 理论. 但 是下述 单增极 限问题 还是一 个悬而 未决的 问题： 

单增极 限问题 是否一 个给定 的完备 可分距 离空间 X 上的任 何一系 列逐步 
粗化 的高层 有限等 价关系 的极限 一定是 高层有 限的？ 也就 是说， 如果 X 是 一个完 
备可 分距离 空间， {En\l  <  n  <  00〉 是 X 上 的一个 高层有 限等价 关系的 序列， 而且满 
足 £ 是 X 上的一 个等价 关系而 且是这 个序列 的极限 ，五 = U  En, 

l<n<oo 

那么， 是否 e  —定也 是一个 高层有 限的？ 

这 里实际 上涉及 的是一 个层次 问题. 如果将 这样的 极限操 作继续 下去， 我们是 
否一 定得到 一般来 讲更为 复杂的 等价关 系呢？ 与高层 有限等 价关系 相关的 一个问 
题 是下面 的单纯 (amenable) 等 价关系 问题： 

单纯 等价关 系问题 是 否每一 个单纯 等价关 系都是 一个高 层有限 的等价 关系? 

这两 个问题 首先由 Weiss 提出 （参 见文献 問)， 看 起来好 像单增 极限问 题和单 
纯等 价关系 问 题并没 有相互 导出的 可能. 已经知 道如果 所述空 间上有 一个波 雷尔概 
率 测度， 那么， 几乎 处处都 是肯定 答案. 但 f 般性 问题 的求解 十五年 来似乎 进展不 
大. 现 在仅仅 知道如 果一个 单纯等 价关系 是由一 个可数 交换单 纯群的 作用而 导出, 
那么 它是一 个高层 有限等 价关系 . 
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The  Minimal  Tower  Problem 


极 小塔问 题是基 数不变 理论中 （集 合论研 究领域 之一） 的核 心问题 之一. 这个 
问 题最早 出现在 Rothberger  20 世纪 40 年 代的工 作中， 参见文 献问. 问题 涉及两 
个连续 统基数 不变量 p 与 * 是否在 ZFC 下可证 明是相 等的， 其中 p 为伪 交数， t 为 
塔数， 定 义为： 

p  =  min{|yl|  :  A  C  P(u>), 其中 A 具有 强有限 交性质 ，但 不存在 自然数 
集 w 的无 穷之集 a, 使得 Va;  e  A{\a  一 叫 <  w)}, 
t  =  min{  \T\  :  T  =  {xa  :  a  <  A} 满足式  a  <  /3 则有  \x^  —  xa\  <  lo 但不 
存在 w 的无 穷之集 a, 使得 Va  <  A(|a  -  a;a|  <  w)}. 

此问 题 是基数 不变量 理论中 的历 史最悠 久的公 开问题 ，它 的解 决将对 力迫理 论的发 
展起 到巨大 的推动 作用. 此问 题难度 巨大， 众多研 究人员 对其展 开过深 入研究 ，但 
至 今仍未 解决. 
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mori  A  and  Magidor  M.  Handbook  of  set  Theory,  to  appear 

[2]  van  Douwen  E  K.  The  integers  and  topology  / /  Kunen  K  and  Vaughan  J,  Handbook  of 
set  Theoretic  Topology.  North-Holland,  Amsterdam,  1984,  111-167 

[3]  Rothberger  F.  On  some  problems  of  Hausdoff  and  of  sierpinski.  Fund  Math,  1948,  35: 
29-46 


撰 稿人： 张树果 
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r  -  rj  及  s  =  sj 

r  =  rjl  and  s  =  sj! 

在 ZFC 下 是否有 r  =  rw? 其中 

r  =  min{|i?|  :  R  C  [a;]^,  Mx  C  cu^  3y  e  R(\y ， x|  <  u; 或  |y  fl  a?|  <  a;)}, 

Vuj  =  min{|i?|  :  R  C  [uj]^ ,\/xn(xn  C.  cu  :  n  E  cj)， 彐 y  G  _R, 

Vn(|y  -  rn|  <  a; 或  b  fl  rn|  <  cj)}. 

不难 证明〜 是 满足下 列性质 的集族 的最小 基数： i?  £  bp 使得 对每个 有界实 
数序列 (^n)nGa>5 存在 A  ^  R 使得 (xn)n^A 为收 敛子列 .若 (^n)nGa;  ^  2^, 则上面 
最小 基数为 r. 故此问 题在实 数收敛 理论中 有重要 意义. 这 个问题 最早由 Vojtas 在 
文献 [3] 中 提出. 文献 [1] 中 证明了 要得到 r  < 〜 的模型 需要新 的力迫 技巧. 
另外此 问题的 对偶问 题 s  = 〜？ 也是 未解决 的公开 问题, 其中 

s  =  minjlAI  :  A  C  [a;]^,  Mx  G  [o;]^,  3a  G  A(\x  —  a|  =  |x  fl  a|  =  a;)}, 

=  minjlAI  :  A  C  [co]^ ,  MB  G  [[a;]^]^,  3a  G  A,  Mb  G  -B(|6  —  a|  =  |6  fl  a|  =  a;)}. 

这 个问题 最初由 Malyhin 提出， 参 见文献 M、 问. 

参 考文献 

[1]  Brendle  J,  Just  W,  Laflamme  C.  On  the  refinement  and  countable  refinement  number. 
Questions  and  Answers  in  General  Topology,  2000,  18:  123-128 

[2]  Vaughan  J.  Small  uncountable  cardinals  and  topology  / /  Van  Mill  J,  Reed  G  M.  Open 
problems  in  Topology.  North-Holland,  1990,  196-218 

[3]  Vojtas  P.  More  on  set-theoretic  characteristics  of  summability  of  regular  (Toeplitz). 
Comment  Math  Univ  Carolinae,  1998,  39:  269-279 

[4]  Kamburelis  A,  Weglorz  B.  Splitting.  Archive  for  mathematical  Logic,  1996,  35:  265-277 

[5]  Brendle  J.  Around  Splitting  and  reaping.  Comment  Math  Univ  Carolinas,  1998,  39: 
269-279 
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连续 统势确 定问题 


The  Problem  of  The  Cardinality  of  The  Continuum 


连续 统势确 定问题 实数集 合中到 底含有 多少个 实数？ 也就 是问， 实 数集合 
的势 到底是 多大？ 

连 续统势 确定问 题是 集合论 中最古 老最 基本最 自然 的一个 问题. 

对于 (无 穷) 集合 来讲， 两个 集合等 势的充 分必要 条件是 它们之 间存在 一个一 
一对 应或者 双射. 众所 周知， 自然 数可以 被用来 作为有 限集合 所含元 素个数 的多少 
的一种 度量： 两 个有限 集合等 势的充 分必要 条件是 它们含 有相同 个数的 元素. 因此, 
每一 个有限 集合的 势都唯 一地由 一个自 然数来 确定. 类 似的， 无限集 合的势 也都唯 
一地由 一个基 数 来确定 （我们 假定选 择公理 ). 最小 的无穷 基数是 ％, 它 代表着 
全 体自然 数所组 成的集 合的势 . ％ 之后的 第一个 基数是 再其后 的第一 个基数 
是化， 然后 是心， 等等. 一般 来说， 紧接 着基数 之后的 基数是 Ha+1； 两 个基数 
I 和 ~ 的大小 之比较 由它们 的下标 （序数 a 和/ 3) 的长短 来唯一 确定. 每 一个自 
然数 n 都是一 个比％ 小的 基数. 对于无 限基数 来说, ％  < 心 <  h  < 心  <  … ，等 
等. 

Cantor 于 1873 年 12 月证明 了由全 体实数 所组成 的集合 （即连 续统） 的势至 
少 是心. 现在 问题出 来了： 到底 哪一个 基数九 《 是连 续统的 势呢？ 是仏？ 是 
H3, 还是 别的一 个什么 Cantor 当 年曾经 猜想： 连 续统的 势是第 一个不 可数的 
基 数仏. 这就是 Cantor 连续统 假设. 这 也是希 尔伯特 (Hilbert)  1900 年 提出的 23 
个 问题中 的第一 问题. 

戈德尔 (G6del)1938 年 [3,4] 用 内模型 （可构 造集） 方法证 明了连 续统假 设和集 
合论 公理系 统的和 谐性； Cohen  1963 年 I1，2] 用 外模型 （力 迫） 方法证 明了连 续统假 
设之 否定和 集合论 公理系 统的和 谐性. 从而， 连 续统假 设是一 个同集 合论公 理系统 
独立的 命题. 所以， 要想 得到关 于连续 统势的 确定基 数值， 集 合论公 理系统 中必须 
引 进新的 公理. 现 在的问 题是： 什 么样的 命题可 以作为 被广泛 接受的 自然的 不证自 
明 的新的 公 理并可 以用 来确定 连续统 势的基 数值？ 

近 年来， 人 们利用 从大基 数或者 高阶无 穷假设 之下得 到的一 些存在 性原理 W 
计算出 连续统 的势为 近年来 Woodin 发 展了一 种新的 逻辑, 逻辑, 意 图来解 
决这 一问题 . 仏 逻辑 中一个 中心的 问题是 Woodin 提出的 仏 猜想， 这一猜 想的真 
假与 否同大 基数的 内模型 的存在 性休戚 相关. 详 细内容 请见文 献问. 
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奇异基 数问题 


The  Singular  Cardinals  Problem 


比连续 统势确 定问题 更一般 的问题 是无穷 集合之 幂集的 势确定 问题. Cantor 
1873 年 证明了 任何一 个集合 的幂集 的势一 定严格 大于那 一集合 的势. 那么， 给定一 
个无 穷集合 X, 假设 X 的势为 Na,  X 的幂集 P{X) 的 势是哪 一个％ 呢？  Cantor 
告 诉我们 (3>a+l. 戈德尔 告诉我 们假定 p  =  a  +  l, 也 就是一 般连续 统假设 ，不 
会导 致任何 矛盾. 

这里 出现了 一种刚 开始令 人不可 思议的 局面. 按照 定义, 无 穷基数 被分为 两类: 
一类 是正则 基数， 另一 类是奇 异基数 （它 们是某 一组单 调递增 的比较 小的正 则基数 
的 短序列 的 极限， 以一个 奇异基 数为极 限的所 有这样 的 序列中 最 短序列 的长 度被称 
为该 奇异基 数的梯 度). 

在 Cohen  1963 年 的工作 之后， Easton!2! 用 类力迫 方法证 明了现 有集合 论公理 
体 系对于 正则基 数的幂 集的势 能够说 的就只 有那早 已众所 周知的 3 个不 等式. Eas¬ 
tern  的工作 留给人 们一个 问题： 那么 奇异基 数的幂 集之势 又将如 何呢？ 也就 是说， 
奇异 基数的 幂集的 势都有 什么样 的可能 性呢？ 于此问 题直接 相关的 一个重 要假设 
如下： 

奇异基 数假设 如果 一个奇 异基数 的梯度 K 的幂 集的势 小于九 那么所 
有从 ft： 到 Na 的 函数的 全体所 成之集 的势为 Ha+1， 

在 奇异基 数假设 之下, 任何一 个奇异 基数的 幂集的 势则完 全由比 它小的 正则基 
数的幂 集之势 的上确 界唯一 确定. 

Silver!7! 证明了 任何一 个具有 不可数 梯度的 奇异基 数都不 会是一 般连续 统假设 
的 第一个 反例. 紧 接着， Jensen 证明 极其深 刻的覆 盖引理 W, 从而将 奇异基 数假设 
的真假 与否同 大基数 的存在 性紧密 地联系 起来. Magidorl5] 第 一个从 大基数 出发, 
证明 了最小 的奇异 基数可 以成为 一般连 续统假 设的第 一个反 例的可 能性. 这些结 
果表 明奇异 基数的 幂集的 势的确 定问题 同正则 基数的 幂集的 势的确 定问题 有着本 
质的 差异. 后来， 同样从 大基数 出发, Foreman 和 WoodinI3! 合作 证明了 一 般 连续统 
假 设可以 处处不 成立. 于是， 我们 看到了 有关幂 函数之 势的两 种完全 极端的 局面. 

迄今 为止, 最根 本的悬 而未决 问题依 旧是： 幂函数 的势到 底怎样 取值？ 到底该 
如何 计算？ 将这 一问题 限定到 奇异基 数之上 便有如 下的奇 异基数 问题： 

找到一 组完全 刻画奇 异基数 的幂集 之势的 取值范 围的性 质或者 一套完 备的有 
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关奇异 基数的 幂集之 势取值 的计算 规则. 

一个比 较具体 的问题 就是： 假 设对于 每一个 自然数 n 都有 的幂集 之势为 
H„+1) 那么第 一个奇 异基数 的 幂集之 势是否 一定严 格小于 第叫 个基 数)？ 
在前述 Silver 的工作 之后， Galvin 和 HajnalW 首先对 一类奇 异基数 的幂集 
之势给 出了上 界计算 公式. 接 下来， Shelah 在这 个问题 上完成 了非常 突出的 工作. 
他的 pc/ 理 论给出 了关于 一类奇 异基数 的幂集 之势的 很好的 上界. 比如， 关于上 
述具体 问题， Shelah 证明了 在相应 （实 际上 稍弱） 假设 条件下 ，九 ^ 的 幂集之 势小于 
.在 Shelah 的； pc/ 理论 中也有 一个悬 而未决 的关键 问题： 给定一 个满足 不等式 
|a|  <  min(a) 的 正则基 数的一 个集合 a, 是 否一定 有等式 \pcf(a)\  =  |a|? 欲 知详情 
请 见文献 [6]. 
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萨克斯 (Sacks) 关于 波斯特 (Post) 问题的 
度不变 解问题 和马丁  (Martin) 猜想 

Sacks’  Problem  on  Degree  Invariant  Solution  of 
Post  Problem  and  Martin’s  Conjecture 


在递 归论的 早期研 究中， 所有 不可判 定的可 公理化 的问题 都是完 全的， 也就是 
说与停 机问题 相同的 图灵度 0'. 那么有 没有不 完全的 不可判 定的问 题呢， 或 者说有 
没有 非递归 的不完 全的递 归可枚 举度？ 这就是 美国数 学家波 斯特于 1944 年 提出的 
波斯特 问题. 虽 然波斯 特问题 本身早 已被美 国数学 家弗里 德伯格 （Friedberg) 和前 
苏联数 学家穆 契尼克 （Muchnik) 在 50 年代 给出了 肯定的 回答， 由它 引申出 来的各 
种问题 对递归 论的发 展起了 不可估 量的推 动作用 ，其中 对自然 的不完 全的不 可判定 
问题 的寻找 直至今 天仍在 继续. 

弗里德 伯格和 穆契尼 克的解 答用的 是构造 方法, 被 公认为 是不自 然的. 虽然逻 
辑界对 自然没 有精确 定义， 但 对波斯 特问题 来说， 通常 认为， 自然的 一个必 要条件 
是能 被一个 与代表 元无关 的度上 的算子 定义. 这就 引出了 萨克斯 (Sacks) 关 于波斯 
特问 题有没 有度不 变解的 问题. 其精 确叙述 如下： 

问题 有 没有一 个度不 变的递 归可枚 举算子 W:  2^ -.2 - 使得对 任何自 然数 
子集 A,A  <T  W(A)  <T  Af, 其 中算子 W 被 称为递 归可枚 举的， 如 果存在 自然数 e 
使得 对任意 A  W(A)  =  WeA;  W 被 称为度 不变的 如果对 所有的 A 和 A  B 蕴 
含  W{A)  =T  W(B). 

如 果我们 把决定 性公理 (AD) 引进到 对图灵 度上的 算子研 究中， 下面 的马丁 
(Martin) 猜 想给出 了关于 度上自 然算子 的全部 刻画. 所有自 然算子 某种意 义上讲 
都 是跃迁 算子， 这是马 丁猜想 的意义 所在. 

马 丁猜想 假定 ZF  +  AD  +  DC, 那么 

(1)  如果 /  ：  2W  ^  2W 是度不 变的， 那 么或者 / 在一 个锥上 是度递 增的， 或者在 
一 个锥上 是常数 （就 度而 言)； 

(2)  在度不 变的函 数上定 义如下  <  关系： /  <  3 当且仅 当在一 个锥上 /(a;)  < 
烈㈤， 则  <  是 一个前 良序， 其 中任何 / 的后 继是由 图灵跃 迁算子 导出的 /', 其定 
义为  f(A)  =  (f(A)Y. 

如 果马丁 猜想中 （2) 是 对的， 基于可 定义集 合的性 质只需 要决定 性公理 对可定 
义集 成立的 常理， 和 决定性 公理对 波雷尔 (Borel) 集 成立的 事实， 几 乎可以 肯定萨 
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克 斯问题 里的递 归可枚 举算子 是不存 在的； 不仅没 有递归 可枚举 算子， 连那 样的波 
雷尔 算子都 没有. 目 前关于 萨克斯 问题的 部分结 果有： Lachlan  1975 年证明 了如果 
要求归 约的一 致性， 那么萨 克斯问 题的解 是不存 在的. Downey 和 Shore  1997 年证 
明了不 存在度 不变的 半跃迁 算子. 如果 把一致 性条件 加上度 不变算 子上， 马 丁猜想 
也已被  Steel(1982),  Slaman  和  Steel(1988) 及  Becker(1988) 完全 解决. 
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图灵 （Turing) 等 价问题 

The  Turing  Equivalence  Problem 


这是 一个位 于可计 算性理 论和描 述集合 论两大 领域边 界上的 问题. 我们 知道可 
计 算理论 中的图 灵机很 自然地 诱导出 自然数 集合之 间的一 种等价 关系： 两 个自然 
数的 子集合 a: 和 y 被称 为图灵 等价， 记成; c  #  y, 当 且仅当 a; 和 y 具有相 同的图 
灵度. 

图灵等 价问题 在所 有可数 波雷尔 (Borel) 等价关 系中， 图灵等 价关系 是 
否 具有通 用性？ 

设 X 为一个 完备可 分距离 空间, X 上的 一个等 价关系 E 是一个 波雷尔 (Borel) 
等价关 系当且 仅当五 是乘 积空间 XxX 的一个 波雷尔 子集. 当它 的每一 个等价 
类都 是一个 可数集 合时， 又称此 等价关 系为可 数等价 关系. 现设 X 和 F 为 两个完 
备可 分距离 空间， 并设 五 和 F 分别为 X 和 F 上 的等价 关系. 我们说 五 可以波 
雷尔 归约为 巧 记成五 当且 仅当五 可以由 一个从 X 到 F 的波雷 尔映射 
/  :  X  —  y 经过 F 如 下表示 出来： 

Vxi,a；2  G  X,  xiEx2  -  f(xi)Ff(x2). 

这种 波雷尔 归约实 际上给 出了等 价关系 之间的 一种准 偏序, 在一定 意义上 ，给 
出 了它们 之间的 一种复 杂性的 比较. 已经知 道在所 有可数 波雷尔 等价关 系中， 存在 
一个 波雷尔 归约下 最大的 可数波 雷尔等 价关系 W. 这 一等价 关系被 认为是 一种含 
有通用 性的可 数波雷 尔等价 关系： 任何 一个可 数波雷 尔等价 关系都 可以波 雷尔归 
约到 这一等 价关系 上来. 一个通 用可数 波雷尔 等价关 系的例 子可以 这样得 到：考 
虑 由两个 生成元 生成的 自由群 F2, 由 它所决 定的乘 积空间 2f% 以及 由移位 所导致 
的群 作用. 这 样产生 的等价 关系就 是一个 通用可 数波雷 尔等价 关系. 前面所 述的图 
灵等价 关系是 一个可 数波雷 尔等价 关系. 人们 自然很 关心这 一等价 关系， 以 及它同 
别 的波雷 尔等价 关系的 由波雷 尔归约 所产生 的可能 联系. 比如， Slaman 和 Steel 在 
文献 H 中实 际上证 明了图 灵等价 关系不 会是高 层有限 (hyperfinite) 等 价关系 .于 
是, Kechris 在文献 [3] 中提出 了上述 问题, 他也 注意到 上述问 题的肯 定解答 会否定 
Martin  猜想. 
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图灵 （Turing) 度 的自同 构问题 

The  Rigidity  Problem  in  Turing  Degrees 

1936 年英 国数学 家图灵 （Turing) 提 出了图 灵机的 概念， 从而给 出了可 计算性 
的精确 定义. 图灵 机的产 生是递 归论的 最重要 的源头 之一， 也 为日后 计算机 科学的 
诞生 有重大 影响. 图 灵还提 出了相 对可计 算性的 概念. 如果我 们把彼 此互相 计算的 
自 然数子 集等同 起来， 其等 价类被 称为图 灵度. 让 我们用 2? 表示 所有的 图灵度 ， I? 
按照相 对计算 性自然 形成一 个偏序 结构. 对 P 结构的 研究是 递归论 里最中 心的部 
分, 而本问 题可以 说是关 于图灵 度整体 结构最 重要的 问题. 

自同 构问题 有多种 表述， 例 如有整 体的， 即关于 2? 本 身的； 也有局 部的， 如关 
于递归 可枚举 度的. 它 们彼此 之间是 相互关 联的. 由于 篇幅关 系我们 只讨论 整体部 
分. 这 里最经 典的叙 述如下 （见 文献 叫)： 

自 同 构问题  V 上有没 有非平 凡的自 同构？ 

这里自 同构是 指保持 偏序的 双射. 近 年来, Slaman 和 Woodin 在自 同构 问题的 
研究 上取得 了重大 进展, 他 们将问 题表述 成如下 形式： 

互 释猜想 [4】 V 和 二阶算 术是互 释的， 换句 话说， 下 列关于 f 和 d 的关 系“歹 
是一个 标准算 术模型 和实数 X 的 编码， 并且 X 的图 灵度是 d” 是在 图灵度 P 里可 
定 义的. 

可以 证明互 释猜想 成立当 且仅当 P 上 没有非 平凡自 同构. 

自同 构问题 的解决 对递归 论的研 究会产 生深远 影响. 如果互 释猜想 是对的 ，那 
么所 有关于 图灵度 2? 的逻辑 问题都 可以转 化成关 于二阶 算术的 问题， 图灵度 2? 只 
不 过是二 阶算术 的不同 表现. 如果 互释猜 想是不 对的， 那么在 图灵度 的局部 结构与 
整体 结构上 存在本 质性的 不同， 因为 Slaman 和 Woodin 证明了 任何 图灵度 的自同 
构在 0〃  以上 是恒同 函数. 

目前在 自同构 问题上 最好的 成果是 Slaman 和 Woodin 的 工作， 他们利 用集合 
论 和递归 论的工 具对图 灵度上 的自同 构作了 精细的 分析， 得 出了一 系列深 刻的结 
果. 例如， 从他们 的分析 中可以 得出存 在一个 图灵度 g, 使得 所有自 同构都 被其在 g 
上 的像所 决定， 而 且至多 有可数 多个自 同构. 
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是 否存在 一个稳 定的一 阶完全 理论， 它有 
大于一 的有穷 多个可 数模型 


Does  Exist  A  Stable  First  Order  Theory  with  Finitely 
Many  (but  more  than  one)  Countable  Models? 


这 是一个 数理逻 辑学家 努力了 几十年 仍尚未 解决的 模型论 中的主 要问题 之一， 
先看一 看这个 问题的 由来. 

1970 年 Morley 证明了 心- 范畴的 理论最 多有％ 个可数 模型. 

1971 年 Baldwin 和 Lachlan 证明了 心- 范畴的 理论只 可能有 ^ 个或 个可 
数 模型. 

1973 年 Lachlan 证明了 超稳定 的理论 只可能 有一个 或无穷 多个可 数模型 .另 
外， Vaught 证明 了任何 完全理 论都不 可能恰 好有两 个可数 模型. 

这样， 人 们已经 证明了 不存在 范畴 的理论 , 稳定的 理论， 或是超 稳定的 
理论 具有多 于一的 有穷多 个可数 模型. 另一 方面, 人们 也发现 或构造 了一些 具有有 
穷多 个可数 模型的 理论, 但它们 都是不 稳定的 理论， 而 且均是 从结构 （Q，<，0,1) 变 
形 而来， 它 们可数 模型的 个数是 3 个 ， 6 个， 7 个或 9 个， 等等. 正是 由于在 这些结 
构 中存在 序关系  <, 从而 它们的 理论就 是不稳 定的. 

1988 年 E.Hrushovski 巧妙 地构造 了一个 模型， 它的理 论是稳 定的， 但不是 w- 
稳定的 理论. 但这个 理论的 所有可 数模型 都是同 构的， 也 就是说 在同构 意义上 ，它 
只有 一 个可数 模型. Hrushovski 用 这个理 论否定 了下述 Lachlan 猜想： 
r 是 ％- 范畴 的和稳 定的， 则它是 稳 定的. 

综上 所述, 人们 仍然不 知道是 否存在 着一个 稳定的 理论， 它有多 于一的 有穷多 
个可数 模型. 

本 人猜想 很可能 这个问 题的答 案是否 定的. 
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Cherlin-Zilber  猜想 

Cherlin-Zilber  Conjecture 


这是 一 个由 G.CherlinW 和 Boris  Zilber[2] 于 30 年 前提出 的有关 无限单 群分类 
的一个 猜想. 这个猜 想是模 型论研 究与代 数群研 究结合 部的一 个非常 重要的 问题. 
Cherlin-Zilber 猜想 断言： 一 个 Morley 秩为 有限的 w- 稳定单 群一定 是某个 代数封 
闭 域上的 一个代 数群. 

30 年来， 围绕这 一猜想 所展开 的关于 稳 定群的 研究工 作取得 了非常 突出的 
进展. 这 种研究 不仅应 用模型 论的许 多新的 思想和 方法， 而且 也用到 来自有 限群理 
论研究 领域， 特别 是有关 有限单 群分类 工作中 的许多 想法. 有 关这一 猜想研 究进展 
的 一个非 常好的 综合报 告便是 Borovik 和 Nesin 合著 的专著 ％ 有兴 趣的读 者一定 
会从 这本书 中找到 有用的 材料. 尽 管这一 猜想目 前依然 没有被 解决， 与此相 似的关 
于 0- 极小 结构的 Cherlin 猜 想则被 Peterzil,  Pillay 和 Starchenko!4] 三人所 证明. 
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带指数 函数的 实数理 论的可 判定 性问题 


Decidability  of  The  Theory  of  Reals  with  Exponentiation 


Tarski 在 文献問 中证 明了实 数域理 论是可 判定的 （也就 是说有 一个计 算方法 
来 有效地 判定实 数域理 论中的 任何一 个命题 是否为 一个定 理)， 从而 证明了 初等平 
面几 何理论 是可以 判定的 （当 然, Tarski 的 算法是 一个计 算复杂 性很高 的通用 算法, 
不 具有很 大的实 用性. 应当 看到， 吴文俊 提出的 关于某 一部分 几何命 题进行 有效的 
计算 机机械 证明的 判定方 法是与 Tarski 这 一可判 定性工 作紧密 相关的 Tarski 关 
于这一 可判定 性定理 的模型 论证明 依赖于 对实数 封闭域 实施量 词消去 方法. Tarski 
问他的 这一个 结果能 否被扩 展到包 括指数 函数. 也就 是说, 将 原来实 数域上 的语言 
C  =  {+,-,0,1} 扩 展到一 个新的 语言： £exp  =  {+,-,0,1, exp}.  Tarski 的定理 是关于 
在语言 £ 下实 数域一 阶理论 的可判 定性. 他问实 数在新 的语言 £exp 下一阶 理论是 
否也可 判定. 迄今 为止, 这一 问题仍 然没有 答案. 

朝着 解决这 ^ 问题的 目标， 在这一 领域中 工作的 数学家 们取得 了一系 列显赫 
的 进展. Wilkie 于 1991 完成了 第一个 突破性 工作： 在文献 ⑷中， 他证 明了， 尽管 
它不 具备量 词消去 条件， 实 数的这 一理论 Th(Kexp) 是模型 完全的 （.一 种比 具备量 
词 消去条 件稍弱 的性质 ). 由 这一结 果加上 Khovanski 的一个 定理， 就能够 导出这 
一新 的结构 Kexp 具有 0- 极小 特性. 此后， MacIntyre 和 Wilkie 間 合作证 明了如 
果 Shanuel 猜想 成立， 那么实 数结构 Rexp 的一 阶理论 是可判 定的. 他们还 给出了 
实 数理论 Th(Kexp) 的公理 描述， 只不过 他们的 公理描 述过于 复杂. 实 际上， 因为 
Th(Kexp) 是 模型完 全的， 这一理 论应当 有一个 表达式 量词结 构形如 V3(n2) 的公理 
描述. 但是， 迄今 为此， 没有人 知道这 样形式 的公理 描述是 个什么 样子. 欲知 详情, 
有兴 趣的读 者可参 见文献 [1]. 
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Shelah 唯一 性猜想 

Shelah  Categoricity  Conjecture 

Shelah 猜想 是关于 可数语 言在一 种特殊 逻辑下 结构唯 一存在 性的一 个断言 .它 
源 于早先 Morley 证 明的可 数语言 在一阶 逻辑下 所具有 的结构 存在唯 一性定 理：对 
于一 个给定 的一阶 逻辑可 数语言 £ 和 次语言 下的一 个理论 T, 如果 r 的模 型类相 
对于某 个不可 数基数 A 来 说具有 唯一性 （即 T 的任 何两个 基数为 A 的模型 一定同 
构)， 那么， T 的模型 类相对 于每一 个不可 数基数 k 来说 具有唯 一性. 

Shelah 猜想 断言： 

对于 一个给 定的可 数语言 £ 以及在 CUuU  (即 在逻 辑表达 式中， 只容许 有限个 
量词， 但容 许可数 多个不 含量词 的简单 表达式 的布尔 逻辑运 算组合 ） 逻辑中 的一个 
理论 T, 如果 r 的 模型类 相对于 某个严 格大于 的基数 A 来 说具有 唯一性 （即 
T 的任 何两个 基数为 A 的模型 一定同 构)， 那么， r 的 模型类 相对于 任何一 个大于 
等于 ru 的基数 K 来说 具有唯 一性. 

在 文献叫 的 公开悬 而未决 问题列 表中， Shelah 猜 想被表 述为关 于抽象 实质类 
的 一个断 言：令 /C 为一个 抽象实 质类. 如果 /C 关于某 个严格 大于这 个类的 Hanf 
数 Hanf(/C) 的基数 A 具有唯 一性， 那么 /C 关 于每一 个严格 大于这 个类的 Hanf 数 
Hanf(/C) 的基数 /X 具有唯 一性. 

有 关这一 猜想的 详情, 请 见文献 冏. 

参 考文献 

[1]  Shelah  S.  Classification  Theory  and  the  Number  of  N on-isomorphic  Models.  2nd  edition. 
Amsterdam:  North-Holland,  1990 

[2]  Grossberg  R,  VanDieren  M.  Shelah’s  categoricity  conjecture  from  a  successor  for  tame 
abstract  elementary  classes.  J  Symbolic  Logic,  2006,  71(2):  553-568 


撰 稿人： 庞炸恩 

美国加 州州 立大学 


微 分封闭 域上的 平凡强 极小集 


•  27. 


微 分封闭 域上的 平凡强 极小集 

Trivial  Strongly  Minimal  Sets  in  Differentially  Closed  Fields 

已知 特征为 零的微 分封闭 域理论 （DCF。） 是 w- 稳 定的. 但是 要想完 全真正 
弄懂任 何一个 稳定 理论， 关键 还在于 懂得这 个理论 的模型 的强极 小集. 依据所 
附带的 准几何 结构， 强 极小集 被分为 3 类： 平 凡的， 局部 模的和 非局部 模的. 对于 
DCF0 而言, 一个非 局部模 强极小 集是和 常数域 （一个 代数封 闭域） 非 正交的 .这 
个结 论是由 Hmshovski 和 Sokoloic 所 证明的 （但并 未公开 发表, 欲知 详情, 请参见 
文献 PD. 他们 还证明 了对于 DCF0 而言， 每一 个非平 凡局部 模强极 小集是 和一个 
单阿贝 尔族的 Manin 核非正 交的， 仅此 而已， 对 于平凡 强极小 集则所 知甚少 .在 
DCF0 中弄 懂平凡 强极小 集依旧 是一个 很困难 的悬而 未决的 问题. 

给定 一个强 极小集 X, 如果 在任何 一个模 型中， 此模 型在强 极小集 X 中的元 
素 的维数 都是无 穷的， 那么 我们就 称此强 极小集 X 是％- 不 变的. 一个更 具体一 
点的 悬而未 决的问 题是： 是否一 个特征 为零的 微分封 闭域的 每一个 平凡强 极小集 
都是 ％- 不 变的？ 关 于这个 问题， 限定在 DCF0 中的 超越度 为一的 强极小 集范围 
之内， Hrushovski 给出 了一个 肯定的 答案. 欲知 详情, 请 见文献 [1] 和文献 [3]. 
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3-Calabi-Yau 代数 的分类 

Classifications  of  3-Calabi-Yau  Algebras 


设 fc 是域, d 是整数 , A 是态 射空间 有限维 的三角 fc- 范畴. 若 对任意 g  a 
均存在 fc- 同构 Hom^(X,F)  — >  RomA{Y,X[d})*, 其中 * 是 A:- 对偶， [d] 是 d 次平 
移 函子， 且这些 同构对 X 和 F 均是自 然的， 则称 4 是 d-CY 范畴. 

这个概 念最早 出现在 Kontsevich  1998 年 在巴黎 高师的 讲义中 [8],  Costello, 
Keller,  Ginzburg 分别 将其引 入共形 场论、 表 示论和 非交换 几何的 研究中 .它 
原来是 一个很 自然的 概念. 例如 ，设 A-mod 是 有限维 fc- 代数 4 的有 限维模 范畴. 
若 4 是对称 代数, 则稳定 H 角范畴 4-mod 是 d-CY 范畴当 且仅当 ^  IdA.mod. 
而当 是有限 维对称 非半单 Hopf 代 数时， H-mod 是 d-CY 范畴当 且仅当 平冗樓 
k 是 周期为 d  +  1 的 仏 周 期模. 特 别地， 如果 fc 的特 征整除 有限群 G 的阶 ，则 
fcG-mod 是 d-CY 范畴 当且仅 当单位 表示是 周期为 d  +  1 的 仏 周 期模， 这里 Q 是 
由第一 次合冲 (syzygy) 诱导 的稳定 范畴的 函子. 

k- 代数 A 称 为导出 d-CY 代数， 若 有界导 出范畴 Db(A-mod) 是 d-CY 范畴. 
考虑 A 的包 络代数 #  A  0fc  4 称为 d-CY 代数 ，若 4 是同调 光滑的 （即 
A 有 有限长 的有限 生成投 射#- 模分解 )， 且存在 模同构 


其中  HHl(A^e)  =  Ext^M,  Ae) 是  Hochschild  上同 调群. 

Keller^ 证 明了： 若 4 是 d-CY 代数 ，则 4 是导出 d-CY 代数. 对任一 正整数 
d, 均存在 d-CY 代数. 例如， 多项 式代数 k[xu-  •  • ， &] 是 d-CY 代数. 若 4 是 d-CY 
代数， 则 对任意 G  4-mod 有 Ext^(X,F)  ^  Extl_i(F, X)*. 由此 可以看 出：若 
A 是 d-CY 代数且 d  #  0, 则 4 必定 是无限 维的. 

4 是 0-CY 代数当 且仅当 A 半单 ，乂是 1-CY 代数当 且仅当 A 是一 元多项 
式 代数的 直积. BocklandtW 证明 了：若 A 是由 带关系 的有限 连通箭 图给出 的导出 
2-CY 代数 ，则 4 是非 Dynkin 图的 预投射 代数. 这为 2-CY 代数的 分类提 供了信 
息 .而 3-CY 代数更 有趣， 这也 源于它 在数学 物理和 代数几 何中的 背景. 例如， 在超 
弦 理论中 S-Model 的 边界条 件是用 n 维 Calabi-Yau 流形 X 的凝聚 层的有 界导出 
范畴 D\Coh{X)) 描 述的： Db(Co/i(X)) 是 3-CY 范畴, 但是它 太大， 因此人 们希望 
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用 3-CY 代数 的有限 维模范 畴的有 界导出 范畴来 建模. 

对 自由结 合代数  A  =  k(xi,-  -  -  ,xn),  Kontsevich t7] 引入 偏导数  d/dxi  :  A/[A, 
A]  —.A； 给定 一个元  $  e  A/[A,A], 可定 义代数  =  A/(^/axi;l<i<n}. 

这 样的构 造也可 定义在 任意光 滑代数 A 上. Ginzburg!3! 用这 种方法 构造了  3-CY 
代数， Bocklandt!1! 将 这种方 法在有 限箭图 上加以 改进构 造了分 次导出 3-CY 代数. 
Ginzburg  131 提出 猜想： 

对于任 一同调 光滑、 有 限表出 的凝聚 3-CY 代数^ 都 存在光 滑代数 4 和 
$  e  A/ [A,  A], 使得  句 • 

几 乎与此 同时， BocklandtW 的 工作也 表明： 这个猜 想对分 次导出 3-CY 代数是 
对的. 然而， 这些 结果与 3-CY 代数的 完全分 类还有 相当的 距离， 正如 Ginzburg 指 
出的 那样, 这 些研究 还刚刚 开始. 
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阿廷 （Artin) 群的  Gr6bner-Shirshov  基 

Grobner-Shirshov  Bases  for  The  Artin  Groups 


辫子 (braid) 群及 其推广 的研究 源于数 学的许 多其他 分支. 近十 年来， 该领域 
的 研究十 分热门 ，其中 包括辫 子群的 表示和 算法等 问题. 

由于 任何一 个代数 是某个 自由代 数的同 态像, 我们 可以用 生成元 和关系 来表示 
一个 代数. 例如， 我们 用符号 G  =  gp(X\R) 表示由 生成元 X 和关系 i? 确定 的群， 
它是由 X 生成的 自由群 F 与 R 生成的 F 的正 规子群 所得的 商群. 在组 合群论 
中， 一 个 经典的 问题是 决定群 G 中元 素的正 规形式 （normal  form)、 字 (word) 问题 
和共轭 （conjugacy) 问题. 正规形 式是指 G 中元 素的一 种唯一 的表达 方式， 字问题 
(共轭 问题） 是指 是否存 在一个 算法， 使 之可以 判定群 G 中任 意给出 的两个 元素是 
否相等 （是否 共轭) .称 G 中元素 a,  & 是共 轭的， 如 果存在 g  &G  a  =  g^bg. 

许多数 学家尝 试用各 种方法 和技巧 解决一 般代数 的正规 形式和 字问题 （共 轭问 
题). 俄罗斯 数学家 A.I.  Shirshov 于 1962 年首次 发明了  Grobner-Shirshov 基理论 ，利 
用此理 论他证 明了只 有一个 关系的 李代数 的字问 题是可 解的. 事 实证明 Grobner- 
Shirshov  基理论 是处理 _ •般 代数 的正规 形式和 字问题 （共轭 问题） 的强有 力的工 

且 

作 为预备 知识， 我们先 给出自 由结合 代数的 Grobner-Shirshov 基 理论. 

设 k(X) 是域 /c 上由 X 生 成的自 由结合 代数， X* 是由 X 生 成的自 由幺半 
群， 其幺元 为空字 .对 X* 中 的任意 一个字 定义卜 | 为字 w 的 长度. 设 X* 是 
一 个良序 （well  ordered) 集， /  =  a/  +  G  k(X)^  其中  a,  ai  G  k,  f,  Ui  G  X*, 

Ik  <  f. 我们称 / 为 / 的首现 如果 / 的 系数为 1, 则称 / 是首 1 的. 设 / 和分 
是 k(X) 中 两个首 1 的多 项式， w  e  X*， 我 们定义 / 和 ^ 的 两种合 成：⑴ 如果存 
在 a,b  6  X* 使得 切 = /6  = 吻 且 |/|  +  |別 >  |切|, 则称 多项式 (/, g)w  =  fb  —  ag 是 
/ 和 9 相对于 w 的相 交合成 . （ii) 如 果存在 a,6GX* 使得切 =  f  =  agb, 则 称多项 
式 (/,  g)w  =  /  -  agb 是 / 和 g 相对于 w 的包含 合成. 

设 S  c  /C〈x〉 且 S 中每 个多项 式是首 1 的. 如 果存在 ％  e  /C,  aiM  ex\  SieS 
使得 (f,g)w  =  J2aiaiSi^i  CLiSibi  <  W, 则称 (J，g)w  模  S  是平 凡的. 如果 5 中 
的多项 式相对 于良序  <  的合成 都是模 S 平 凡的， 则 称集合 S 是 k(X) 中 的一个 
Grobner-Shirshov  基. 

X* 上的良 序  >  称为 项序， 如果 它关于 字的乘 法是相 容的： WuWv  (u  >  v 
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WwiWu)2  (W1UW2  >  .设 X 是 一个良 序集， X* 上的项 序的一 个典型 例子是 

次数字 典序， 即先 比较两 个字的 长度， 再按 字典顺 序比较 它们的 大小. 

下面的 引理是 Grobner-Shirshov 基 理论的 基石. 

Composition-Diamond  引理 [4，10] 设  A: 是 一 '个 域， W(*S) 是  k(X) 中由  生 
成的 理想, A  =  k{X\S)  =  k{X)/Id(S),  < 是 X* 上的 项序， 则下面 的叙述 等价： 

(i)  *5 是  k(X) 中 的一个  Gr6bner-Shirshov  基； 

(ii)  如果  /  €  Id(S), 则存在  seS,  a,bGX\  使得  /  =  a 动； 

(iii)  Irr(S)  =  {u  e  X^\u  ^  asb,  seS，a,be  X*} 是代数  A  =  k{X\S) 的 一个线 
性 基底. 

如果 k(X) 的子集 S 不是 Grobner-Shirshov  则我们 把所有 不平凡 的多项 

式合成 添加到 S 中 并不断 重复此 过程， 最 终得到 k(X) 的一 个包含 S 的 Grobner- 
Shirshov 基 我们 称这个 过程为 Shirshov 算法. 

设 A  =  sgp(X\S) 是一 个半群 ，则 是 k(X) 的一个 子集. 我们用 Shirshov 算 
法可 以找到 k(X) 中 的一个 Grdbner-Shirshov 基 5C ，而 Jrrp， 是 4 的一 个正规 
形式 . 也叫 做半群 A 的 一 •个 Grdbner-Shirshov 基. 

Artin 在 1926 年 发现了 由 n  -  1 个生 成元生 成的辫 子群： =  gpijJi ，…， 
(7n-i\  cfiCTj  =  cFjCFi  (i - 1  >  j),  0^+10*奶+1  =  (7而+1内〉 并 解决了 它的字 问题. Markov 
和  Artin  分别于  1945 年和  1947 年用  Artin-Burau  生成元  srj1  {1  ^  i  <  j  ^ 
n),  ai(l  ^  n-1) 找到了  的正规 形式, 其中 ⑹ = aj-i  -  -  -  -  -  -  (rj\- 

Artin 在 1947 年还给 出了另 一 ■种解 决其字 问题的 算法. Garside[9] 用 Artin- Garside 
生成兀 △， △_1,内(1 彡 i 彡 n  —  1,A  = CTiO^CTl  .  .  .  <Jn_2  •  .  .  .  .  .  7l) 找到 

了  Bn 的正 规形式 并利用 此正规 形式证 明了其 共轭问 题是可 解的. Birman-Ko- 
Lee  在  1998 年发现 了  的 新表示  =  gp(ats  (1  <  5  <  t  <  n)|i?), 其中 

^ts  =  is^t—1  *  *  *  <^s+l)<^s(<^s+i  *  *  *  A— \)， S  t  ^  Tl^  R  =  ^dtsarq  =  CirqCits^  (t  — 

r)(t  —  q)(s  —  r)(s  —  q)  >  0,  atsasr  =  atrats  =  asratr,  l^r<s<t^  n}. 由此表 不， 
他们 找到了  的正规 形式， 在此基 础上， 分 别得到 了解决 字问 题和共 轭问题 
的 另一种 算法. 

B okut- C hai niko v- S hum  (arXiv:0806.1124) 用  Artin-Burau  生成 元给出  的 一 ' 
个  Grobner-Shirshov  基并由 此得到  Markov- Artin  正规 形式. Bokut-Fong-Ke-Shiao 
(arxiv:0806.1118vl) 用  Artin- Garside  生 成元找 到了辫 子半群  _6才 = sgp(ai,  •  •  • , 
<jn-i\aiGj  =  <Jj(Ti  (i  —  I  >  j),  0^+1(7而+1  =  (TiGi^idi) 的  Grobner-Shirshov  基. 
运用此 结论， Bokut  (arxiv:0806. 1125vl) 给出了  在  Artin-Garside  生成 元下的 
Grobner-Shirshov  由 此得到 的 Garside 正规 形式及 对应的 算法. Bokut 

(arXiv:0806.1123vl) 用另 一 '组 生成元 (Birman-Ko-Lee  生 成元） 找到了  的  Grob¬ 

ner-Shirshov  基并由 此 得到其 对应的 正规 形式和 算法. 
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正如 辫子群 是由 对称群 推 广而来 一样, Titst11] 于 1966 年将 Coxeter 群 
推广到  Artin  群. 一 ■个  Coxeter  图  r  对应 一 •个  Artin  群  A(r) 和一个  Coxeter  群  C(r). 
每一个 Coxeter 图都唯 一对应 一 '个对 称矩阵 M  =  即 Coxeter 矩阵， 其中 

mu  =  1,  2  ^  rriij  G  Z+  或 oo,  i  ^  j. 设  M  =  (m^) 是一 个  n  阶  Coxeter  矩阵， 则其 
对应的  Coxeter  群和  Artin  群分 别为： C(M)  =  gp(xi,  •  •  •  ,  xn|  =  1,  rriij (Xi ， x j) = 
rriij (xj,Xi),  I  <：  i  ^  j  ^  n),  A(M)  =  gp{x~i ，… ,xn\  mij(xi,xj)  =  1  < 

^  j  ^  n)5 其中  rriij (xi,Xj)  =  XiXjXi  …， 其 长度为  rriij.  Coxeter  图  An,Bn，Dn (即 
球形） 即是 Dynkin 图 An，Bn,Dn.  Briskorn 和 Saito[5] 解决 了球形 Artin 群 的字问 
题 和共辄 问题. 球形 Artin 群的正 规形式 则是由 Charney 和 Dehornoy-Paris 分别于 
1995 年和 1999 年得 到的. Tits 于 1969 年找到 了解决 Coxeter 群字 问题的 一个算 
法 .而  Bokut-Shiao[3] 得到了  Coxeter  群  C(An),  C(Bn),  C(Dn) 的  Grobner-Shirshov 
基并 提出关 于一般 Coxeter 群的 Grobner-Shirshov 基的 一 '个 猜想. 

设 F 是一个 维数为 r 的 复线性 空间， GL(F) 是 F 上的 一般线 性群. GL(F) 中 
一 个非平 凡元素 s 称为伪 反射， 如果 s 作用 于一个 超平面 （称为 s 的 反射超 平面) 
是平 凡的. 由 伪反射 生成的 GL(V) 的有 限子群 W 称 为复反 射群. 对任意 一个复 
反射群 定义 W 作用于 F 上的 正则轨 道的基 本群， 即是 辫子群 B(W). 普通的 
辫子群 与 对称群 相 对应. Brieskorn-SaitoW 和 Deligne[7] 解决了 与实 反射群 
对应的 辫子群 B(W) 的 字问题 和共辄 问题. Broue-Malle-Rouquier ^ 给出了  B(W) 
的无限 序列的 表示. BannaiW 和 Bessis-Midiel% 给出 除四个 例外辫 子群外 的其他 
辫子群 B(W) 的 表示. 

Baez 和 Birman 分别于 1992 和 1993 年 发现了 奇 异辫子 么半群 SBn  =  sgp(ai, 

5  ?  1  ^  ^  ^  ^2-  —  1  j  Rl、 ， 中 -^1  =  i-\-\  ~  ^ ii  = 

^ i •>  =  ^ i  •>  =  =  1?  =  ^ OC^Xj  = 

XjXi,  XiCFj  =  ajXi,  \i  -  j\  >  1}. 关于  SBn,  Corran  在 2000 年找 到它的 正规形 
式并 给出了 一个解 决其字 问题的 算法； V.V.  Vershinin  (arxiv:math.GR/0309339vl) 
给 出了另 一 ■种 算法并 找到了  Birman-Ko-Lee 的类似 表示. V.V.  Chaynikov 于 2007 
年用 Birman-Ko-Lee 生 成元找 到了其 正规形 式及其 对应的 算法. 

虚 辫子群 VBn 是由 Kauffman 于 1999 年发 现的, 其定义 如下： VBn  =  gp(ai,  x“ 
1  ^  i  ^  n  -  1\  R2), 其中丑 2  =  =  1,  xi+iXiXi+i  =  XiXi+iXi,  ai+1aiai+1  = 

^ i  =  =  ^ XiXj  =  Xj Xi ,  Xi(Tj  =  (Jj Xi 5  | %  —  J'| 〉 

1}.  Fenn-Rimanyi-Rourke  于  1997 年 发现了  Welded  辫子群  WBn, 它与  的 
区别在 于它比 VBn 多了 一个新 的关系 (7i+icr^i+i  =  Xi(ji+i(7i,  1  <  i 彡 n  —  2, 即 
WBn  =  gp(ai,  x“  1  ^  i  ^  n  -  1\  R2,  ai+1aiXi+i  =  XiGi+i(7i,  1  ^  i  ^  n  -  2) 
l^i^n-1 这组生 成元被 称为标 准生成 元). 和 VBn 都是 由纽结 
(knot) 和链环 (link) 理论得 来的. 显然， 是 VBn 的一个 商群. Bardakov 在 
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2008 年给 出了虚 辫子群 的正规 形式. 

Easdown- Lavers  [8] 发现了  逆辫子 么半群  IBn  =  sgp 〈x ,  q ,  err 1 , 1  <  i  < 
n— 1|  R3), 其中  Rs  =  {x  =  x2  =  xa\  =  erfx,  xa\x  =  xa±xai  =  aixaix, 内+1(7而+1  = 
GiGi^xGi,  GiG~X  =  G~XGi  =  1,  XGi  =  (70  (i  >  1)， GiGj  =  (TjCTi  (\l  ~  j\  >  1)}. 它是由 
逆半群 发展而 来的. Vershinin  (arxiv:0704.3002vl) 找到了  的  Markov-Artin  正 
规 形式和 Gar  side 正 规形式 （分 别由 Markov-Artin 生 成元和 Garside 生成 元决定 
的). Bokut、 陈 裕群、 赵显贵 （arXiv.org/abs/0804.0959) 在  Polyakova-Schein  2005 
年的文 章的基 础上给 出了自 由逆 半群的 Gr6bner-Shirshov 基. 

在 以上成 果的基 础上， 我们提 出以下 问题： 

(1)  给出 一 ■般  Coxeter  群的  Grdbner-Sliirshov  基 （参见  Bokut-Shiao 在 [3] 中提 
出的猜 想)； 

(2)  给出 有限型  Artin  群  Bn， Dn,  G2,  F4,  E6,  E7,  E8 在  Artin-Burau  生 成元下 
的  Grobner-Shirshov  基； 

(3)  给出 有限型 Art  in 群在 Artin- Garside 生成 元下的 Grdbner-Shirshov 基； 

(4)  给出 有限型 Artin 群在 Birman-Ko-Lee 生成 元下的 Grdbner-Shirshov 基； 

(5)  将上述 (1)-(3) 三个问 题推广 到任意 Artin 群； 

(6)  给出奇 异辫子 么半群 SBn 分别在 Artin-Garside 生 成元和 Birman-Ko-Lee 
生成 元下的 Grdbner-Sliirshov 基； 

(7)  给出虚 辫子群 VBn,  welded 辫子群 WBn, 逆辫子 幺半群 和 辫子群 
B(W) 在标 准生成 元下的 Gi^bner-Shirshov 基. 
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布如意 (Broue) 交换亏 群猜想 

B roue's  Abelian  Defect  Group  Conjecture 


Broue 交 换亏群 猜想是 目前国 际模表 示论发 展中的 前沿焦 点问题 之一. 众所周 
知， 群论 是当代 数学的 理论和 应用中 基本而 重要的 大领域 之一， 有限 群则是 其历史 
最久远 的基础 部分. 有限群 的常表 示理论 是由群 论学家 G.  Frobenius,  W.  Burnside 
和 I.  Schur 等于 1896 年至 1910 年间 建立起 来的， 而模 表示论 则是群 论大师 Brauer 
自 1935 年起经 40 余 年的艰 苦卓绝 的努力 创立起 来的. 随后， 由于 Green 的不可 
分解模 理论的 发展, Alperin,  Brou6 和 Puig 等人 建立了 局部表 示论, 使模表 示论得 
到了 充分且 迅速的 发展， 从而 全面有 力地推 动了群 论以至 整个代 数学向 前发展 ，而 
且曰 益深刻 地应用 到数学 的其他 分支如 微分 几何、 代数 数论等 和其他 科学领 域中. 
20 世纪 80 年代 以来， 由于 Broue 把导范 畴理论 方法、 Rickard 把代 数几何 方法等 
应用到 模表示 论的研 究中， 发展更 深刻， 应 用更加 广泛， 成为 更多科 学理论 的研究 
工具和 研究进 展的推 动力. 

假定: R 是 p-adic 整数域 Qp 的一 个充分 大的有 限扩张 L 的代数 整数环 ，其 
剩 余域为 F. 对 有限群 G, 设 B 是 RG 的 ^个块 代数， 其亏 数群是 D,  b' 是 B 的 
Brauer 对应， 则 导范畴 Db(mod-B) 可嵌入 Db(mod-b/). 

Broue 交 换亏群 猜想： 对 有限群 G, 设 B 是 RG 的 一个块 代数, 其 亏数群 D 是 
交换 的， 是 B 的 Brauer 对应， 则 导范畴 Db(mod-B) 与 Db(mod-b,) 作为 三角范 
畴是等 价的. 

如果 Broue 交换亏 群猜想 成立， 则模 表示论 中许多 重要问 题都可 以获得 解决, 
如： 相应的 块代数 B 和 b' 含有 相同个 数的不 可约常 指标、 模 指标， 具有同 构的中 
心、 相同的 Hochschild 同 调代数 和同样 的代数 K- 理论 等等. 

Broue 交换亏 群猜想 把有限 群模表 示论、 代 数群表 示论和 代数表 示论更 加密切 
地 联系在 一起， 相互 影响， 相互 促进. 有 限群、 代 数群、 量 子群、 代数 的表示 理论之 
间的 相互作 用导致 近年的 许多重 要理论 突破. Broue 交 换亏群 猜想研 究已经 有了很 
大 进展, 特 别是对 一些有 限单群 已经得 到验证 .但 Broue 交换 亏群猜 想的完 全解决 
还 是一件 遥远而 困难的 事情. 
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布朗 （Brown) 问题 

Brown’s  Question 

Hopf 代数 （量 子群） 是非 常重要 的代数 结构， 它架 起了连 接代数 学与其 他数学 
分支 以及数 学物理 的桥梁 .自从 20 世纪 40 年代 H.  Hopf 在研究 Lie 群的 （上） 同 
调群 时引入 Hopf 代 数概念 以来, Hopf 代数的 理论经 历了近 30 年 的缓慢 发展. 1969 
年 Sweedler 的著作 W 出 版后， 引发了  20 世纪 70 年代 有限维 Hopf 代数理 论的研 
究热潮 .但 Hopf 代数 的巨大 研究动 力来自 20 世纪 80 年 代中期 量子群 的发现 [2,3L 
量 子群是 一类非 交换、 非余 交换的 Hopf 代数. 许 多新的 Hopf 代数 的例子 是无限 
维诺特 代数， 且常 常满足 多项式 恒等式 （简称 PI 代 数). 众所 周知， 有限维 Hopf 代 
数是 Frobenius 代数， 从而 它的内 射维数 是零. Brown 和 Goodearl 在验证 了许多 
Hopf 代数 （量 子群） 的具体 例子的 基础上 [4], 提 出问题 [5-Question  Al： 是否每 个诺特 
PI  Hopf 代数丑 作 为自身 上的模 都有有 限的内 射维数 （或 者说是 Gorenstein 的 ). 
2002 年 吴和张 给出了 这个问 题的肯 定回答 [6，Theorem0.1], 在过 去的几 年里， 由于新 
的 发展, 这个 问题的 表述有 了一些 变化. 下面 是文献 [7,  Question  E] 中 的一种 提法. 

Brown 问题： 是否每 个诺特 Hopf 代 数都是 Artin-Schelter  Gorenstein 的？ 

诺特 Hopf 代数丑 称为 Artin-Schelter  Gorenstein, 是指 丑 的内 射维数 d 有限 
且 Ex4(A;,H)  ^  5i，dk, 这里 是 Kronecker 符号， fc 是 基域、 通过余 单位看 成丑- 
模. 

如果 Brown 问 题的答 案是肯 定的， 则 有许多 重要的 结果. 例如， 每 个诺特 Hopf 
代 数都有 刚性对 偶复形 和左、 右同 调积分 ％ 同调 积分是 定义一 些不变 量的关 
键， 例如， 可 应用于 Gelfand-Kirillov 维数较 低的素 Hopf 代数的 分类. 如果 Brown 
问 题的答 案是肯 定的， 那么 Radford 的妒 公式就 能推广 到诺特 Hopf 代 数上面 [8]. 

目前, 对于 下面几 类诺特 Hopf 代数, Brown 问题有 肯定的 答案： 

(1)  有限多 循环群 (polycyclic-by-finite  group) 的群 代数； 

(2)  有限维 Lie 代数 0 的泛包 络代数 U(q)-, 

(3)  量子 坐标环 0g(G), 其中 G 是 半单代 数群； 

(4)  量子包 络代数 Uq{Q)\ 

(5)  交换的 Hopf 代数和 PI  Hopf 代数； 

(6)  一些 有良好 过滤的 Hopf 代数. 

在一般 情形, 这 个问题 还没有 解决. 
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凯莱 (Cayley) 图 和相关 的问题 

Cayley  Graphs  and  Related  Problems 


Cayley 图是由 Arthur  Cayley 在 1878 年引 入的， 为 抽象群 提供了 一种图 表示. 
Cayley 图构 成了一 类非常 重要的 图类, 在研 究群和 极值图 中有着 重要的 应用， 为通 
讯网 络提供 很好的 模型， 参 看文献 [1].  Cayley 图的形 式定义 如下. 给定 一个群 G 
和它的 一子集 S 使 得如果 a; 在 S 中， 则其逆 也在, 那么 G 的 相对于 S 的 Cayley 图 
Cay(G,5) 定义为 这样一 个图： 其 点集为 G, 两点 x,V 相联当 且仅当 y 属于 Sa；. 容 
易看出 ，群 G 在 它自己 上的右 正则表 示在图 Cay(G,  S) 的点集 上是正 则的. 因此, 
Cayley 图 是点对 称的. 进 一步, 如果 A 是图 Cay(G,  *5) 的自 同构群 ，则 A  =  G 丑 ，这 
里丑 是 点稳定 子群； 也 就是说 ,  4 可因子 分解且 G 是一个 因子. 所以, 研究 Cayley 
图和研 究可因 子分解 的群是 密切相 关的， 参看文 献问、 [7]. 

问题 1  研究 可因子 分解的 有限群 G  =  XY 使得 ① X,  Y 无核； 或② X 属 
于 某特殊 群类, F 无核. 

对于此 问题的 进展, 参 考文献 [5]~[7].  I 个 图称为 s- 弧传 递图， 如果它 的所有 
长为 s 的弧都 等价. 研究 s- 弧传递 图是代 数图论 和几何 群论的 一个重 要问题 .由 
著名的 Tutte-Weiss 定理, s 至多为 7. 研究各 种特殊 群类的 s- 弧传递 Cayley 图是 
当 今代数 图论中 4 个非常 活跃的 问题. 它 与问题 1 密切 相关. 

问题 2  刻画 s- 弧传递 Cayley 图. 特 别地， 考虑 s  >  1 和特殊 群类的 Cayley 
图. 

解决 此问题 需要对 单群的 某些特 殊子群 及生成 关系有 很好的 理解， 对其 进展, 
参 见文献 [5]、 [7]. 最后 ，令 G 是阶为 卽 的二面 体群， 其中 p  =  n2  +  n+l 是素 
数. 假定 n  >  8,  *5 是由 G 中 n+1 个 共辄对 合组成 的集合 ，令 Cay(p)=Cay(G, 5), 
那么 Cay(p) 的直径 至多为 3, 并且 直径为 3 的图 Cay(p) 的 存在性 等价于 n 阶 
非 -Desarguesian 旗传递 射影平 面的存 在性， 参 见文献 [2]~[4]. 后者 是几何 学中的 
一 个重要 问题, 其不存 在性是 几何学 中一个 著名的 猜想. 因此， 我 们提出 

问题 3  证明对 于所有 的素数 p  =  n2  +  n  +  1 使得 n  >  8, 图 Cay(p) 的 直径等 

于 2. 
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福克斯 （Foulkes) 猜想 

Foulkes  Conjecture 


20 世纪 40 年代 中期, Littlewood 在 文献问 中 给出了  Schur 函数的 新乘法 ，该 
乘法 被称为 “plethysm”， 这种乘 法根源 于一般 线性群 多项式 表示的 合成. 一般用 
“。” 表 示这种 新乘法 .设 A,// 为两个 分化,  为 这两个 分化所 对应的 Schur 函 

数， 并设 sa  =  其中〆 为 单项式 ，则 sxo  = 〜 (/X …). 关 于该乘 

i 彡 1 

法 有如下 结论： 

定理 设 f，g 分别为 Schur 函数的 iV 线性 组合， 则 /  o5 也为 Schur 函数的 
N 线性 组合. 

设 为正 整数， 我 们也用 分 别表示 的分化 （p，0,...),(g，0, …）. 
Foulkes 在文献 [1] 中计 算出当 p, g 较小时 sp 。 关于 Schur 函数的 分解， 并提 
出如下 猜想： 

Foulkes 猜想 当 p  >  g 时， sp 。 分解中 出现的 Schur 函 数也在 。 sp 中 
出现. 

由 于对称 群在有 理数域 上类函 数空间 与对称 函数环 之间有 Frobenius 特征映 
射， 该映射 保持类 函数空 间及对 称函数 环上的 内积且 把分化 A 所对 应的不 可约表 
示映到 Schur 函数 sA. 通过 Frobenius 特征 映射， 上述 猜想也 可以有 如下的 等价表 
述： 

Foulkes 猜想 在 有理数 域上， 当 p  >  g 时， lSspJSq 同构于 lSsp:lSp 的一个 子模. 
当 然该猜 想在一 般线性 群多项 式表示 理论、 有 iri 伦论、 顶点 子代数 表示理 
论中 也有相 应的等 价表述 （参见 文献问 、问 )， 这 里就不 一一 列 举了. 

Q  P 

注 该 猜想有 如下的 表不论 背景. 记 ％  =  x … x 心 =  5^  x … x  5^  . 
织积 Sg,Sq  I  Sp 分别为 Young 子群 yp,  Yg 在 5^ 中的正 规化子 .由 Littlewood- 
Richard 律可得 1^,1^ 关 于不可 约表示 的完全 分解， 由此可 知不可 约模在 1&1 
中出 现的重 数不超 P 过在 之1 中 出现的 重数， 这 意味着 1之9 同构于 1& 的 一个孕 
模. 由此启 示我们 证明该 rf 想可以 先研究 lSspJSg 的不可 约? 表示 的分解 , 9 甚而 更一般 
地研究 Young 子群正 规化子 的平凡 模的诱 的 不可约 表示的 分解. 尽管 Young 
子群 的平凡 模的诱 导模的 不可约 表示的 分解在 20 世纪 中期已 完成， 但至今 文献中 
仍没有 关于该 问题的 结论. 
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对于 如上的 Foulkes 猜想, 一些 人试图 推广到 更一般 的形式 （参见 文献⑷ 、问、 
[7]). 目前 来看下 面的推 广比较 成功. 

广义 Foulkes 猜想⑺ 设 n  =  pg， g  <  _p， 若 c,  d 为正 整数且 cd  =  n,  c,d^  b, 
则 同构于 l|-;Sc 的一个 子模. 

A# 如上的 Foulkes 猜想 已在如 下情况 得到了 证明： 

(1)  (Thrall,  1942)  b=2,a^  2; 

(2)  (Littlewood,  1944  )  6  =  3,  a  <  6,  6  =  4,  a<5 且  a  =  6, 6  <  4; 

(3)  (M.  Brion,  1993)  a  足 够大于 6 时； 

(4)  (S.  Dent,  J.  Siemons,  2000)  6  =  3,  a  >  3; 

(5)  (T.  Mckay,  2008)  6  =  4,  a  >  4. 

参 考文献 
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戈 伦斯坦 (Gorenstein) 对 称猜想 

Gorenstein  Symmetric  Conjecture 

设 /c 为交换 Artin 环， A 为 k- 代数. 称 A 为 Artin 代数， 若作为 A:- 模， A 是 
有限生 成的. 考虑有 限生成 A- 模. 对于左 i 模/ Af, 其投射 维数和 内射维 数分别 
记为 proj.dim  和 inj .dim  aM. 类 似地， 对于右 模 Na, 有记号 proj .dim  Na 
和 inj.dim  iVA. 由 4 的乘法 运算， 我们 有自然 的左模 以及 右模九 1, 均 称为正 
则模. 

Gorenstein 对 称猜想 设 A 为 Artin 代数 .若 inj. dim  a  A 有限 ，则 inj  .dim  A  a 
亦 有限. 

这个 猜想的 命名来 源于： Artin 代数 A 称为 Gorenstein 代数， 如果 inj. dim  a  A 
和  inj. dim  A  a  均 有限. 此时有  inj. dim  a  A  =  inj  .dim  A  a, 参 见文献 [1]、 [9]. 专著 [2] 
将这 一猜想 列为第 13 个 猜想. 由于 Gorenstein 代 数在代 数和几 何中， 尤其 在奇点 
理 论中的 意义, 近年来 这一猜 想得到 更多的 关注. 

Gorenstein 对称 猜想与 代数表 示论中 许多重 要的理 论和猜 想有密 切联系 .记 
A-mod 为有限 生成左 模 范畴， : P<oc(A) 为 A-mod 的具有 有限投 射维数 的模的 
全子 范畴. 代数 A 的有 限维数 fin.dim  (A) 定义为 V<°°(A) 中模的 投射维 数的上 
确界. 著 名的有 限维数 猜想断 言：对 Artin 代数 4 总有 fin.dim  (A)  <  00R 称子 
范畴 V<°°(A) 是 反变有 限的， 若对 于任意 A- 模 X, 存 在态射 fx  :  M  —  X 使得 
Mg  r<0°{A) 且任何 V<00{A) 中模到 X 的 态射均 可经由 /x 分解. 满足上 述条件 
的态射 /x 称为 X 的右 V<00(A)- 逼近. Auslander 和 Reiten 在 文献叫 指出： 对于 
满足  inj.  dim  a  A  <  00 的  Artin  代数  A,  A  为  Gorenstein  代数当 且仅当  fin.dim  (A) 
有限， 当 且仅当 P<oc(A) 是 反变有 限的. 从而， 有限 维数猜 想蕴涵 Gorenstein 对称 
猜想. 注 意到， 存在 Artin 代数 4 使得 子范畴 V<°°(A) 不为 反变有 限的， 参 见文献 
[10]. 另 夕卜， 文献 [1] 指出了  Gorenstein 对称 猜想与 Gorenstein 投 射模联 系紧密 ，而 
后者是 Gorenstein 同 调代数 中最重 要的概 念之号 [8] . 

Gorenstein 对称猜 想目前 只在部 分情形 下得到 验证： 正如 文献冏 所 指出， 利用 
经 典部分 （余） 倾 斜模的 Bongartz 补的 存在性 ％ 可证明 若代数 A 满足 inj. dim  a  A 
<  1, 则有  inj. dim  A  a  ^  1；  Beligiannis  和  Reiten  引入了  virtually  Gorenstein  代数的 
概念， 这类代 数包含 Gorenstein 代数， 以及 Cohen-Macaulay- 有限 的代数 （即 该代 
数 仅有有 限多个 互不同 构的不 可分解 Cohen-Macaulay 模. 文献中 经常将 Cohen- 
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Macaulay 模 称为有 限生成 Gorenstein 投射 模)， 并在 导出等 价以及 Morita 型 稳定等 
价 下封闭 [4,6].  Beligiannis[4] 指出： 任意  virtually  Gorenstein  代数 均满足  Gorenstein 
对称 猜想. 注意 存在非 virtually  Gorenstein 代数， 参 见文献 [5]. 现在 看来解 决这一 
猜想需 要新的 工具, 对它 的进一 步研究 将会推 动代数 表示论 和导出 范畴的 发展. 
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卡普 兰斯基 (Kaplansky) 第 六猜想 

Kaplansky’s  6th  Conjecture 


Kaplansky 第六 猜想是 Kaplansky 在 1975 年提出 的关于 Hopf 代数的 十个猜 
想之一  ％ 也 是目前 Hopf 代 数乃至 代数学 领域研 究的前 沿问题 之一. Hopf 代数起 
源于 20 世纪 40 年代， 主 要是由 Hopf 对 Lie 群 的拓扑 性质的 公理性 研究而 建立的 
一 种代 数系统 .  20 世纪 60 年代， Hochschild-Mostow 在研究 Lie 群的 应用及 后续研 
究中， 发展和 丰富了  Hopf 的这 一代数 系统的 理论, 奠定了  Hopf 代数 理论的 基本框 
架 .  20 世纪 80 年代， 随着 Drinfeld 和 Jimbo 等 数学家 建立的 量子群 理论的 兴起, 
人 们发现 量子群 是一类 特殊的 Hopf 代数. 量子群 理论与 众多其 他数学 领域， 如低 
维 拓扑、 表 示论以 及非交 换几何 以及统 计力学 精确可 解模型 理论、 二 维共形 场论、 
角 动量量 子理论 等有着 紧密的 联系. 量子群 理论的 兴起也 促进了  Hopf 代数 理论的 
迅猛 发展， 围绕 Kaplansky 的十个 猜想取 得了许 多精彩 的研究 成果， 导致其 中若干 
猜想 的解决 或部分 解决. 

设 fc 是 特征为 0 的代数 闭域， G 是 有限群 .由 Frobenius 的经 典结果 知：群 
代数 fcG 上 任一不 可约表 示的维 数整除 G 的阶. 群 代数和 Lie 代数 的包络 代数是 
Hopf 代数 的典型 例子. 1975 年， Kaplansky 在讲义 《Bialgebras》 问 中 总结了  Hopf 
代数 的研究 成果， 并提出 了十个 猜想， 其 中第六 猜想就 是基于 Frobenius 关 于群表 
示 的上述 经典结 果而提 出的. 这 一猜想 可等价 地表述 如下. 

Kaplansky 第 六猜想 设丑 是代数 闭域上 的有限 维半单 Hopf 代数 ，则丑 
的 任一不 可约表 示的维 数整除 的 维数. 

这 一猜想 与有限 维半单 Hopf 代 数的分 类紧密 相关， 吸引 了众多 代数学 家的兴 
趣 .设丑 是代 数闭域 A; 上的 有限维 Hopf 代数 . Zhu 在 1993 年利用 特征标 理论研 
究了  Kaplansky 第 六和第 八猜想 [5], 得到了 部分 结果. 他证明 了：若 char(fc)  =0,  H 
半单且 R(H) 在 H 的对 偶代数 丑* 的 中心中 ，其中 R{H) 为 H 的不 可约特 征标所 
张成的 丑* 的 子代数 ，则 Kaplansky 第 六猜想 成立. Nichols 和 Richmond 在 1996 
年通 过分析 H 的 Grothendieck 群 的环结 构证明 [4!: 若 H 是 余半单 的且有 一 个 2- 
维 单余模 ，则丑 是偶数 维的. 1998 年， Etingof 和 Gelaki 在研 究拟三 角半单 余半单 
Hopf 代 数的结 构和提 升问题 时证明 W : 若丑 是半单 余半单 Hopf 代数, D(H) 是 H 
的 Drinfeld  double, 则 D{H) 的不 可约表 示的维 数整除 的 维数. 由 此他们 证明： 
如果丑 是 拟三角 的半单 余半单 Hopf 代数 ，则 H 的 不可约 表示的 维数整 除丑的 
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维数. 1999 年， 他们 又证明 [2】： 如果丑 是 余三角 的半单 Hopf 代数且 char ⑻ =  0, 
则丑 的不 可约表 示的维 数整除 丑 的 维数. 这是 Kaplansky 猜想到 目前为 止的进 
展 情况， 离 完全解 决还有 很长的 距离, 或 许这一 猜想的 完全解 决将依 赖于或 导致有 
限 维半单 Hopf 代 数分类 问题的 解决. 
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中山 (Nakayama) 猜 想和广 义中山 (Nakayama) 猜想 

Nakayama  Conjecture  and  Generalized  Nakayama  Conjecture 


Nakayama 猜想 是同调 代数和 代数表 TtH 仑中 一 个重要 的猜想 ，由 T.Nakayama 
于 1958 年 提出. Nakayama 猜想 等同调 猜想一 直以独 特的魅 力吸引 着代数 学家. 
1995 年， M.  Auslander,  I.  Reiten 和 S.  Smal0 在其代 数表示 论专著 中 收入了 
Nakayama 猜想 、广义 Nakayama 猜想 和另外 4 个 相关的 猜想. 

同 调代数 创立于 20 世 纪四、 五十 年代， 它 在当今 许多数 学领域 和数学 物理中 
起着 重要的 作用. 同调代 数理论 为代数 表示论 研究不 断提供 灵感、 动力 和方法 ，极 
大地推 动了其 发展， 而代数 表示论 的发展 不仅丰 富了同 调代数 理论， 也为其 应用开 
辟 了更为 广阔的 天地. 代 数表示 论研究 使得人 们进一 步深化 了对许 多同调 对象的 
认识. Auslander-Reiten 理论、 倾斜 理论、 预投射 代数、 霍尔 代数等 通过其 对代数 
的表示 范畴、 导出 范畴等 的深刻 刻画， 在李代 数与量 子群、 代数 几何、 群表示 理论、 
代数组 合等数 学领域 研究中 得到了 深刻的 应用， 对这 些数学 领域的 发展产 生 了重要 
影响. 

Nakayama 猜想问 设 A 是 Artin 代数且 0  —  A  —  J0  —  心 … 为 A 
的极 小内射 分解. 如果 对所有 j  >  0, 心 都是 投射模 ，则 A 是 自内射 代数. 

Nakayama 证明了 该猜想 对广义 单列代 数成立 .  20 世 纪六、 七十 年代, B.Mliller 
和 H.Tachikawa 分别 给出了  Nakayama 猜想 的等价 形式. 由 有限维 数猜想 可推出 
Nakayama  猜想 [6]. 

Nakayama 猜 想的研 究导致 一系列 猜想的 提出， 极 大地推 动了代 数表示 论的发 
展， 其中 最有影 响的是 1975 年 M.  Auslander 和 I.  Reiten 提出 的广义 Nakayama 猜 
想. 

广义 Nakayama 猜想 W  设 A 是 Artin 代数， 则每 一 不可分 解内射 A- 模必 
是 A 的 极小内 射分解 中某一 项的直 和项. 

Nakayama 猜想可 由广义 Nakayama 猜 想推出 .  20 世 纪八、 九十 年代， 随着代 
数表 示论的 发展, 对广义 Nakayama 猜想的 研究也 取得了 一 系 列进展 . R.  R.  Colby 
和  K.  R.  Fuller  提 出了强  Nakayama  猜想， M.  Auslander  和  I. Reiten  提出了 关于 
fc-Gorenstein 的 Auslander-Reiten 猜想. 这 些猜想 都能推 出广义 Nakayama 猜想 ，而 
有限维 数猜想 又推出 这些猜 想成立 （见文 献冏) . G.  V.  Wilson!7] 与 K.  R.  Fuller 
和 B.  Zimmermann-HuisgenW 分 别证明 了广义 Nakayama 猜 想对分 次代数 成立； P. 
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Dr 故 xler 和 D.  Happel[3] 证明： 如 果有限 维代数 A 满足 J2l+1  =  0 且 A/J1 表不有 
限， 则广义 Nakayama 猜想对 A 成立， 这里 J 是 A 的 Jacobson 根. 近年对 若干代 
数类证 明了有 限维数 猜想是 成立的 [8,9!, 从而， 广义 Nakayama 猜想和 Nakayama 猜 
想对于 那些代 数类也 成立. 人们难 以预测 Nakayama 猜想 和广义 Nakayama 猜想 
什 么时候 能够得 到解决 ，但 可以期 待其研 究将继 续为相 关数学 领域的 发展不 断提供 
新的思 想和推 动力. 
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拉 姆拉斯 (Ramras) 问题 

Ramras， Question 

1974 年 RamrasI1! 提 出如下 问题： 诺 特正则 scalar 局 部环是 否都是 整环？ 这里 
环 4 称 为正则 环是指 它的整 体维数 有限； A 称为 scalar 局部 环是指 它模去 Jacob¬ 
son  根 是除环 .当 4 是交换 环时， 由 著名的 Auslander-Buchsbaum-Nagata-Seree 定 
理 [2.P.142] 可 知这个 问题的 答案是 肯定的 .当 4 的整 体维数 不超过 2 时， Ramras 
本 人证明 答案是 肯定的 .当 4 的整体 维数为 3 时, Snider 证明 答案是 肯定的 [3L 对 
高维 情形， 这个问 题在适 当的条 件下也 有肯定 的答案 I4-p-3211.  Stafford 和 Zhang!5! 
及 Teol6! 分别就 PI 环和 FBN 环的情 形给出 了肯定 答案， 并 且证明 整体维 数有限 
的局部 （连通 分次） 诺特 PI  (FBN) 环是 Auslander 正则、 Cohen-Macaulay 整环. 

一个 诺特环 4 称为 Auslander 正 则环， 是指 它的整 体维数 有限， 且对 任意有 
限生成 左或右 i 模 任意 i  >  0 及 Ex4(M,  A) 的 任意非 零子模 TV, 总有 
j(N)  :=  inf{j  I  A)  ^  0}  ^  i.  A  称为  Cohen-Macaulay  环， 是指 义 的 

Gelfand-Kirillov 维数 GKdimA  <  oo, 且 对任意 非零有 限生成 A- 模 Af,  GKdimM  + 
j(M)  =GKdim  A. 

在一般 情形， Ramras 问题仍 然没有 解决. 近年， 由 于非交 换代数 几何的 发展, 
人们 关注连 通分次 情形的 Ramras 问题: 连 通分次 诺特正 则环是 否都是 整环？ 对整 
体 维数为 4 的 Artin-Schelter 正则 代数, Artin,  Tate 和 Van  den  Bergh 给出了 肯定答 
案 [7L 对 整体维 数大于 4 的情形 还没有 解决. 人们 进一步 可问： 是否 Artin-Schelter 
正 则代数 都是强 诺特、 Auslander 正则、 Cohen-Macaulay 的？ 这个问 题的解 决将对 
人们进 一步理 解量子 （非 交换 ） 射影 空间起 到非常 重要的 作用. 
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Smashing 子范畴 上的公 开问题 

An  Open  Problem  on  Smashing  Subcategories 


设了 是 一个对 上积封 闭的三 角范畴 ， 是其 三角子 范畴. 若 S 对了 中上积 
封闭， 则称 S 为局 部化子 范畴. 若对 局部化 子范畴 <S， 嵌 入函子 S  ^7 有右伴 
随， 则称 为 严格的 局部化 子范畴 （也 称为 Bousfield 子范 畴). 进 一步， 若该右 
伴 随保持 上积， 则称 为 smashing 子范畴 .  7" 中对象 X 称为紧 对象， 如 果函子 
Homr(X,  丁一  Z-Mod 保持 上积; 了 称 为紧生 成的， 如果 存在紧 对象的 一个集 
合 I， 使得了 的包含 J 且对上 积封闭 的最小 的三角 子范畴 恰好就 是了. 

设 了 是紧生 成的三 角范畴 ，则 了 中所有 由紧对 象生成 的子范 畴都是 smashing 
子 范畴. 人 们曾经 猜想这 一结论 的逆命 题也是 正确的 ，即： 紧生 成三角 范畴了 上所 
有的 smashing 子范 畴都是 由一些 紧对象 生成的 [2]. 对三 角范畴 若 T 上 所有的 
smashing 子 范畴都 是紧生 成的， 则称 了 满足 smashing 猜想. 这一问 题的最 初形式 
由 Ravened1  W 和 Bousfield[3] 在稳 定同伦 范畴中 提出. 

Neeman[9] 给出了 一类满 足该性 质的三 角范畴 - 交换 noetherian 环 上的导 

出范畴 B{R). 他对 DPer(i?) 中的 thick 子 范畴和 B(R) 中 的局部 化子范 畴以及 
smashing 子范 畴进行 分类， 从而 推导出 D(R) 上 所有的 smashing 子 范畴都 是紧生 
成的. 然而 不久， Keller ^ 就 找到了 一个非 noetherian 的交 换环, 其上 的导出 范畴中 
存在不 包含紧 对象的 smashing 子 范畴. 

虽然 Keller 的反 例表明 D(i?) 无 法满足 smashing 猜想， 但是 在人们 熟知的 
另几类 紧生成 三角范 畴中， 这依然 是公开 问题. 在稳定 同伦范 畴中， Mah0Wald[7] 和 
Miller^ 证明 了该猜 想在特 殊情形 下的正 确性. 另外， 对另 一类紧 生成的 三角范 

畴 - 自 入射环 的模范 畴的稳 定范畴 Mod(A),  Benson,  Iyengar 和 Krause 已证明 

该 猜想当 A 为群代 数时是 正确的 

这 些结论 自然导 出公开 问题： 对已知 的紧生 成三角 范畴， 哪 些满足 smashing 
猜想？ 

Krause  和  Solberg[6] 对于 自入射  Artin  代数  A  给出了  Mod(A) 满足  smashing 
猜想的 等价描 述：设 为 Mod ⑷ 中的 cotorsion 对. 若 C 和 7 都对 filtered 
上极 限封闭 ，则  C  =  colim(C  fl  mod(v4)). 

设了 为 紧生成 的三角 范畴, r 为丁 中 一些态 射做成 的类. 称局部 化子范 畴 
由 r 生成 ，若 s 是使得 r 中每 一态射 都经由 中对 象分解 的最小 的局部 化子范 
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畴 .则丁 满足 smashing 猜想 可等价 叙述为 ：  7" 中每 一 个 smashing 子范畴 都是由 
紧对 象上的 恒等态 射组成 的集合 生成. Krause^ 证明了 与这一 猜想类 似的结 果：设 
T 为紧生 成的三 角范畴 ，则 7" 上 所有的 smashing 子范 畴都是 由一些 紧对象 之间的 
态射 组成的 集合生 成的. 若把范 畴看成 是环的 推广， 则 该猜想 与经典 环论中 寻找幂 
等理 想的幂 等生成 元的问 题密切 相关. 近 年来， 对于这 一公开 问题的 研究已 极大地 
推动 了三角 范畴的 发展. 
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巴斯 -奎伦 (Bass-Quillen) 猜想 

Bass-Quillen  Conjecture 


巴 斯-奎 伦猜想 源于著 名的塞 尔猜想 .设 i? 是 有单位 元的交 换环， R[Xl,x2,--； 
xn] 表示 i? 上的 n 元多项 式环. 1955 年， 法 国数学 家塞尔 （J.  P.  Serre)  171 提出了 
这 样一个 问题： 如果尺 是域， K[Xl,X2,---  ,Xn] .的有 限生成 投射模 是否一 定是自 
由模？ 

初看 起来, 此问 题似乎 不难. 因为 n  =  1 时， K[x] 是 主理想 整环， 所以 if 问上 
的 投射模 都是自 由模. 对于 n  >  1 的 情形， 尽 管经过 许多数 学家的 努力， 直到 1976 
年 此问题 才由美 国数学 家奎伦 （D.  Quillen) ^ 与 前苏联 数学家 苏斯林 （A.  Suslin)!8! 
几 乎同时 解决. 他们用 不同的 方法独 立地证 明了：  K[x1:x2,--- ,xn] 上的有 限生成 
投射模 都是自 由模. 

在解决 塞尔猜 想的过 程中， “ 扩张” 的概 念起了 关键性 的作用 .设 Af 是一个 
R[xi,X2,-  -  -  ,xn]-  H, 如果存 在一个  i?- 模  Mo 使得  M  ¥  R[xi,X2,  -  -  -  ,xn]  M0, 
则称 M 可由 i?- 模扩张 得到. 利用 扩张的 语言, 塞尔 猜想等 价于： K[X1,X2, ■■-  ,xn] 
上的有 限生成 投射模 均可由 空 间扩张 得到. 

巴斯- 奎 伦猜想 如果 i? 是诺特 (Noether) 正则环 ，则 R[xi,X2,  ■■  -  ,xn] 上的 
有限生 成投射 模可由 i?- 模扩 张得到 （其 中正则 环是指 每个有 限生成 模的投 射维数 
都 有限的 环). 

巴斯- 奎伦猜 想也等 价于： 如果 i? 是诺 特正则 局部环 ，则 上的有 限生成 
投射 模都是 自由模 （其 中局部 环是指 有唯一 极大理 想的环 ). 

巴斯- 奎伦猜 想是塞 尔猜想 的自然 延伸. 自从 1976 年塞尔 猜想解 决之后 ，巴 
斯 -奎伦 猜想成 了同调 代数、 代 数欠- 理 论以及 环论等 方向共 同关注 的一个 热点问 
题. 正像 塞尔猜 想推动 了代数 兄- 理论 的发展 一样， 巴斯 -奎伦 猜想无 疑会对 代数学 
及相关 学科产 生重要 影响. 该 猜想至 今仍未 解决， 主要 进展可 参阅文 献问. 例如， 
若 R  =  K[[xi,X2,  ■  ■  ■  ,  Xd\] 是域 冗上 d 个未 定兀的 形式幕 级数环 （其中 d 是正整 
数) ，则 上的有 限生成 投射模 都是自 由模. 这是有 关巴斯 -奎伦 猜想的 第一个 
重要 结果. 又如， 巴斯 -奎伦 猜想在 Dedekind 环 上成立 （其 中的 Dedekind 环 是指每 
个理 想都是 投射模 的整环 )， 该结果 由奎伦 和苏斯 林独立 证明； 若诺 特正则 局部环 i? 
的 Krull 维数  <  2, 或者 i? 的 Krull 维 数等于 3 但 i? 的特 征不是 2 或 3, 则 巴 斯-奎 
伦猜想 成立. 另外， 非 正则或 非诺特 情形下 的巴斯 -奎伦 猜想受 到很多 学者的 重视. 
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例如， 巴斯 -奎伦 猜想在 Priifer 环上 也成立 （这 里的 Priifer 环 是指每 个有限 生成理 
想都是 投射模 的整环 ). 
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非半单 Brauer 代 数的表 Tp: 理论 

The  Representation  Theory  for  Non-semisimple  Brauer  Algebras 

20 世纪初 , I.  Schur 在文献 [7] 中 研究了 一 般 线性群 GLn(C) 的多项 式表示 .通 
过建立 Schur- Weyl 对偶， Schur 把 GLra(C) 的 r 次齐 次多项 式表示 范畴和 对称群 
6r 的 表示范 畴联系 起来. 

1937 年， R.  Brauer 在文献 ⑴中， 利 用生成 元和关 系式， 定义了 一类有 限维结 
合代数 Br(S), 以替换 Schur 工作 中的对 称群. 这类结 合代数 被称为 Brauer 代数或 
Brauer 中心化 代数, 它们 在辛群 Sp2m{C) 和 正交群 On{C) 的 表示理 论中起 着关键 
作用. 

研 究复数 域上的 Brauer 代数 的结构 与表示 理论已 有很长 历史. 由于 Brauer 代 
数不 是对称 代数， 它的 结构与 表示理 论十分 复杂. 在文献 問中， H.  Weyl 研 究了参 
数是正 整数的 Brauer 代数. Weyl 证明了  Br(8) 是半单 代数， 如 果参数 5 彡 r. 此 
时， Br{S) 的 结构不 依赖于 参数& 当 1  <  <5  <  r  -  1 时， Br{S) 是一个 非半单 代数. 
此时， 研究 Br(6) 的半单 商是一 个十分 困难的 问题. 

在 20 世纪 80 年代, P.  Hanlon 和 D.  Wales 猜测： 参数不 是整数 的复数 域上的 
Brauer 代 数一定 是半单 代数. 这个 猜测被 H.  Wenzl 证明 [8L  2004 年， 芮和兵 给 
出 了一般 域上的 Brauer 代 数是半 单代数 的充要 条件, 从而 对完全 可约的 双 ■(习 -模 
范畴有 了一个 清晰地 认识. 

当 Br{5) 非半 单时， J.  Graham 和 G.  Lehrer 给出了 一 般 域上的 Br(S) 的不可 
约表 示分类 & 尚未解 决的关 键问题 是研究 的半 单商. 这个问 题等价 于给出 
Brauer 代数 的不可 约表示 的维数 公式. 相关的 问题有 模分歧 法则、 不可约 表示在 
胞 腔表示 中的重 数等. 当 域的特 征整除 H 时， 由于 Br(6) 的 表示理 论包含 对称群 
的表示 理论, 这使得 Br(S) 的结构 与表示 的性质 更难被 理解. 

近年来 ，在 Brauer 代数 的块理 论等方 面取得 了进展 [2,41, 这有助 于理解 Brauer 
代数的 结构与 表示. 另一 方面, Dipper,  Doty 和胡峻 [3] 在 正特征 域上的 Brauer 代 
数的 Schur- Weyl 对 偶方面 取得了 进展. 目前， 我们 离完全 理解非 半单的 Brauer 代 
数 的结构 与表示 还十分 遥远， 仍 然需要 做大量 而困难 的研究 工作. 
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非交 换曲面 的分类 

Artin’s  Program  on  The  Classification  of  N oncommut a t ive  Surfaces 

Artin 意义 下的非 交换射 影几何 的出发 点是基 于交换 代数几 何中的 Serre 定理: 
设 X 是射 影概形 ，则 X 上 的凝聚 模层全 体构成 的范畴 coh  X 等价于 商范畴 qgrS, 
这里 B  =  ®^0r(X,£™) 是 一个交 换分次 代数， £ 是 X 上的一 个丰富 线丛， qgrB 
是 有限生 成分次 模范 畴模去 挠子模 全体所 得的商 范畴. 在非 交换的 情形， 我们 
事 先没有 （恰 当的） 空间 X 的 概念， 当然也 就没有 coh  X. 然而， 给 定一个 非交换 
分 次代数 A 我 们仍有 商范畴 qgrA 另一 方面， 给 定一个 fc- 线性 Abel 范畴 C、 一 
个对象 O  &C 及 C 的一个 自等价 a, 存 在一个 相应的 ，如 Serre 定理 中的非 交换版 
本 的齐次 坐标环 在适 当的条 件下， 利 用这个 构造， 从范畴 qgrA 出发可 以找回 
4( 可能 在有限 个分次 部分有 差别) W. 这 样我们 就有一 个代数 现象和 几何现 象之间 
双向 解释的 手段. qgrA 被称 为非交 换射影 概形， 常记为 proj  A 而 A 也称为 proj 
A 的 坐标环 W. 当 4 是正则 代数时 (Artin-Schelter 意义 下), proj  A 被理解 为量子 
(非 交换） 射影 空间. 

粗略 地说， 非 交换射 影曲线 或曲面 对应的 坐标环 是具有 二次或 H 次增 长的连 
通分次 代数. 可 以说非 交换射 影曲线 （或 具有 二次增 长的连 通分次 代数） 的 分类已 
经完成 [2L 非 交换曲 面的分 类是非 常自然 且重要 的问题 .在 20 世 纪八、 九十 年代, 
Artin,  Schelter,  Tate 和 Van  den  Bergh[3 〜 5] 完成了 对量子 （非 交换) P2 的 研究. 之后, 
Artin 率先开 始研究 一般的 非交换 曲面， 并计划 对非交 换曲面 proj  4 完 全分类 ，这 
里 4 是 满足一 些同调 假设的 Gelfand-Kirillov 维数为 3 的 连通分 次诺特 整环.  2001 
年 Stafford 与 Van  den  Bergh 发表了 一 篇 关于非 交换曲 线和曲 面的综 述文章 ％ 作 
了 系统的 总结. 其中 对非交 换曲面 的极小 模型作 了详细 描述， 也包括 Van  den  Bergh 
的 非交换 Blowing-up 与 Blowing-down!7!. 如同 在交换 曲面的 分类中 一样， 这些也 
将是非 交换曲 面分类 中非常 有用的 工具. Artin 猜想从 非交换 曲面产 生的超 越次数 
为 2 的 可除代 数必是 PI (满 足多 项式恒 等式） 的、 ruled (直 纹） 的以及 Sklyanin 的这 
S 者 之一， 即与已 经知道 的非交 换曲面 双有理 等价. 近年, Chan,  Ingalls 和 Kulkarni 
对 PI 的情况 做了很 多工作 ;  Artin 和 de  Jong 也有重 要工作 （手 稿). 对非 PI 
的 情况, Keeler,  Rogalski 和 Stafford!12"14! 研究 了一些 与交换 情形有 本质不 同的非 
交换 曲面. 非交换 曲面分 类工作 的深入 开展有 力地促 进了非 交换代 数和非 交换几 
何的 发展. 关于 非交换 曲面的 分类， 虽 然已有 很多的 研究， 但 距离完 全解决 还有很 


.  58  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


长的一 段路. 


参 考文献 

[1]  Artin  M  and  Zhang  J  J.  Noncommutative  projective  schemes.  Adv  Math,  1994,  109: 
228-287 

[2]  Artin  M  and  Stafford  J  T.  Noncommutative  graded  domains  with  quadratic  growth. 
Invent  Math,  1995,  122:  231-276 

[3]  Artin  M  and  Schelter  W  F.  Graded  algebras  of  global  dimension  3.  Adv  Math,  1987, 
66:  171-216 

[4]  Artin  M,  Tate  J  and  Van  den  Bergh  M.  Some  algebras  associated  to  automorphisms  of 
elliptic  curves.  The  Grothendieck  Festschrift,  Vol.  I,  33-85,  Progr  Math,  86,  Birkhauser 
Boston,  Boston,  MA,  1990 

[5]  Artin  M,  Tate  J  and  Van  den  Bergh  M.  Modules  over  regular  algebras  of  dimension  3. 
Invent  Math,  1991,  106:  335-388 

[6]  Stafford  J  T,  Van  den  Bergh  M.  Noncommutative  curves  and  noncommutative  surfaces. 
Bull  Amer  Math  Soc,  2001,  38:  171-216 

[7]  Van  den  Bergh  M.  Blowing  up  of  non-commutative  smooth  surfaces.  Mem  Amer  Math 
Soc,  2001,  154 

[8]  Chan  D.  Noncommutative  cyclic  covers  and  maximal  orders  on  surfaces.  Adv  Math, 
2005,  198:  654-683 

[9]  Chan  D,  Ingalls  C.  The  minimal  model  program  for  orders  over  surfaces.  Invent  Math, 
2005,  161:  427-452 

[10]  Chan  D,  Kulkarni  R  S.  del  Pezzo  orders  on  projective  surfaces.  Adv  Math,  2003,  173: 
144-177 

[11]  Chan  D,  Kulkarni  R  S.  Numerically  Calabi-Yau  orders  on  surfaces.  J  London  Math 
Soc,  2005,  72:  571-584 

[12]  Keeler  D  S,  Rogalski  D  and  Stafford  J  T.  Naive  noncommutative  blowing  up.  Duke 
Math  J,  2005,  126:  491-546 

[13]  Rogalski  D.  Generic  noncommutative  surfaces.  Adv  Math,  2004,  184:  289-341 

[14]  Rogalski  D,  Stafford  J  T.  Naive  noncommutative  blowups  at  zero-dimensional  schemes. 
J  Algebra,  2007,  318:  794-833 


撰稿人 ： 1 吴泉水 2 张坚 
1 复 旦大学 
2 华盛 顿大学 


关于 码交换 等价于 前缀码 的猜测 


.  59  . 


关于 码交换 等价于 前缀码 的猜测 

On  The  Conjecture  for  Every  Code  to  Be  Commutatively 
Equivalent  to  A  Prefix  Code 


编码与 信息理 论的研 究可以 追溯到 C.E.Sharmon 在 1948 年 的创新 性工作 ，后 
来这 一研究 被开发 到两个 独立的 方向， 其 一就是 M.P.Schutzenberger 于 1955 年开 
创的 “ 变长度 （代 数） 码 理论” 的研究 （见 文献 [1D, 它涉及 “ 半群理 论”、 “ (半 群） 字 
的 组合” 以及 “ 理论计 算机科 学”. 我们 要介绍 的关于 变长度 码的这 一猜测 （即 下面 
的猜测 1,  1977 年 提出） (见 文献 [2]), 在正则 的情形 ，是 J.Brzozowski 于 1979 年所 
提出的 关于正 则语言 的六大 著名的 公开问 题之一 （见 文献 问). 

令 X 是一有 限集, X* 是由 X 生成的 自由幺 半群. 称 X* 的元素 （子 集） 为 X 
上的 （半 群） 字 （语言 )； 称自由 幺半群 X* 的幺元 1 为 X 上的 空字； 称 X 上 一< 非 
空语言 C 为 X 上一 （代 数） 码， 如果 

yx1,X2,---xm,yi,y2,---yn  G  C, 
xix2  ■■■xm  =  yiy2  ■■■yn-^m  =  n,  Xi  =  yt,  *  =  1,2,  ••-  ,m; 

称 X 上 一含于 X+  =  X*\{1} 的非 空语言 P 为 X 上一前 缀码， 如果 

Vx,  y  G  P,Vz  €  X*,  y  =  xz  ^  z  =  1. 

显然， 前缀 码是一 类特殊 的码. 关于 X 上任 ^ 字 z 和 X 的任 一元素 a, 用 z/a 表 
示 a 在 re 中出现 的次数 .称 X 上两 个字; r, 2/ 是 交换等 价的， 记为 x^y, 如果 

Va  €  X,  x/a  =  y/a\ 

称 X 上两 个语言 A,B 是 交换等 价的， 记为 A^B, 如果存 在双射 a:A-^B 使得 

Vx  €  A,  x  «  a(x). 

猜测 1  (交 换等价 猜测产 1 码 交换等 价于前 缀码. 

事实 1W  上述 猜测是 错的. 

该事实 所用的 反例不 但是正 则的， 而 且是有 限的， 因此, 在参考 文献问 中提到 
的该猜 测于正 则的情 形也被 推翻. 
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许多 学者， 在事实 1 获得 之前， 或 者在获 知事实 1 之前， 得到了 一系列 阶段性 
成果， 其中， 除了关 于猜测 1 在 若干特 殊情形 的正面 回答， 还有 我们关 于猜测 1 的 
两个 等价的 陈述. 

事实 下 列诸款 等价： 

(i)  码 交换等 价于前 缀码； 

(ii)  单码 交换等 价于前 缀码； 

(iii)  n 元集合 X 上 的单码 C 的特 征序列 K^C),  ■■-  ,  Kn(C) 满足 下列不 等式： 

n 

i=l 

其中, 表示 cnxf 含 元素的 个数. 所谓 单码， 是 指满足 下列条 件的码 C: 

Vx  €  C,  Va  G  X,  x/a  <  1. 

有限 极大意 义上的 各种码 是最具 应用价 值的, 基 于事实 1, 文献问 又陈 述了下 
述新 猜测， 它 至今依 然未获 解决. 

猜测 2  (有限 极大意 义上的 交换等 价猜测 有 限极大 码交换 等价于 有限极 
大前 缀码. 

鉴 于事实 2, 我们有 

问题 关 于猜测 2, 能否建 立类似 于事实 2 的等价 陈述？ 
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关于 半群上 一类重 要同余 的一个 系列推 广模式 

A  Model  of  Systematic  Generalizations  for  An  Important 
Kind  of  Congruences  on  Semigroups 


由理想 确定的 Rees 同余 和由子 集确定 的主同 余是半 群上的 两类重 要同余 .我 
们 这里涉 及的是 后者的 一个系 列推广 模式. 我们从 H.Prodinger 于 1980 年 就“有 
限生成 自由么 半群” 提 出的关 于半群 上主右 同余的 一个推 广思路 开始. 

♦  S 是一 半群， r  G  & 则 S 上 下述二 元关系 P(T)(R(T)) 是 S 上 一同余 （右 
同 余)， 称为 S 上由 T 确定的 主同余 （主 右同 余)： 关 于任意 x,yeS, 

xP(T)y  ^  FT(x,y)  =  S1  x  S1  (xK(T)y  ^  GT(x,y)  =  S1)， 

其中， 

Ft(x,  y)  =  {(u,v)  e  S1  x  S1\uxv  G  T  ㈠  uyv  G  T} 

(Gt(x,  y)  =  {m  G  S'1|xu  GT  ^  yu  G  T}). 

称 T 是正 则的， 如果 在 S 上 指 数有限 .称 S1 的 子集族 L 为 S1 上一 左除性 
滤子 （左除 性半滤 子)， 如果它 们满足 下面的 左四条 （右三 条)： 

(i) ,  €  L,  (i，)， S1  €  L， 

(ii) ,  （ii’)， A,B  A*B  gL, 

(iii) ,  AgL,AC  B  B  gL,  (iii’)， AgL,  z  G  S1  BZA  G  L. 

(iv) ,  A  £  L,  z  G  S1  DZA  G  L. 

其中， DZA  =  {x  &  Sl\zx  &  A},  4  B 是义与 B 的对称 差的补 ，即 

A  *  B  = [(义  n  _BC)  U  (Ac  n  B)f. 

显然， 左 除性滤 子是左 除性半 滤子. 

定义 lW  ♦  S 是一 半群， T  G  &  L 是妒 上一左 除性半 滤子. 定义 R(T,L) 

是 51 上下 述二兀 关系： 关 于任意 x,y  G  S, 

xR(T,  L)y  GT{x,y)  €  L. 


我们 有下面 的几个 显然的 事实: 
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(1)  R(r，L) 是 s 上一右 同余； 

(2)  {51} 是一 左除性 滤子， R(T)  =  R^jS1}). 因此， 关 于任意 左除性 半滤子 
L，R(T，L) 是  R(T) 的 加粗； 

(3)  C5i  =  {AC  S1^ 有限 }是 S1. 上一个 滤子， 称为 “余 有限” 滤子. 一般情 

况下， CV  ={Ag  有限 } 不一 定是一 左除性 滤子. 例如 ，当 *5 是一 含零元 0 

的无限 半群时 ,  4  =  #\{0} 是 “余有 限”的 ，但 D0A  ={xG  ^lo^e  A} 是空集 ，当 
然不 “余有 限”. 

记号 1  ♦  S 是 一半群 .记# 上 的左除 性滤子 （半 滤子） 的 全体为 LDFS1 

(LDSFgi), 关 于任意  L  e  LDSFsl ，记  RL  =  {T  C  ^IR^L) 的指 数有限 }. 

问题 lW  令 X 是一有 限集， X* 是 X 生 成的自 由 幺半群 （称 X* 的 子集为 
X 上的 语言) ，则 Cx*  e  LDFX*. 问 R{x,}  =  RCxJ  (等 号左 边是正 则语言 类). 

下面 的事实 1 从正 面回答 了问题 1, 它的证 明使用 的是由 自由群 （见 文献 冏) 
里 移植过 来 的所谓 Schreier 方法. 

事实  iW  R.{x*}  =  R<cx» . 

事实 1 实际 上是用 “余 有限” 左除性 半滤子 Cx* 给出了 正则语 言类的 一个新 
刻画. 于是下 面的问 题是自 然的. 

问题 2  寻找 另外的 L  e  LDFX. (LDSFp), 使得 R{x,}  =  RL. 

更一 般的， 我们有 

问题 3  令 UM  €  LDFX.(LDSFX.)- 给出 Rli  =  Rl2 的一 个充分 必要条 
件. 

问题 4 在一 般半群 *5 中开 展问题 1,  2,  3 的 研究. 

现在， 我们把 注意力 由主右 同余转 移到主 同余. 考虑 妒 x 妒 上的除 性滤子 （半 
滤 子)， 它是满 足条件 i,  ii,  iii,  iv：L， iv2  [i',  ii'， ivi,  iv2] 的 S11  x  S1 的子 集族, 其中 

(ivi)  A  G  L,  z  G  S1  T)ZA  e  L,  (iv2)  AgL,  z  G  S1  -*zBA  g  L, 

其中， ZT)A  =  {(x,  v)  G  S1  x  S1\(xz,  v)  €  A},  DZA  =  {(u,  x)  G  S1  x  S'1|(u,  zx)  G  A}. 

记号 2  用 DF[DSF] 表示 #  x 炉 上 所有除 性滤子 （除 性半 滤子） 的集合 .关 
于任意 L  e  DF(DSF), 记 Rh  =  {T  C  S1  \  P(T,L) 的指 数有限 }, 其中， 关 于任意 
x,y  G  S1, 


xP{T,L)y  ^  FT(x,y)  e  L. 

问题 5  就 如上定 义的除 性滤子 （半 滤子） 在自 由 半群和 一般半 群中分 别开展 
问题 1,  2,  3 的 研究. 
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关于 有限码 具有有 限完备 化的判 定问题 

The  Decision  Problem  for  A  Finite  Code  Having 
A  Finite  Completion 


在 M.P.Schutzenberger 于 1955 开创的 “变 长度码 理论” 中 W， 除了  “码 交换等 
价于前 缀码” 的猜 测及其 局限于 “有限 极大” 情形的 猜测外 （见 文献問 、问， 也可 
参看我 们平行 于这里 的一个 有关的 专门介 绍)， 另一个 主要的 公开问 题就是 “有限 
码具有 有限完 备化的 判定问 题”. 这一问 题的背 景是, 许 多有关 “编码 过程优 化”的 
问题 都涉及 码的一 些极端 性质, 诸如 “极大 性”， “ 完备性 ”等; 另外, 这 一问题 与“有 
限极 大码交 换等价 于有限 极大前 缀码” 的猜测 P] 也有 密切的 联系. 

令 X 是一有 限集， X* 是由 X 生成 的自由 幺半群 .称 X* 的元素 （子 集） 为 
X 上的 (半 群) 字 (语 言)； 称自由 幺半群 X* 的幺元 1 为 X 上的 空字; 称 X  i 非 
空语言 C 为 X 上一 (代 数） 码， 如果 

\/xi,x2,--  -  ,xm,y1,y2,  -  -  -  ,yn  €  C, 
xix2  ■■■xm  =  yiy2  ■■■yn-^m  =  n,  Xi  = 

称 X 上 一含于 X+  =  X*\{1} 的非 空语言 P 为 X 上一前 缀码， 如果 

Vx,  y  G  P,  Vz  €  X* ,  y  =  xz  z  =  1. 

后 缀码是 前缀码 的对偶 概念， 显然 ，前、 后 缀码都 是特殊 的码. 关于 X 上任 一字: r 
和 X 的任 一元素 a, 用 a:/a 表示 a 在; c 中出现 的次数 .称 X 上 两个字 a;,  y 是交换 
等 价的， 记为 x  «  y, 如果 

Va  €  X,  x/a  =  y/a. 

称 X 上两 个语言 A,B 是 交换等 价的， 记为 Ak  B, 如果存 在双射 a  :  A-^  B 使得 

Vx  €  A,  x  «  a{x). 


称 X 上一码 C 是完 备的， 如果 

Vw  G  X*,  n  C*  _ 

称 X 上一 有限码 C 具有 有限完 备化， 如 果它能 被嵌入 一有限 完备码 .称 X* 上一 
语言 i 是正 则的， 如果 I'll 下 述等价 关系〜 l 的指数 有限： 关 于任意 x,yGX*, 

x  〜 l  y  Vu,  v  G  X* ,  uxv  G  L  ㈠  uyv  G  L. 
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显然， 有限 码是正 则码. 

下面 的事实 指出， 在 一定条 件下， 码的 极大性 和完备 性是一 致的. 

事实 W  正则码 （特 别地, 有 限码） 是完 备的当 且仅当 它是极 大的. 

例 [3,4] 

(1)  任何有 限前缀 （后 缀） 码都 具有有 限前缀 （后 缀） 完 备化； 

(2)  {a,  b} 上的 有限码 {aa,  ba} 具有 有限完 备化； 

(3)  {a,  b} 上的 有限码 {aaaaa,  aab,  ba,  b} 不具有 有限完 备化. 

推翻 “码 交换等 价于前 缀码” 猜测的 那个非 极大有 限码的 反例是 {a, 6} 上的有 
限码 [3>5] 


C  =  b{l,  a,  a7,  a13,  a14}  U  {a3,  a8}6{l,  a2,  a4,  a6}  U  an6{l,  a,  a2}. 

问题 1[3] 上面的 有限码 C 具 有有限 完备化 （据 事实 1, 即 有限极 大化） 吗？ 
这一 问题与 “ 有限极 大码交 换等价 于有限 极大前 缀码” 的猜 测的联 系在于 ，如 
果问题 1 的回 答是正 面的， 那么 “ 有限极 大码交 换等价 于有限 极大前 缀码” 的猜测 
就是 错的. 

问题 2[3] 有限 码具有 有限完 备化是 可判定 的吗？ 
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关 于正则 半群的 两个嵌 入问题 


Two  Embedding  Problems  for  Regular  Semigroups 


正 则半群 是半群 代数理 论的主 流研究 领域， 从若干 “ (某 种意 义上） 更靠 近群” 
的正 则半群 （诸 如逆 半群， 完全 正则半 群等） 的 研究入 手开发 正则半 群的研 究是当 
然的 趋势. 下面的 两个问 题是遵 循这一 趋势于 2002 年 被提出 来的. 

令 51 是一 半群， a  e  <5 .称  <5 是一么 半群， 如果 51 含恒 等元； 称 a 是 的一个 
正 则元， 如果 的子集 V(a) 非空， 其中， V{a)  =  {x  &  S\axa  =  a,  xax  =  x},V{a) 
中的元 素称为 a 的 逆元; 称 5 是 一正则 （逆） 半群, 如果关 于任意 a  G  5,y(a) 非空 
是 一 单兀集 ).  51 的所有 幕等兀 形成的 子集用 E{S) 表 7K. 称 是 一 带 ，如 
果 E ⑻是 S 的 一个子 半群; 称 S 是 一纯正 半群, 如果 E(S) 是 一带; 称带 _£(的 是 
一半格 （交换 带)、 正 则带、 正 规带、 半正 规带， 如果 它们分 别满足 

ye,feE(S),  ef  =  /e; 

Ve,  f,ge  E(Sjf  efege  =  efge; 

Ve,  f,ge  E(S),  efge  =  egfe' 

\/e&E{S),  是正 则带. 

众所 周知， 逆半 群恰是 E(S) 为 半格的 半群， 因 此逆半 群是纯 正的； 称 S 的 非零幂 
等兀 / 是本 原的， 如果 关于任 意非零 幕等兀 e,  e/  =  /e  =  e  — »  e  =  /. 

一正则 半群称 为完全 单的， 如果它 不含真 理想， 而 且含一 本原幂 等元； 称半群 
S 是局部 逆的， 如果关 于任意 幂等元 e,  e^e 是逆子 半群; 称正 则半群 S 是弱 五- 酉 
的， 如果 


Ve  G  E[S\  Va  G  5,  e  ^  a  ^  a  G  E(S). 

其中 是正 则半群 S 上 的自然 偏序， 定义 如下： 关 于任意 a,6G5, 
a  彡 6 ㈠彐 e,  /  G  E[S),  a  =  eb  =  bf. 

称一正 则半群 是局部 r- 纯 正的， 如果关 于任意 e  G  E(S),  eSe 是以 E(eSe) 为正 
则带 的纯正 （么） 半群. 称半群 S 到半群 T 的同态 0 是幂 等元分 离的， 如果 


yejGE(S),  <Ke)mcKf)  —  e  =  f. 
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事实 fi，2] 每一弱 £；- 酉 局部逆 半群可 嵌入一  “ 正规带 经由完 全单半 群”的 
半 直积. 

问题 1[2] 是否 每一弱 酉局部 r- 纯正 半群可 嵌入一  “半正 规带经 由完全 
单 半群” 的半 直积？ 

事实 2P 〜 每一逆 半群可 嵌入一  “ 半格经 由群” 的半直 积的幂 等元分 离同态 
像. 

问题 2[21 推 广事实 2 到 正则半 群的一 个尽量 大的子 类中. 
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广义 倾斜模 中的两 个猜想 

Two  Conjectures  in  Generalized  Tilting  Modules 

倾斜 理论可 追溯到  Bernstein-Gelfand-Ponomarev, 经过  Auslander-Platzeck- 
Reiten,  Brenner-Butler,  Happel-Ringel 等数 学家的 工作， 它 在代数 表示、 群 表示、 
导出 范畴、 代 数群、 量子群 、丛 （duster) 代数等 领域得 到广泛 应用. 特 别地， Happel 
证明 Artin 代数与 其倾斜 模的自 同态代 数导出 等价； Rickard 引入倾 斜复形 并给出 
导出 范畴的 Morita 理论. 相 关经典 结果、 最新 进展和 文献, 可 参看文 献问. 

设 A 为 域上的 有限维 代数. 有限维 模 r 称为广 义 倾斜模 (generalized  tilting 
module)!9], 如果 （i)  proj.dim^T  =  r, r  <  oo;  (ii)  Ext^(T, T)  =  0,  Vi  >  0;  (iii) 存在 
正合列 0  — >  To  — >  T\  ― >  — >  Tm  ― >  0, 使得  T}  G  add(T), 其中  add(T') 表不 
T 的有限 直和的 所有直 和项. 现在 通常将 广义倾 斜模简 称为倾 斜模. 若模 M 仅满 
足条 件⑴和 （ii), 则称 为部分 倾斜模 (partial  tilting  module). 若 在上述 定义中 
r  =  m=l, 则称 r 为 经典倾 斜模、 M 为经典 部分倾 斜模. 倾 斜理论 是从经 典情形 
发展 出来的 W. 

用 5{M) 表示 有限维 模 M 的互 不同构 的不可 分解直 和项的 个数. 记 n  = 
(5(A),  n 也是 互不同 构的有 限维单 A- 模的 个数. 熟知， 对 倾斜模 T 总有 6(T)  =  n; 
而 对部分 倾斜模 M 总有 S(M)  <  n. 称满 足等式 S(M)  =n-l 的部分 倾斜模 M 
为几 乎完备 倾斜模 (almost  complete  tilting  module). 对 于部分 倾斜模 M, 若存在 
满足 add(X)  n  add(M)  =  0 的 模 X, 使得 M®X 为倾 斜模， 则称 X 为 M 的 
倾 斜补. 以下 是倾斜 模理论 中的两 个主要 猜想. 

倾斜 模猜想 1 如 果部分 倾斜模 M 满足 5(M)  =  n, 则 M 是倾 斜模. 

倾斜 模猜想 2  几乎 完备倾 斜模在 同构的 意义下 最多只 有有限 多个不 可分解 
倾 斜补. 

如 果部分 倾斜模 均有倾 斜补， 则猜想 1 自然 成立. 经典 部分倾 斜模都 有倾斜 
补 ％ 对 于有限 表示型 代数， 部分 倾斜模 必定有 倾斜补 然而， 对 任意有 限维代 
数， 部分倾 斜模未 必总有 倾斜补 [1Q1. 当然这 并不意 味猜想 1 不 成立, 但说明 试图通 
过寻 找倾斜 补来证 明猜想 1 并 非总行 得通. 文献 W 指出： 若部分 倾斜模 M 的垂 
直范畴 Mi 是反变 有限的 ，则 Af 有倾 斜补； 文献问 指出这 一结果 的逆命 题不成 
立; 不过若 M 是几 乎完备 倾斜模 ，则 M 的 倾斜补 存在当 且仅当 Mi 反变 有限. 

另一 方面， 文献问 证 明了： 经 典的几 乎完备 倾斜模 M 的倾斜 补的个 数在同 
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构 意义下 最多为 2; 而 M 的 倾斜补 唯一当 且仅当 M 不为忠 实模. 这 一结果 也促成 
了猜想 2 的 提出. 文献 [3] 证 明了： 当全 子范畴 C  =  {X  G  modA  I  Ext\(X,M) = 
0  Vi  >  0,proj.dimAX  <  oo} 反变有 限时， 猜想 2 成立； 同 时也证 明了： 若有 限维数 
猜想 (Finitistic  dimension  conjecture) 成立， 则猜想 2 成立. 而文献 [7] 指出， 若猜 
想 2 成立 则广义  Nakayama  猜想 (Generalized  Nakayama  Conjecture) 成立： 即每个 
不可分 解内射 模必 为代数 4 的 极小内 射分解 中某一 项的直 和项. 

综上 所述, 这两个 猜想非 常有趣 且具挑 战性， 同时 也与表 示论和 同调代 数中其 
他问 题密切 相关. 目前 处理它 们的主 要工具 是反变 有限子 范畴， 如何 发展新 的工具 
来解 决它们 以 及深入 探讨它 们与其 他同调 猜想的 之间的 联系, 是代数 学家关 注的一 
个 课题. 
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考克 斯特群 的胞腔 

Cells  in  Coxeter  Groups 


1979 年, Kazhdan 和 Lusztig 在 考克斯 特群呢 的元素 集合上 定义了 3 种等价 
类： 左 胞腔、 右胞 腔和双 边胞腔 当 W 是 Weyl 群时， 由群 W 的 胞腔所 提供的 
表示 （简 称胞腔 表示） 对 于刻画 半单李 代数的 Verma 模关于 不可约 模的分 解模式 
非 常有用 （即 已被证 实了的 Kazhdan-Lusztig 猜 想)； 而当 W 是仿射 Weyl 群时 ，群 
W 的胞 腔表示 对于刻 画简约 代数群 在素特 征域上 Weyl 模关 于不可 约模的 分解模 
式也 猜测是 有用的 （即 尚未被 证实的 著名的 Lusztig 猜 想). 于是， 对 于每个 考克斯 
特群 明显 地刻画 其左、 右 和双边 胞腔, 揭示 这些胞 腔及胞 腔表示 的结构 性质就 
成 为重要 的研究 课题. 

当  W  是 经典型 （即 4、 B、 D  型） Weyl  群时， Barbasch,  Vogan,  Garfinkle  等 
人[2,3] 用组 合工具 刻画了  W 的 胞腔. Joseph 将 Weyl 群 W 的 元素对 应于相 应半单 
复李代 数的普 遍包络 代数的 某不可 约最高 权模的 零化子 理想. Barbasch 和 VoganPl 
引入了  W 的特 殊表示 概念. 这些概 念被用 来等价 地定义 和刻画 W 的左胞 腔和双 
边 胞腔. 可构表 示是一 种可由 低秩子 群的表 示通过 诱导算 子递归 得到的 表示, 有良 
好 的结构 性质. Lusztig 证 明了：  Weyl 群的每 个左胞 腔都提 供可构 表示. 

最具 挑战性 的是刻 画仿射 Weyl 群 ^  (一族 无限阶 考克斯 特群） 的 胞腔. 时俭 
益用组 合方法 建立了 仿射 Weyl 群 的左 胞腔集 合与秩 n 的 tabloid 集合 
之间 的双射 [9]; 他又和 Lusztig  一起建 立了从 Wa(ln_!) 的双边 胞腔集 合到数 n 的 
划分集 合之间 的双射 [5,91  一个自 然的问 题是： 其他 经典型 （即 5、 5、 5 型） 仿射 
Weyl 群 的胞腔 是否也 有组合 刻画？ 这是迄 今未解 决的大 难题. 

Lusztig 证 明了： 不可 约仿射 Weyl 群 ％ 的双边 胞腔集 合与相 应简约 代数群 
G 的幂么 共轭类 集合之 间存在 双射一 7L 我 们对于 代数群 G 的幂么 共轭类 已知道 
得 很多， 这告诉 我们关 于 的 双边胞 腔的许 多信息 （如 里双边 胞腔的 个数、 a- 
函 数值、 偏序 关系、 有限 与否， 等 等). 所 以胞腔 理论里 接着要 重点研 究的是 左胞腔 
(注 ：左、 右胞腔 的信息 互相等 价). 

Lusztig 证 明了： 每 个仿射 Weyl 群灰 a 含 有限个 左胞腔 呷 他猜测 了关于 
里落在 给定双 边胞腔 D 内 的左胞 腔个数 n(fi) 的一个 公式， 该 公式用 与幂么 共轭类 
綱 相关 的交上 同调空 间维数 的交错 和表示 [1]. 这个 公式至 今仍是 猜测， 即使被 
证 实了， 在 一般情 形下也 仅有理 论上的 意义， 很难用 作具体 计算. 但 是在某 些特殊 
情 形下， n(n) 可 用相应 Weyl 群 及其抛 物子群 的阶数 的商来 表示， 极易 计算. 
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Lusztig 证 明了： 仿射 Weyl 群 灰。 的每个 左胞腔 r 含 有唯 一 的独异 对合元 （记 
作 独 异对合 元在群 及 其黑克 代数的 表示理 论里扮 演重要 角色， 具体 
地 找出这 些元素 十分有 意义, 但常 涉及很 复杂的 计算. 时 俭益曾 提出用 左胞腔 r 里 
的 最短元 以简单 而统一 的方式 来表示 d(r) 的猜想 [1Qi, 该 猜想在 很多情 形下被 证实, 
但一般 性的证 明尚未 找到. 

群 Wa 的 元素集 合等同 于某欧 氏空间 里的室 (alcove) 集合 .群 Wa 的子集 if 
称为左 连通, 如果 K 里任 何二个 室都被 K 里一 个室序 列所连 接使得 序列中 任何相 
邻二室 均有公 共墙. Lusztig 曾 猜想： 仿射 Weyl 群的左 胞腔都 左连通 W 左 连通性 
是 左胞腔 的重要 性质. 这 个猜想 在多种 情形下 （如 WaiAn^)) 被证实 ％ 但 在一般 
情 形这仍 然仅是 猜想. 

对于不 是有限 型和仿 射型的 考克斯 特群的 胞腔， 由于 某种正 性条件 的缺失 ，已 
知结果 甚少. Bedard 曾 研究过 一个秩 3 双曲型 考克斯 特群， 发现它 含无限 多左胞 
腔. 另外， Lusztig、 席 南华、 Bremke 等人 还研究 过双参 数情形 下的广 义胞腔 问. 由 
于 情形更 复杂, 特 别是某 种正性 条件的 缺失， 目 前仅有 一些探 索性的 结果. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


满足正 规子群 极小条 件的可 解群的 
Fitting 子群是 否是幂 零的？ 

Is  The  Fitting  Subgroup  of  A  Soluble  Group  with  Minimal 
Condition  on  Normal  Subgroups  Nilpotent? 


群的 两个正 规幂零 子群的 乘积一 定是幂 零的， 这是 Fitting 证明 的一个 经典结 
果， 由 此导出 Fitting 子群的 定义： 把群 G 的所 有正规 幂零子 群的乘 积称为 G 的 
Fitting 子群， 记为 FitG.  FitG 是 局部幂 零的， 但 它不一 定是幂 零的. 例如对 任意固 
定 的素数 对 每个自 然数, Trl(nA#，p) 是 p 元域 上主对 角线元 素全是 1 的 n 阶 
全 体上三 角矩阵 作成的 乘群， 它是 一个幂 零类为 n-1 的 有限; p- 群. 把所 有这些 
Trl{n,p) 的直 积记为 G, 此时 G 的 Fitting 子群 FitG 等于 G,  G 当然 不是幂 零的. 

在有 限群的 场合, Fitting 子群肯 定是幂 零的， 这是一 个非常 重要的 子群， 它在 
有 限群里 扮演着 重要的 角色, 具有基 本的重 要性, 见文献 [1卜 問. 对 有限群 G,  FitG 
就是 G 的所 有主因 子的中 心化子 之交， 于是 FitG 在 G 的每 个主因 子上的 诱导作 
用 都是平 凡的. 循此 Bender 对有限 群引入 了广义 Fitting 子群： 有限群 G 的在每 
个主 因子上 诱导出 的自同 构都是 内自同 构的元 的集合 形成一 个群， 称为 G 的广义 
Fitting 子群. 这 个子群 在有限 单群分 类里起 了非常 重要的 作用， 见文 献问. 把有限 
群 研究的 有效思 路继承 下来， 加以 发展， 拓 广到满 足某些 有限性 条件的 可解群 ，这 
是无限 群研究 的基本 思路. 

长期 以来， 人 们一直 猜想满 足子群 极小条 件的群 一定是 Cemikov 群， 所谓 
Cernikov 群就是 满足子 群极小 条件的 Abel 群 被有限 扩张， 它是最 接近有 限群的 
无限 群类.  Ol’sanskii 在 文献⑷ 里 天才地 构造出 Tarski 魔怪： 每个 真子群 都是素 
数阶群 的无限 单群. 这个 群例深 刻地揭 示出无 限群论 的丰富 性和复 杂性， 是 群论发 
展的 一个里 程碑. 在 无限群 论里， 迄今 成果最 丰富、 研 究最深 入的是 对满足 有限性 
条件的 无限可 解群的 研究， 见文 献问. 

满足 子群极 小条件 的可解 群就是 可解的 Cemikov 群， 这 是一类 最简单 的非交 
换的 无限可 解群， 具 有相对 简单的 结构， 它的 Fitting 子 群是幂 零的. 如果 条件稍 
微减 弱些, 考虑 满足正 规子群 极小条 件的可 解群， 情况 就困难 得多. 群 论大家 Baer 
在 文献问 里 证明了 满足正 规子群 极小条 件的可 解群是 局部有 限的， 这是一 个重要 
的 定理. 由 此可以 证明满 足正规 子群极 小条件 的亚幂 零群的 Fitting 子群 是幂零 


满足正 规子群 极小条 件的可 解群的 Fitting 子群是 否是幂 零的？ 
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的. 虽然对 满足正 规子群 极小条 件的可 解群做 了不少 研究， 发展 了不少 技巧， 但是 
对 这类貌 似简单 的群仍 然知之 甚少， 甚至不 知道这 类群的 Fitting 子 群是否 是幂零 
的. 对 满足正 规子群 极小条 件的可 解群， 这是 一个有 待解决 的基本 问题. 


1  2  3  4  5  6 


•  74  • 


10000 个科 学难题 数学卷 


模代数 smash 积的 半素性 


Primeness  of  Smash  Product  of  Module  Algebras 


Hopf 代数是 20 世纪 40 年代由 Hopf 在研 究拓扑 群时引 入的. Hopf 代 数除了 
具有通 常的代 数结构 之外， 还有 与其代 数结构 相容的 代数对 偶结构 （称 为余代 数). 
典型的 Hopf 代 数的例 子是域 上的群 代数、 有限 群代数 的对偶 代数和 李代数 的包络 
代数. Hopf 代数 在代数 上的作 用是群 作用的 扩展， 在 上述典 型例子 上分别 体现为 
通 常的群 作用、 群 分次结 构和代 数的微 分算子 作用. 具 有一个 Hopf 代数作 用的代 
数 称为模 代数. 模 代数与 作用于 其上的 Hopf 代 数的张 量积上 有一个 自然的 代数结 
构， 称为 smash 积. Smash 积可 视作斜 群环的 推广. 

1978 年， Fisher 和 Montgomery!1! 证明： 当 有限群 G 的阶 |G| 在其作 用的半 
素环 i? 中可 逆时， 斜群环 i?G 必 半素. 所谓 半素, 就是该 环没有 非平凡 的幂零 理想. 
基于这 一 结论， Montgomery!2] 于 1992 年提 出如下 问题： 

模代数 smash 积的半 素性问 题设丑 是域 上有限 维半单 Hopf 代数 ,  4 是一 
个半 素丑- 模代数 .问 smash 积 A#H 是 否仍旧 半素？ 

这一问 题至今 仍未得 到全部 解决. 现有结 论的答 案全部 都是肯 定的. 取 得结论 
的 途径有 三种： ①对丑 加条件 ，如 Montgomery 和 Schneider  131 证明： 若 H 还是 
半 可解的 (semisolvable), 结论 成立； ②对义 和孖 加 条件， LompW 证明： 当 A 交 
换且丑 为余半 单时， 结论 成立； ③对 fl* 在 A 上 的作用 加条件 ，如 Chin[5] 证 明：若 
H 的作用 为内作 用时， 结论 成立. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


球 极函数 的提升 Pieri 型公式 


Pieri-type  Raising  Operator  Formula  for  Zonal 
Symmetric  Functions 


20 世纪 50 年 代初， 华罗庚 在研究 多复变 量函数 论时， 首 次引入 了一类 特殊的 
球 极函数 (zonal  spherical  function). 令 F 为辄米 矩阵上 的多项 式函数 f(A) 组成 
的 空间， 一般 线性群 GLn 通 过共轭 转置变 换作用 F 上： f(A) 上 f(g*Ag), 该映射 
满足 关系：  4>{gig2)  =  4>{gi)  °  0(52), 即 给出了  GLn 的一个 表示. 如果 局限到 某固定 
幂次 的所有 齐次多 项式函 数的子 空间， 就得 到了一 般线性 群的一 个有限 维表示 .李 
群 表示理 论告诉 我们： 所有的 有限维 GLn 表示, 一定是 不可约 表示的 直和. 由此得 
MlJ,  V  =  V(2/z), 其中 V{2fj) 是 由分拆 （pi  + … . + 内 = to) 所确 定的不 可约表 

示. 华罗 ^ 证明 了每个 子空间 V(2M) 上酉群 队 只 有一维 不变子 空间， 其生 成元是 
A  的特 征值的 一 个 对称多 项式， 叫做 (zonal  spherical  polynomial)  -  -  ,tn). 

后来, A.  T.  James 用对 称群的 „ 和超八 面体群 {±1}"  -  Sn 的球极 函数， 给出 
了  的代数 定义. Jack 进 一步推 广球极 函数为 Jack 多项式 J 入 (奴 ，… ,tn;a) = 

+ ■■- (参 见文献 [1]), 并被 证明是 满足下 面关系 正交多 项式： 

J\  =  >  :  CXpJ (1) 

/Z7T  入 

这里的 内积由 (Pm,Pn)  =  ma(5mn 确定. 对于 a=l 的特殊 情况下 ，式⑴ 的展开 
系数由 Vandermonde 行列式 JJ  (xi-Xj) 确定 （参 见文献 [2]). 目前尚 不知道 一般情 

i<3 

况下 这些系 数如何 表示. 如果 把对称 函数空 间的内 积换为 (Pm,Pn)  =  m\^-smn 
相应 的正交 对称多 项式， 称作 Macdonald 多项式 P\(q,  t).  Macdonald 多项 式是群 

上调和 分析、 李 理论、 代数组 合等领 域的重 要研究 对象. 由于 是通过 内积迂 回定义 
的， Macdonald 多项 式的显 性表达 式一直 是重要 的研究 对象， 文献问 最近 给出一 
类组合 公式. 但是 线性变 换公式 （1) 的展开 系数的 研究仍 然一筹 莫展. 对于 两个部 
分的 分拆, Px(q,t) 的展 开系数 的生成 函数是 4$3 型超几 何级数 （参 见文献 ⑷). 猜 
测 多个部 分的分 拆所对 应的系 数也将 是超几 何级数 的乘积 ，此 类型公 式被称 为提升 
算子 公式. 当 g  =  0 时， 提升算 子公式 由一类 顶点算 子的乘 积给出 （参 见文献 问). 
因此本 问题也 被称为 Macdonald 多项式 Px{q,t) 的顶 点算子 实现. 


球 极函数 的提升 Pieri 型公式 
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稳定等 价猜想 


Stable  Equivalence  Conjecture 


阿 廷代数 的表示 理论旨 在对这 种代数 的模范 畴进行 研究. 其理 论支柱 之一是 
Auslander-Reiten 发 现的几 乎可裂 序列， 这种序 列可以 将范畴 中模的 同构类 和不可 
约 映射画 成一种 图形， 称之为 AR- 箭图. 几乎 可裂序 列的构 造依赖 于模范 畴的某 
些 商范畴 之间的 函子, 最常 见的商 范畴是 用原来 的模范 畴模去 由投射 模构成 的满子 
范畴得 到的. 如果将 我们的 阿廷代 数记作 A,  modA 是它 的有限 生成模 范畴， 则上 
述商范 畴记做 modA. 

对阿 廷代数 A 和 A', 如果 modA 与 modA/ 等价, 则称 A 和 A' 稳定 等价. 人们 
非常 自然地 想到， 稳 定等价 的阿廷 代数的 模范畴 会有哪 些不变 量呢？ 事 实上， 两个稳 

定等 价的代 数可以 有非常 不同的 特性， 比如代 数 A  =  k[x]/(x2) 与 A'  =  f  ^ 

y  k  k  ) 

是 稳定等 价的， 其中 fc 为一 个域， 则前者 是局部 代数， 而后者 不是. 但稳定 等价的 
代 数仍然 有很多 基本的 共性. 

Auslander-Reiten!2! 猜想： 两 个稳定 等价的 阿廷代 数上的 非投射 单模的 同构类 


的个数 相同. 后来他 们又将 这一陈 述列为 1995 年 出版的 专著叫 中的第 5 个 猜想, 
这就是 通常所 说的稳 定等价 猜想. 


在 群的模 表示理 论中， J.Green 指出， 限制 函子有 时诱导 出一个 群及其 子群之 
间 的稳定 等价. 这 也是稳 定等价 猜想提 出的一 个重要 背景. Auslander 和 ReitenM 
证 明了： 如果 两个代 数稳定 等价， 而且 都没有 非零的 既投射 又内射 的模， 那 么在它 

们 的非投 射单模 之间存 在一个 - ■对 应, 从 而此时 稳定等 价猜想 成立. 他们 还证明 

了： 对 于稳定 等价于 一个遗 传代数 （即 投射模 的子模 仍是投 射模） 的 代数， 稳定等 
价猜想 成立. 如果一 个代数 A 满足 rad2(A)  =  0, 那么 A 稳定等 价于一 个遗传 代数, 
从 而此时 稳定等 价猜想 成立. 

1977 年, ReitenPl 给出 了计算 正特征 代数闭 域上由 Brauer 树给 出的有 限维代 
数的几 乎可裂 序列的 方法. 作 为一个 应用， 证 明了对 于这种 代数， 稳 定等价 猜想成 
立. 1978 年 ReitenW 又证 明了对 于稳定 等价于 一 个 Nakayama 代数的 代数， 稳定 
等 价猜想 成立. 


Bretscher,  Laser  fP  Riedtmann[5] 证 明了： 对 于稳定 等价于 有限表 不型 自入射 
代数的 代数， 稳定等 价猜想 成立. 


稳定等 价猜想 
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在关 于稳定 等价猜 想的研 究中， Martinez- Villa 做了 较多的 工作. 文献问 证明 
了： 对 于稳定 等价于 遗传 代数, 或稳定 等价于 有限表 示型遗 传代数 的商代 数的代 
数, 稳定等 价猜想 成立; 文献 ⑺ 证 明了： 对 于有限 表示型 代数， 稳定等 价猜想 成立; 
文献问 指出： 稳定 等价猜 想成立 当且仅 当它对 于自入 射代数 成立. 

Tang[9】 在前 人工作 的基础 上考虑 了表示 无限的 自入射 代数. 她证 明了， 如果 
连 通基代 数稳定 等价于 一个根 三方为 零的基 连通的 自入射 代数, 并且 在后者 的分离 
AR- 箭 图中至 少有两 个连通 分支， 则 稳定等 价猜想 成立. 

Broue 推广了  Morita 等价的 概念， 定义了  Morita 稳定 等价. 两 个代数 4 和 
B 称为 Morita 稳定等 价的， 如 果存在 A-B- 双模 M 和 B-A- 双模 7V, 以及 投射的 
A-A- 双模 P 和 投射的 B-B- 双模 Q, 使 得作为 A-A- 双模， M  iV  t  4 ㊉尺作 
为 B-B- 双模， N  M  t  B  ®  Q.  Selvakumaran!1。] 进 一 步证 明了对 于任意 域上两 
个 可离的 自入射 代数， 如果它 们的根 3 方 为零且 Morita 稳定 等价， 则稳定 等价猜 
想 成立. 

关于稳 定等价 猜想， 已经得 到一些 很好的 结果. 如 果能够 对表示 无限的 自入射 
代 数进行 证明， 那么 稳定等 价猜想 将得到 完整的 解决. 
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— 些 代数的  Gr6bner- Shirshov  基 

Gr obner-S hir shov  Bases  for  Some  Algebras 


Grobner-Shirshov 基 理论是 处理一 般代数 的线性 基底和 字问题 的强有 力的工 


且 

量子 群的研 究是自 Drinfeld 于 1985 年在伯 克利国 际数学 会议上 的演讲 后开始 
盛 行的. Jimbo 在 1985 年 也提出 了这个 概念. 量子群 是一类 特殊的 Hopf 代数 ，是 
半单 李代数 的包络 Hopf 代数的 非平凡 变形， 也 可看成 是相应 代数群 上正则 函数的 
代数. 量子 群与数 学和物 理的许 多领域 有密切 联系. 


设沒 是域 A: 上有限 维半单 李代数 ，则 g 可 由一个 Cartan 矩阵 ^4  =  (aa/3) 唯 
一 确定， 其中， =  2(a,/3)/(a,a),  a,/3  G  II, (-, — ) 是  p  的  Killing  型， II  是  p  相 
应于 Cartan 子代 数的根 系的基 .则分 有表示 分 = Lie(xa,ya,ha,  a  G  II|i?), 其中 


{ \h(x ,  =  0,  yp\  =  ^a/3^Q：5  ?  [^a?  Up]  =  — ^a/32//3  (o^,  /3  G 

n);  (adx a)1- 0,01/3 xp  =  0,  [adya)1-aapy(3  =  0  (a  ^  /3,  a,/3  G  II)},  R  称为  Serre  关系 
(见 文献 [3]). 

半单 李代数 9 的量 子化包 络代数 (即量 子群） 是域 A: 上的结 合代数 ，其 
定义 类似于 9 的 Serre 表示， 其中 g  G  A: 且 気 ：= 一  /  1,  =  (°^)  G  {1,2,3}. 

Drinfeld- Jimbo 给出了  Uq(g) 的一个 表示： Uq(g)  =  k(Ea,Fa,Ka,K~1,a  G  II|  Ri), 
Ri  =  {K^K-1  =  K-1^  =  1,  KaKp  =  K^K-1  =  qa^E^  KaFpK:1  二 


q-aa(3 EaFf3  —  FpEa  —  5ap 


Ka-K~ 


Q-Q 


E  (-1  广 


^a/3 


Ea 


1— aa 


o,  E  (-1)1 


^a/3 


iy=0  \  ^ 

Fl~^-FfiK  =  o,  a,/?  e  n}， 其中 ， 5a/3 


i/=0 


是 Kronecker 符号， 对任 意整数 m 彡 n 彡 0 和任 意参数 g， 
定义 如下： 


m 


n 


e 祝 g—1] 的 


n 


ql  -  q~ 


当  m  >  n  >  0, 

当 ？2  =  0或771  =  71. 


M.  Rosso 和 I.  Yamane 于 1989 年分别 找到了  (人） 的 PBW 基， 其中 为 
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相应于 Cartan 矩阵 的 李代数 （见 文献问 ) .设义 是李 代数, X 是它的 一组全 
序线 性基底 ，则 义 的泛包 络代数 ；7(义） 的 Poincar4-Birkhoff-Witt (简 写为 PBW) 
基是 指由以 下元素 xilXi2---xin,  Xij  &  X,  h  ^  i2  ^  ^  in 组成 的线性 基底. 

G.  Lusztig ⑺和 M.  Kashiwaral5! 证 明了对 于任意 的半单 李代数 ⑷有 一 组 
Poincare-Birkhoff-Witt 型线性 基底. 他 们的方 法不仅 仅适用 于有限 维李代 数的量 
子 化包络 代数， 还适 用于可 对称化 Cartan 矩 阵相应 的量子 化包络 代数. 利用 Hopf 
代数 的相关 性质, V.  K.  Kharchenko 于 1999 年 找到了  Uq{g) 的一 个线性 基底, 但此 
方 法具有 一 定的局 限性. 1996 年， Bokut-Malcolmson 找到了  的 Grobner- 

Shirshov 基， 最近， 陈 裕群， 邵 红姗， 岑嘉评 (arXiv.org/abs/0804.0954) 对这 个结果 
给出 了直接 证明. 

问题 1  给出 量子群 C/g(g) 的 Gr6bner-Shirshov 基， 其中 g 是 相应于 Cartan 
矩阵 Bn,L»„,G2,F4, 说 ，五 7,五8  (见 文献 [3]) 的李 代数. 

受数学 物理中 Yang-Baxter 方程的 启发, Sklyaninl10! 引入 了一族 后来称 为椭圆 
代 数的结 合代数 （见 文献 问). 最简单 的椭圆 代数是 复数域 C 上的结 合代数 F  = 
C(a；o,a；i,X2  |  i?2〉, 其中 五2  =  {xoxi  -  qxixo  =  px\,  X1CC2  —  qx2Xi  =  pxl， - 
qx0x2  =  px\},  p，q  G  C. 利用 模上 的特殊 方法， 可 以证明 F 有一组 由单项 
式 组成 的线性 基底， 其中 n,m,l 为任 意非负 整数. 迄今 为止， 没 有利用 
Grobner-Shirshov 基给 出初等 的证明 方法. 

椭 圆代数 主要的 例子是 C 上的结 合代数 Qn,m(S 池 其中 n  >  3 是生 成元的 
个数， m 是与 n 互 素的正 整数， 1  <  m  <  n.  ♦  X  =  {xi\ i  G  ZTC}, 则 Qn,m(£,v) = 

c〈x  I  [  i+  {m-im  Xi+r  =  0,  ^  e  z„〉 ，其中  £： 为椭圆 曲线， ？？  e 

为 0- 函数 （见 文献 [6]),  是整数 关于模 n 的剩余 类环. Qn,m(£.v) 有与交 
换代数 C[X] 相同 的线性 基底， 而此结 论也没 有初等 证明. 

问题 2  分别 找出椭 圆代数 F 和 的 Gr6bner-Shirshov 基. 

设 是一 个域， X  E  k.  Rota- Baxter 代数 R 是 k 上 的带有 一 ■个满 足如下 
Rota- Baxter 关 系的线 性映射 P  •  R  —  R 的结合 代数： P(x)P[y)  =  P{P(x)y)  + 
P(xP(y))  +  XP(xy),  €  i?. 在 20 世纪 80 年代， Belavin,  Drinfeld  和  Semenov- 
Tian-Shansky 分别 引入了  Rota- Baxter 李 代数的 概念. Rota- Baxter 代数 在组合 
学、 数学 物理、 operad 等 方面有 广泛的 应用. 

Rota[9] 和 Cartier 给 出了自 由交换 Rota- Baxter 代 数的具 体构造 ，而自 由非交 
换 情形由 Ebrahimi-Fard-Guot1] 给出. Rota- Baxter 代 数可看 作是一 个结合 代 
数， 仏 代数是 指一个 具有多 重线性 映射集 Q 的结合 代数. Drensky-Holtkamp 给出 
了 非结合 代数的 Grobner-Shirshov 基 理论， 结合 的情形 最近由 Bokut、 陈 裕群、 
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邱建军 （arXiv.org/abs/0805.0640) 给出 .因 Rota- Baxter 关 系实际 上是自 由结合 Q- 
代数 的一组 Grdbner- Shirshov 基， 由 此我们 可以得 到自由 Rota-Baxter 代数的 ~ ' 
个 构造. 

Dendriform  dialgebra 是 一 •个 具有 两个二 元运算 4 和 〆 的 线 性空间 满 
足： 对于 任意的  x,y,z  e  D,  {x  <y)  - <z  =  x^(y^z-\ryyz),  (x  y  y)  ^  z  =  x  >- 
(y  〆  z),  (x  ^  y x  y  y)  y  z  =  x  y  (y  y  z). 

Dendriform  trialgebra 是一 个具有 三个二 元运算 '  和 .的 /c- 线 性空间 T, 
满足： 对于 任意的  x,y,z  e  T,  {x  y)  <  z  =  x  <  {y-k  z),  (x  y  y)  ^  z  =  x  y  (y  ^ 
z),  {x-ky)  y  z  =  x  ^  (y  ^  z),  (xy  y)-z  =  {y-z),{x  <  y)  •  z  =  x\y  z),  (x-y) -< 

z  =  x  •  (y  ^  z),  (x  •  y)  •  z  =  x  •  (y  •  z),  ^PP  X'ky  =  x<y-\-x)^y-\-X'y. 

Dendriform  dialgebras 和 trialgebras 的 概念是 Loday 给 出的， 它们与 数学和 
物理的 很多领 域都有 联系. Dendriform 代数可 看作是 非结合 仏 代数. 对 任意的 
dendriform  dialgebra  和  trialgebra, 都 存在其 泛包络  Rota-Baxter  代数， Ebrahimi- 
Fard- Guo[2] 证明了 它们的 PBW 定理. 

问题 3  分别找 出自由  dendriform  dialgebra  和  trialgebra  的  Grobner-Shirshov 
基. 

问题 4  建立 Rota-Baxter 代 数上的 Grobner-Shirshov 基 理论, 进 而给出 den¬ 
driform  代数的 泛包络 Rota-Baxter 代数的 PBW 定理 的另一 种证明 方法. 
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Quantum  Groups  and  Their  Canonical  Bases 
Arising  from  Derived  Categories 

利用 quiver 表示的 Hall 代 数方法 （参 见文 献剛， G.  Lusztig[5] 得到了 量子群 
的典 范基, 其 实现方 式是几 何与代 数方式 的结合 . M.  Kashiwara^ 也 独立地 给出了 
量 子群晶 体基的 实现, 其方法 是代数 与组合 方法的 结合. 但是 这两种 实现方 式都局 
限 在量子 群的正 （幂 零） 部分. 为了 寻找更 加整体 的实现 方式， 人们 已经从 导出范 
畴 （derived  category) 和三 角范畴 (triangulated  category) 出发 构造了 无限维 李代数 
和导出 Hall 代数 并 期待导 出范畴 的内蕴 几何结 构会在 Hall 代数框 架下提 
供量 子群典 范基的 实现. 

对于 任意给 定的可 对称化 的广义 Cartan 矩阵 C  =  (cij)ijeI, 有 相应的 Kac- 
Moody 李代数 0(C). 可以在 风 数域或 者交换 整环） 上定义 一个结 合代数 Uv(g(C)), 
它由 生成元 {Ei.Fi  :  i  G  /} 和 {心 ： G  Z[/]} 按 以下定 义关系 给出： 

Ko  =  1,  K^KV  =  ",  z/  e  Z[/]; 

=  v^EzK^  =  v-^F.K^  iel,  // G  Z[/]; 

EiFj  —  FjEi  =  Sij— — ~~r^  对任意  G  /， 这里％  = 

叫 一 % 

i-Cij 

EM) 

t=0 

E(-l)4  1  ~Cij  F 出 F 广 rt  =  0. 

*=°  L  *  」 

可以 证明这 是一个 Hopf 代数， 称之 为量子 包络代 数或者 量子群 （它 并不是 数学意 
义下 的群结 构). 参 见文献 [1] 和 [3]_ 

在引入 量子群 之后， Lusztig[5] 的 典范基 理论和 Kashiwara[4] 的 晶体基 理论是 
近 20 余 年核心 数学方 面的重 要进展 之一. Lusztig 的典范 基理论 建立在 quiver •表 
示的 Hall 代数 [8] 基础 之上. 在此 之后， Nakajima[6] 的 quiver  variety 理论是 几何表 
示 论方面 的重大 进展. 但是， 无论 是量子 群的典 范基还 是晶体 基都只 是定义 在量子 
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群的 正部分 C/+ 或 负部分 上, 进而 可以应 用到最 高权不 可约表 示上. 现 在的问 
题是： 如何在 量子群 =  上 整体地 （不依 赖三角 分解） 和 内蕴地 （几 

何构造 ） 实现典 范基. 解决 问题的 第一步 是如何 整体地 实现无 限维李 代数和 量子群 
的 结构. 这方 面的进 展可以 见文献 [7], 問和 [10] 等. 

三 角范畴 和导出 范畴由 Grothendieck 和 Verdier 引入和 建立后 现已成 为核心 
数学研 究的一 个重要 工具. ^^角范畴是满足四个公理的加法范畴 （包 括复 杂的八 
面体公 理). 目前得 到较多 研究的 是有限 维代数 表示范 畴的导 出范畴 （通过 倾斜理 
论 M) 和凝聚 层范畴 的导出 范畴. 二 者之间 有非常 紧密的 联系， 例如 Beilinson 对 
应和 同调镜 像对称 猜想. 如果我 们考虑 quiver 表示 的导出 范畴， 不 可分解 模在其 
Grothendieck 群中的 像元所 给出的 维数向 量恰好 对应于 Kac-Moody 李代数 的根系 
(不 仅仅 是正根 系). 所以一 个比较 能被接 受的想 法是， 由导出 范畴和 三角范 畴出发 
实现李 代数和 量子群 是更直 接更具 内蕴的 方式. 在 此基础 上, 如何构 造典范 基应该 
和导出 范畴和 三角范 畴内蕴 的丰富 几何结 构紧密 相关. 
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有限维 数猜想 

Finitistic  Dimension  Conjecture 


自 20 世纪 50 年 代起， 经过  C art an-Eilenb erg ,  Nakayama,  Auslander,  Buchs- 
baum 和 Serre 等数 学家的 工作， 同 调代数 成为代 数学的 一个充 满活力 的研究 分支, 
并广 泛应用 于数学 （特 别是代 数学） 的其 他许多 分支中 .如： Auslander,  Buchsbaum 
和 Serre 于 1955/56 年证明 了如下 著名的 定理： 代 数闭域 上的一 个仿射 代数簇 V 
是 光滑的 当且仅 当它的 坐标环 i? 的 整体维 数是有 限的. 由 此可以 推出， 如果 V 是 
光滑的 ，则 i? 的 整体维 数等于 V 的维数 ，且 i? 关于任 意素理 想的局 部化是 唯一分 
解 整环. 这样， 几何学 中的光 滑性问 题与环 的同调 维数之 间建立 了密切 的联系 .但 
存在 许多代 数簇, 其坐 标环的 整体维 数是无 限的. 另一 方面, 在 许多情 形下, 环或代 
数的整 体维数 确实能 反映相 应模范 畴的复 杂度， 但存在 整体维 数无限 而模范 畴结构 
很简单 的环. 为 此需要 引进一 个更能 反映模 范畴的 复杂度 的同调 维数， 称之 为有限 
维数 (finitistic  dimension) . 

设 A 是域 fc 上一个 有限维 代数. 对有限 生成左 A- 模 M, 记 pdAM 为 M 的 
投射 维数. 定义 A 的有 限维数 fin.dimA  =  sup{pdAM  |  M 是有限 生成左 A- 模且 
pdAM  <  oo}.  Bass 于 1960 年 提出如 下的有 限维数 猜想： 对有限 维代数 A,  fin.dimA 
总是 有限的 由于 有限维 数猜想 不仅本 身是自 然且有 趣的， 而且它 还与其 他一些 
重 要的同 调猜想 （如： （广义 )Nakayama 猜想和 Gorenstein 对称猜 想等） 有 着十分 
密切的 联系， 因此这 一猜想 是代数 学中的 一个非 常重要 的猜想 

记  J(A) 为  A  的  Jacobson  根. Mochizuki  于  1965 年证 明了： 如果  J(A)2  =  0, 则 
fin.dimA  <  oo[7].  Small  于  1968 年证 明了： 如果  pdAc>P  J(A)2  <  oo, 则  fin.dimA  <  oo. 
Green 和 Zimmermann-Huisgen 于 1991 年证 明了： 如果 J(A)3  =  0( 这 一 假设 可减弱 
为  pdAJ(A)3  <  oo), 则  fin.dimA  <  oo[6].  1994 年  Wang  证 明了： 如果  J(A)2n+1  =  0 
且  A/J(A)n  是 有限表 示型的 ，则  fin.dimA  <  oo[8L  1991  年  Auslander  和  Reiten  证 
明了： 如果 由具有 有限投 射维数 的有限 生成左 A- 模组 成的子 范畴是 反变有 限的, 
则有 限维数 猜想对 A 成立 [2L 但 Igusa,  Smalc/i 和 Todorov 给出例 子说明 ，这 一 ■子 
范畴 不总是 反变有 限的. Green,  Kirkman 和 Kuzmanovich 于 1994 年证 明了： 有限 
维 数猜想 对单式 (monomial) 代数是 成立的 [5L  Agoston,  Happel,  LuMcs 和 Unger 
于 1994 年证 明了： 有限 维数猜 想在标 准析层 (standardly  stratified) 代数上 是成立 
的 W  Igusa 和 Todorov 于 2002 年证 明了： 有限 维数猜 想在表 示维数 不大于 3 的 
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代数 上是成 立的. 利 用这一 结果， 惠证明 了有限 维数猜 想在稳 定遗传 代数上 是成立 
的 [9].  Erdmann,  Holm,  Iyama 和 Schroer 证 明了： 如果 A 是有 限表示 型代数 r 的 
子 代数且 J(A)  =  J(r), 则 fin.dimA  <  00. 由此可 得出， 有限 维数猜 想在特 殊双列 
(special  biserial) 代 数和弦 (string) 代 数上是 成立的 [4]. 

综上 所述， 关于有 限维数 猜想的 研究虽 然取得 了一些 进展， 但离 完全解 决还有 
很远的 距离. 
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ABC  Conjecture 


ABC 猜测是 丢番图 分析中 最重要 的未解 决问题 （D.  Goldfeld) 之一， 也 是数论 
中最 重要的 未解决 问题之 一 ， 它描 述满足 a  +  b=  c,gcd(a, 6)  =  1 的 正整数 a，6，c 中 
的 最大者 c 和 a&c 的 根之间 的大小 关系. 

为 了理解 ABC 猜测的 内容， 我们只 需要知 道整数 的根是 什么就 可以了 .对 
非 零整数 n, 由算 术基本 定理知 n 可 以唯一 表示素 数因子 的乘积 ，令 rad(n) 表示 
n 的分解 中所有 不同素 因子的 乘积. 例如： 若 n  =  216, 则 rad(n)  =  2; 若 n  = 
28  x  35  x  II11  x  17, 则  rad(n)  =  2x3x11x17=  1122. 我们有 

ABC  猜测 (Joseph  OesterM  和  David  Masser,  1985) 任给  e  >  0, 存在 正的常 
数 C(e) 使 对满足 a+b  =  c, gcd(a, b)  =  1 的 正整数 a, 6, c, 我们有 

c  <  (7(e)  (rad(abc) ) 1+e . 

Oesterle  1985 年 左右提 出这一 猜测主 要是受 Szpiro(1981) 关于 椭圆曲 线中的 
一个 猜测的 影响， 随后 不久, Masser 因为 考虑多 项式环 Z 问上 Mason 定理 在整数 
环 Z 上 的类比 得到了  述猜测 .从 ABC 猜测 的形式 上看， ABC 猜测是 整数环 Z 
的加法 和乘法 运算在 件下的 a,b,c 内在 性质， 也就 是整数 的内在 性质. 

ABC 猜测 的重要 性主要 在于以 下几个 方面： 其一， ABC 猜测的 解决可 导致数 
论中 的一大 批重要 猜测的 解决. 如果 有如下 形式的 ABC 猜测 弱形式 成立， 即如果 
a  +  b  =  c,gcd(a,  6)  =  1, 贝 lj  max(|a|,  |6|,  |c|)  <  (rad(abc))2. 那么 我们容 易证明  Fermat 
方程 xn  +  yn  =  zn 没有 n  >  6 的正整 数解， 从而 导出由 Wiles(1995) 证明的 Fermat 
大 定理. 当 然还可 以得到 数论中 的许多 其他非 常深刻 的结论 （见 文献 [id. 其二 ，一 
些著名 定理和 猜测的 精细化 等价于 ABC 猜测或 ABC 猜测弱 形式， 这其中 包括了 
著名的 Roth(1955) 定理 （1958 年 Fields 奖主要 结果） 和 Baker(1966) 定理 （1970 年 
Fields 奖 主要结 果)， 这两 个重要 定理的 精细化 等价于 ABC 猜测， 更 多的内 容见文 
献叫和 从这个 意义上 来讲， ABC 猜测引 导我们 思考其 他许多 问题的 精细化 
与 推广. 其 H, 它反 映了数 域的内 在性质 ，如 Moret 和 Bailey 在 Szpiro 的思 想上, 
证明 了数域 上曲线 y2  =  x5-x 的有理 点的大 小的好 的上界 （这 里好 的上界 指仅依 
赖于数 域的判 别式的 上界） 可导出 ABC 猜测. 
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关于 ABC 猜 测的研 究主要 有两个 方向： 其一 ，从 Baker 定理 的精细 化开始 ，慢 
慢接近 ABC 猜测， 这一 方面的 结果有 C.L.Stewart 和 于坤瑞 (1996) 利用 Baker 定 
理得到 的如下 结果： c  <  exp{C,(raii(a6c))1/3+E}. 最近， K.  Gyory 和 于坤瑞 (2007) 
得到了 数域上 S- 单位方 程的一 个重要 定理， 从 而得到 了关于 ABC 猜测的 _ ■个新 
结果. 其_ 对满足 a  +  b  =  c,  gcd(a,  b)  =  1 的整数 a,  6,  c, 定义 


L  =  L(a,b,c) = 


logmax(|a|,  |6|,  |c|) 
\og(rad(abc)) 


我们主 要研究 i 的上 界问题 . De  Weger 给出 的例子 112+32x56x73+(-221x23)  =  0 
表明  L  >  1.629912 …. 

ABC 猜测 成立的 可能性 主要基 于下面 关于多 项式环 Z 闳 中 的类比 定理： 
PQR  定理 (Hurwitz,  Stothers,  Mason) 令  P,  Q,  R  是满足  P  +  Q  =  R  不全为 
常 数的多 项式. 如果  deg(i?)  >  deg(_P)，deg(Q), 则  deg(i?)  <  deg(rad(PQR)). 

同 时我们 也还没 有找到 L^2 的满足 a  +  6  =  c, gcd(a, b)  =  1 的整数 a,b,c. 
可以 预见, ABC 猜测必 将对数 论的研 究与发 展产生 深远的 影响. 
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Bass  Conjecture  and  Soule  Conjecture 

算术代 数几何 一直是 数学的 热门研 究领域 之一, 特别是 20 世纪 90 年代, Wiles 
利用 椭圆曲 线的理 论成功 的解决 了费马 猜想， 使得算 术代数 几何空 前活跃 .自从 
Quillen 定义 了高阶 if- 群, 这 套理论 便以惊 人的速 度渗透 到数学 的多个 分支, 产生 
了 重要的 影响， 很 多经典 的不变 量都被 证明与 群 有密切 的联系 .设 X 是 任意概 
型， Quillen 给出 了高阶 if- 群 K^X) 以及 K'^X), 关于这 两个群 的有限 生成性 H. 
Bass 提出 了如下 猜想： 

(a)  设 X 是 SpecZ  (Z 的 素谱） 上 的任意 有限型 概型， 则群 K[(X) 是有 限生成 
的； 

(b)  设 X 是 SpecZ 上的任 意正则 有限型 概型， 则群 Kx(X) 是 有限生 成的. 
Quillen 证 明了当 dimJf  <  1 时， Bass 猜想 成立. 如果 Bass 猜想 成立， 则可证 

明 Beilinson-Soule 猜想 （设 X 是正 则概型 ，则 丑1  (X，Z(n))  =0,  n>0,*<0) 成立. 

特别地 ，设 i? 是定义 在有理 数域上 的椭圆 曲线， spl(E) 表示 £ 在 p 处 具有可 
分乘 法约化 的素数 p 的 个数, 关于 K2(E) 有 如下的 Beilinson-Bloch 猜想： 

rank{K2{E))  =  1  +  spl(E) . 

设 X 是 一算术 概型， Serre 定义了  X 的 Zeta 函数 C(X,s),  X 的高阶 K 群和 
Zeta 函数 ({X,  s) 在 整点处 的值的 关系有 如下的 Soule 猜想： 

ords=„C(X,s) =  乙 (-l)i+1dimQ< ⑷ („). 

iez 

当 n  >  d  =  dim(X) 时， Soule 猜想 成立； 当 n  =  d  —  1 并且 X 是正则 不可约 
时， Soule 猜想 可推出 BSD 猜想 .当 X 是有限 域上的 光滑投 射概型 ，则 Soule 猜想 
等价于 Lichtebaum 第二 猜想. 
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Current  problems  in  mathematics,  Vol.  24,  Itogi  Naukii  Tekhniki,  181-238.  Akad.  Nauk 
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Lichtenbaum  Conjecture 


Lichtenbaum 猜想是 目前国 际代数 K- 理论研 究的热 点问题 之一. 代数 数论中 
经典 的解析 类数公 式将代 数数域 F 的 函数在 1 处的留 数和类 数联系 了起来 ，类 
数 是数域 F 理想 类群的 阶数. 由 于理想 类群是 Kq 群的挠 部分， 所以人 们猜测 （- 
函数在 0,  - 1,  -2,  - 3, … 等处的 取值应 该和更 高阶的 K- 群 的阶数 相关. 

在 1970 年, Birch 和 Tate 猜想 对全实 的数域 F, 其& 函数在 -1 处的 取值等 
于 (-IY\K2(Of)\/w2{F), 这里的 w2{F) 是上 同调群 H°{F,Q/Z(2)) 的 阶数. 著名 
数学家 Wiles 于 1990 年 证明了  Birch-Tate 猜想 对全实 的阿贝 尔数域 成立. 对非阿 
贝尔的 情形， Wiles 证明 了其奇 数部分 成立. 而对非 阿贝尔 的全实 数域， Birch-Tate 
猜想的 偶数部 分至今 仍未被 证明. 

1972 年, Lichtenbaum 对 一 般 的数域 提出了 类似的 Lichtenbaum 猜想： 对任 
意的代 数数域 K 和整数 n  >  2,  K 的 （ 函数在 1  -  n 处的取 值除以 

\K2n_2{QF)\  rB(f] 

IUOF)tors| 


所得 的商是 2 的整数 次幂. 

后来 Lichtenbaum 又给出 了更为 精确的 Motivic 上同调 表述： 

Lichtenbaum 猜想的 Motivic 表述： 对任 意的代 数数域 K 和整数 n  >  2,  K 的 
< 函数在 1- n 处的取 值等于 

土  1^/3 f  (:; ))1  '  Rn(F)^  其中的 (卩） 是  Borel  Regulator. 

目前已 经证明 Lichtenbaum 猜想 对阿贝 尔数域 成立. 而 对于非 阿贝尔 的代数 
数域， Lichtenbaum 猜想 的证明 仍然很 遥远. 
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The  Decoding  Problem  for  Reed-Solomon  Codes 


设^为 g 元有 限域. 取定 Fg 的一个 子集合 D  =  {&， ...  ,xn}CFg, 称 为值集 
合. 对于 正整数 和 n,  1  <  A:  <  n  <  g, 称 Fp 的如下 子集： 

Cq(D，k)  =  {(/(別)， … ， f(xn))  G  ¥^\f(x)  e  F,[x],  degf(x)  ^  k  -  1} 

为 上 长度为 n, 维数为 /c 的广义 Reed-Solomon 线 性码. 

Cq、D,k) 中的兀 素称为 码字. 应 用最为 广泛的 情形是 D  或 Fg. 这 两种情 

形实 际上是 等价的 ，称 Cq(¥q,k) 是 标准的 Reed-Solomon 码， 记为 RSq[q,  k}. 

对于 F 卩 中任意 给定的 两个字 w  =  (wi,  ••-  ,un) 和 r  =  (vi,  -  -  -  ,  vn), 它 们的汉 
明 (Hamming) 距离 定义为 


d{xi^  =  #{1  ^  ^  ^  几卜 i  ^  巧}. 

对于 Fg 上 长度为 n 的 线性码 C 以及字 ue¥^u 到码 C 的距 离定义 如下： 

d(u,  C)  =  min  d(u,  v). 

易知 d(u,  C)  =  0 当 且仅当 w 为码字 .码 C 的最 小距离 定义为 w 和 C 中码 字距离 
的最 小值： 

d(C)  =  min  d(u,v)  =  min  d(0,  v). 

u^vEC  O^vEC 

很 容易验 证广义 Reed-Solomon 码 Cq(D,k) 的 最小距 离等于 n-k+1, 达到 Singleton 
界. 从而 某种意 义上来 说其为 最优线 性码. 

编码 理论中 最重要 的算术 问题是 极大似 然译码 (MLD) 问题： 给定 g 个字 we 
F^, 寻找一 个码字 v&C 使得 d{u,v)  =  d{u,C). 我 们想知 道解决 MLD 问 题是否 
有多 项式时 间算法 （即 所需 时间为 n  log  9 的多项 式). 在一 般情形 下答案 是否定 
的， 可见文 献问. 事 实上， 即使对 于广义 Reed-Solomon 码 Cq(D,k), 在 极端的 deep 
hole 情 形下， 对于 取定的 值集合 计算纠 错距离 (因此 对于 MLD 
也 如此） 都是 NP- 困 难的. 

在 实际应 用中， 标准 Reed-Solomon 码 RSq[q,k] 使用 得最为 广泛， 也是 最为重 
要的. 尤为感 兴趣的 是关于 RSq[q,k] 的 算术和 复杂度 问题的 研究. 
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问题 1  对 于标准 Reed-Solomon 码 RSq[q,k] 解决 MLD 问题 是否有 多项式 
时间 算法？ 如果没 有多项 式时间 算法, 其困 难程度 如何？ 也就 是说, 如 何决定 MLD 
问 题的复 杂度？ 

对于 Reed-Solomon 码 C  =  RSq[q,  k], 如果纠 错距离 d{u,  C) 较小， 人们 希望有 
一 个多项 式时间 算法. 实际上 ，当 d(u,  C)  <  (g- fc)/2 时, 利用 Berlekamp 的 经典算 
法 W 就可 在多项 式时间 内解决 MLD 问题 .当 d(u,  C)  <  <7  -  # 时， 利用 Sudani9! 
和 Guruswami-Sudan ⑺的 List 译码算 法可以 在多项 式时间 内解决 MLD 问题 .由 
于此 项工作 Sudan 获得了  2002 年 尼凡林 那奖. 

自然 要问： 当纠错 距离远 远大于 时, 是否有 多项式 时间算 法解决 MLD 
问题？ 也就 是说, Guruswami-Sudan 界 g  -  # 能 否得到 改进？ 这是 _ ■个重 要的公 
开 问题. 对 于任意 充分大 的纠错 距离, 人们 相信答 案是否 定的. 最近, Cheng-Wanl3-4! 
找到 了一个 重要的 依据， 他们证 明了：  的 MLD 问题 的难度 至少和 有限域 

中的 离散对 数问题 的难度 相当， 其中 h 可达到 <  (Z1/4. 众所 周知， 在计 算数论 
和 许多密 码应用 方面， 离散对 数问题 是著名 的困难 问题且 得到了 很好的 研究. 至今 
人 们仍然 认为离 散对数 问题没 有多项 式时间 算法. 

是不是 MLD 问题要 比离散 对数问 题更困 难呢？ 对于特 殊情形 RSq[q,  k], 决定 
MLD 问题 是否是 NP- 困难 的仍是 一个公 开问题 .比 MLD 相 对较弱 的一个 问题是 
计 算纠错 距离. 

问题 2  是否 存在多 项式时 间算法 计算纠 错距离 纠 错距离 

d(u,RSq[q,  k]) 的 计算复 杂度是 多少？ 

在 一般情 形下, 这两个 问题都 是公开 问题. 比 如说, 熟知对 于计算 
至今 还没有 复杂度 方面的 结果. 对于一 些特殊 情形, 可利 用有限 域上的 Riemann 假 
设 来决定 d(u,RSq[q,k]) 的 取值, 可参 见文献 [2] 和 [6] _ 

Reed-Solomon 码是最 简单的 代数几 何码， 对应于 仿射直 线上的 代数码 .自然 
的： 对于 一般的 代数几 何码， 子域子 码以及 码的迹 码仍然 有上述 类似的 问题. 因此 
在这方 面还存 在很多 有趣而 丰富的 数学问 题值得 研究. 
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沙努尔 (Schanuel) 猜想 

Schanuel’s  Conjecture 


Schanuel 猜想 是超越 数论中 最基本 最前沿 的问题 之一， 它 被认为 是包含 了目前 
已知的 与指数 （对 数） 函数值 的超越 性有关 的所有 结果以 及所有 合理的 猜想. 

某个非 零有理 系数多 项式方 程的实 数或复 数根被 称为代 数数， 不是代 数数的 
实数或 复数被 称为超 越数. 超越 数论是 现代数 论的重 要分支 和组成 部分, 在 数学的 
其他 分支和 领域均 有极其 重要的 应用. 该 理论有 着非常 悠久的 历史， 最早的 研究可 
追溯 到法国 数学家 Liouville 在 1844 年的 工作. 其 早期的 标志性 成果是 Hermite 在 
1873 年所 证明的 e 的超越 性以及 Lindemman 在 1882 年所 证明的 tt 的 超越性 ，后 
者导 致了著 名的古 希腊化 圆为方 问题的 解决. Hilbert 的 23 个问题 中的第 7 个问 
题就 是关于 超越数 论的， 该问 题是： 

若 a 为异于 0,1 的代 数数而 /? 为 代数无 理数, 那么 是 否为超 越数？ 

比 如说,  2^, e"  =  (-1)^ 是 否为超 越数？  Hilbert 当时 认为此 问题相 当困难 ，需 
要新 思想和 方法, 很可 能要在 黎曼猜 想与费 马大定 理之后 才能被 解决. 历史 与他开 
了 一 个 玩笑： Gelfond 和 Schneider 在 1934 年就 对此问 题分别 给出了 一 个正面 回答. 
若用 Q 表示 所有代 数数的 全体， 则 该集合 关于加 、减 、乘、 除 封闭， 即 构成一 个域. 
上述 Gelfond-Schneider 定理 可表述 为：若 xi,X2 为非 零代数 数使得 loga；i,loga；2 在 
有 理数域 Q 上线 性无关 ，则 loga^loga^ 在 Q 上 也线性 无关. Gelfond 接下 来问该 
定 理是否 可推广 到多个 变量的 情形. Baker 在 1966 年解 决了此 问题， 不久 以后他 
还证明 了：若 町 ，… ，〜 为非 零代数 数使得 log 町 ，…， log 〜 在 Q 上线 性无关 ，则 
1,  log XI,  -  -  -  ,  log xn 在 Q 上也 线性 无关. 进一步 人们自 然会问 这些对 数之间 是否存 
在着 更为深 刻的独 立性， 由此 产生了 

对数代 数无关 性猜想 若卿, •，知 为非零 的代数 数使得 log 別， …， log; 
在 Q 上线 性无关 ，则 logm...  ,logxn 代数 无关. 

回忆 一下， 我们 称复数 Vl, ■■- ,yn 代数 无关， 若对 于任何 不恒为 零的有 理系数 
的 n 元 多项式 兄 均有 P{yi, ■■-  ,Vn)  i-  0. 由 前面的 Baker 定理可 知上述 猜想在 
n  =  1 时 成立， 此 时所得 到就是 著名的 Hermite-Lindemann 定理. 但当 n 彡 2 时 ，我 
们距离 对数代 数无关 性猜想 的解决 还非常 遥远： 我们 甚至不 知道是 否存在 代数数 
xi,a；2 使得 log xi, log x2 代数 无关！ 
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借助 于指数 函数， 上面所 提到的 Hermite-Lindemann 定理 可以表 述成： 若 为 
非 零复数 ，则 P,e0 中必有 一个为 超越数 .在 Cartier 的建 议下， Lang 于 20 世纪 
60 年代将 超越数 论发展 到代数 群上. Cartier 最 初的想 法是将 Hermite-Lindemann 
定 理中的 指数函 数换成 数域上 的交换 代数群 所对应 的指数 函数. Lang 不仅 解决了 
Cartier 的原始 问题, 还 得到了 许多别 的有趣 结果， 其中包 括著名 的六指 数定理 .该 
定理 是说： 若 別 ，… ，〜为 Q 上线性 无关的 复数， 奶 ，… ，访为 Q 上 线性无 关的复 
数 ，则当 出 >  d  +  ; 时， ex^(l 《 i  (  d，l 《 j  (  I) 这 dl 个数中 必有一 个为超 越数. 
该 定理于 1966 年 分别被 Lang 和 Ramachandra 所独立 证明. 由对 称性， 我 们可假 
设 d  >  Z ，于 是 由条件 dZ  >  d  +  Z 可知 d  >  3,  Z  >  2. 情形 d  =  2>,1  =  2 是最 为本质 
的. 若此时 成立， 则 一般情 形可立 刻由之 导出. 注 意到在 此特殊 情形我 们有出 =  6, 
这就是 该定理 名称的 由来. 基于 六指数 定理, 人们 进一步 猜想： 

四指 数猜想 若^… ，〜为 Q 上线性 无关的 复数， 奶 ，…， 识为 Q 上线性 
无关的 复数， 则当 dl^d  +  l  Hf,  e^»(l  <  i  <  d， 1  <  j 彡 0 这出 个数 中必有 一个为 
超 越数. 

同前面 . 样， 只需 证明该 猜想在 d  =  l  =  2 时成 立就足 够了. 可以 证明， 对数代 
数无关 性猜想 蕴含着 四指数 猜想， 尽管二 者表面 上看起 来很不 一样. 虽然对 数代数 
无关性 猜想是 20 世纪 末超越 数论中 最主要 的猜想 之一， 但它不 是最一 般的. 

更一 般的， 我们有 

Schanuel 猜想 若 別， … ， ； 为 Q 上线性 无关的 复数, 则 町, ... ，: Era， e3"1 , … ， 
e 〜这 2n 个数中 至少有 n 个代数 无关. 

当 a；i， …， a:„ 均 为代数 数时， Schanuel 猜 想就是 著名的 Lindemann-Weierstrass 
定理. 而当 e' …， e 〜 均 为代数 数时所 得到的 就是我 们前面 已讨论 过的对 数代数 
无关性 猜想. 关于 Schanuel 猜想， 到现在 为止， 人们只 是考虑 了一些 附加了 条件的 
特殊 情形. 由 于缺乏 有效的 工具和 方法, 人们目 前还看 不到解 决该猜 想一般 情形的 
希望， 还 需要引 入新的 思想和 手段. Schanuel 猜 想蕴含 着许多 有趣的 结论. 比 如说， 
若在 a；i  =  l，a：2  =  2iit 时 Schanuel 猜 想成立 ，则 e，Jt 代数 无关. 值 得一提 的是， e，Ji 
的 代数无 关性问 题至今 还尚未 解决. 
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哥 德巴赫 (Goldbach) 猜想 

Goldbach  Conjecture 


哥德巴 赫猜想 是解析 数论中 最重要 的猜想 之一， 它的历 史可以 追溯到 1742 年 
哥 德巴赫 致大数 学家欧 拉的一 封信. 在信中 哥德巴 赫提出 了他的 猜想， 用后 人整理 
过的 语言, 可 以这样 表述： 

I.  每一个 不小于 9 的 奇数都 是三个 奇素数 之和； 

II.  每&个 不小于 6 的 偶数都 是两个 奇素数 之和. 

如 果猜想 II 成立, 则 ^个奇 数减去 3 之 后可写 成两个 奇素数 之和， 因 而猜想 I 
成立. 由此 可见， 猜想 II 更为 基本. 我们 知道， 任何一 个正整 数都可 以唯一 地分解 
为素数 之积， 素数 是乘法 运算中 的基本 元素. 在上 面的猜 想中， 将素 数放到 加法的 
环 境里， 表 现了正 整数加 法和乘 法之间 的某种 关系， 而 这两种 运算在 数学中 是最基 
本和常 见的. 

哥德 巴赫猜 想的表 述非常 简单， 人 们通过 大量的 验算也 未找出 反例， 数 据结果 
反而 是倾向 于支持 猜想成 立的. 对于 这样一 个简洁 明了的 猜想， 欧拉 没能够 提出解 
决 方案, 其后一 百多年 间数学 家们也 都束手 无策. 

1900 年， 数学 大师希 尔伯特 在展望 20 世纪数 学发展 前景的 著名演 讲中， 提出 
了  23 个 问题. 他 以全局 性的观 点来看 待数学 的整体 发展， 并 将哥德 巴赫猜 想作为 
第 8 问 题的一 部分， 从 此哥德 巴赫猜 想不再 是孤立 的数学 难题， 而是 近代数 学发展 
中 重要的 一环. 后来 的发展 证明， 希尔 伯特的 眼光是 非常正 确的. 

1920 年 前后， 英国 数学家 Hardy 和 Littlewood 发表了 系列文 章来研 究猜想 I， 
所用 的工具 是他们 与印度 数学家 Ramanujan 共同 创造的 圆法. 通过围 道积分 ，猜 
想 I 中奇数 表为素 数之和 的表示 个数可 写成关 于某个 Fourier 级数的 积分， 而积分 
路径 是半径 接近于 1 的 圆周， 这就 是圆法 名称的 由来. Hardy 和 Littlewood 在一个 
很强 的假设 下证明 了猜想 I, 这个假 设至今 仍无法 证明， 因而 他们的 结果是 条件性 
的. 虽然 如此， 他们将 离散的 数论问 题转化 为连续 的数学 问题， 使得 一些深 刻的数 
学工 具得以 应用， 这无疑 为进一 步的发 展开辟 了一条 正确的 道路， 而 圆法也 已成为 
数论中 最基本 的方法 之一. 

1937 年， 苏联 数学家 Vinogradov 证 明了充 分大的 奇数可 以表示 为三个 奇素数 
之和. 他建立 了一套 处理以 素数为 变量的 Fourier 级数的 方法， 运用 这种新 方法可 
以避 开上述 困难的 假设， 从而证 明了无 条件的 结果. 虽 然充分 大奇数 的下界 远远超 
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出目前 计算机 所能够 达到的 界限， 但在 数学上 可以认 为猜想 I 已经基 本上解 决了. 
Vinogradov 定理 又称为 三素数 定理， 它是 解析数 论也是 数学上 最重要 的成果 之一， 
后 人有进 一步的 研究， 比如， 对于 三个素 数加各 种限制 条件， 以及降 低充分 大素数 
的下 界等. 

现在 我们来 看猜想 II. 将它 与猜想 I 比较， 从 方程上 看仅差 一个素 数变量 ，然 
而在转 化为连 续问题 之后， 这 个变量 起到了 关键性 作用， 它使 得相关 的估计 得以进 
行. 对 于猜想 II 人们 无法沿 用猜想 I 中的 方法, 只 得寻找 另外的 途径. 

目前研 究猜想 II 的主要 工具是 筛法， 它可以 追溯到 公元前 200 多年古 希腊的 
Eratosthenes 筛法， 今 天我们 在作素 数表时 还会用 到这种 方法. 筛法 是一种 初等的 
组合 方法， 要将 它应用 于猜想 II 并 得出有 意义的 结果， 则 还需作 进一步 的改造 .另 
一 方面， 由于 筛法的 g 些局 限性， 人们 不可能 一步达 到猜想 II, 而是 采取逐 步逼近 
的 方式. 1920 年， 挪威 数学家 Bmn 对筛 法作了 重大的 改进， 由此证 明了充 分大的 
偶数 可以表 为两个 正整数 之和， 其中 每个正 整数的 素因子 个数均 不超过 9, 这个结 
果通 常称为 (9+9).  Bmn 为用 筛法研 究猜想 II 开 辟了一 条新的 途径， 随着 筛法技 
术的 发展, 上述的 素因子 个数会 不断地 减少. 

中国数 学家陈 景润、 王元、 潘 承洞对 于猜想 II 做出了 重要的 贡献， 得 到了国 
际 数学界 广泛的 赞誉. 陈 景润以 其灵活 的思路 和深入 的计算 证明了 （1+2), 他的方 
法对 于筛法 是一个 重要的 贡献， 陈 景润的 （1+2) 和 Vinogradov 的三 素数定 理可以 
称得上 是哥德 巴赫问 题中的 双璧. 意大利 数学家 Bombieri 证 明了比 陈景润 弱的结 
果 (1+3), 这 是他获 得菲尔 兹奖的 工作的 一个重 要组成 部分， 由此也 可以看 出国际 
数学界 对于哥 德巴赫 猜想的 关注. 

从表面 上看， (1+2) 离猜想 II 只 有一步 之遥， 但数 学家们 认为， 这一步 可能比 
以 往走过 的路的 总和还 要长. 因此， 人们也 在寻找 另外接 近猜想 II 的 途径. 例如， 
华 罗庚等 人利用 Vinogradov 方法证 明了对 于除去 一个例 外集合 的所有 偶数， 猜想 
II 总 成立. 不断 放松对 于偶数 集合的 相应限 制直至 取消， 也是 逐步接 近猜想 II 的 
一条 途径. 华罗 庚更进 一步考 虑了素 数变量 方幂的 情形， 这拓宽 了研究 的范围 ，为 
后 人提供 了丰富 的研究 题材. 

对于哥 德巴赫 猜想的 研究， 也 促进了 其他一 些经典 问题的 研究. 例如， 人们要 
问是 否存在 无穷多 个素数 使得 p  + 2 仍然 是一个 素数？ 这 是著名 的孪生 素数猜 
想. 从方程 上看， 这 个猜想 与猜想 II 有相似 之处， 用证明 (1+2) 的方 法可以 得到: 
存在着 无穷多 个素数 P, 使得 P  +  2 的素因 子个数 不超过 2. 另一 个例子 是问： 是否 
有无穷 多个正 整数: c, 使得： r2  +  1 总是 素数？ 这个 问题比 孪生素 数猜想 更困难 ，这 
是因为 在正整 数中， 形如 ^2  +  1 的数比 p  +  2 稀少, 所以, /  +  1 为素数 的概率 更小. 
运用筛 法可以 证明， 存在 着无穷 多个正 整数； c, 使得 P  +  1 的素因 子个数 不超过 2. 

哥德巴 赫猜想 被誉为 数学中 的一颗 明珠, 正是 因为它 的悠久 历史、 简洁 明了的 


哥 德巴赫 (Goldbach) 猜想 
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表述、 与数 学基本 问题的 联系， 以及 在研究 过程中 所产生 的重要 数学方 法等， 它的 
迷 人光彩 吸引了  一代 又一代 的数 学家. 
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关 于不同 模覆盖 系的厄 尔多斯 (Erdos) 问题 

Erdos'  Problem  on  Covering  Systems  with  Distinct  Moduli 


对于有 限个剩 余类构 成的系 

A  =  {ai(modni), ••-  ,afe(modnfc)}  (〜<•••<  nk), 

如果每 个整数 都属于 A 中至少 一个剩 余类， 则称 A 为一个 （同 余） 覆盖系 （或 简称 
为覆 盖). Paul  Erdos 悬赏征 解下述 问题： 不 同模覆 盖系的 最小模 能否任 意大？ 即是 
否对 任给的  c  >  0 都有 不同模 覆盖系 {ai(mod  rii),  •  •  • ,  afc(mod  nk)}  (ni  <  ••-  <  nk) 
使其 最小模 m 至少为 c?  Erdos 多次指 出这是 他众多 问题中 最喜爱 的一个 （“This 
is  my  favorite  problem  of  all.’’）. 

覆盖概 念是由 ErdSs 在 20 世纪 30 年代引 进的， 被 他视为 一生最 得意的 发明. 
中 国 剩余定 理告诉 我们有 限个剩 余类相 交何时 非空， 其对偶 问题便 是有限 个剩余 
类的并 是否为 整数集 Z. 能否在 多项式 时间内 判定给 定的剩 余类系 A 是否 构成覆 
盖 系等价 于算法 理论中 著名世 界难题 NP 是 否等于 P  (L.  J.  Stockmeyer 和 A.  R. 
Meyer,  1973). 现已 知道， 覆 盖系还 与加法 数论、 指数 丢番图 方程、 单位 分数、 特殊 
函数、 格点 几何、 不 可约多 项式理 论等有 紧密的 联系. 

Erdos 利用 不同模 覆盖系 

{0(mod  2),  0(mod  3),  l(mod  4),  3 (mod  8),  7(mod  12),  23 (mod  24)} 

构 造了一 个全由 奇数组 成的剩 余类, 其 中每个 数都不 能表成 2"  +p 的 形式， 这里 n 
为非 负整数 ，: P 为 素数. 如 果关于 不同模 覆盖系 的上述 Erdos 问题有 肯定的 解答, 
则 对每个 r  =  1,2, 3, ••- 都 有剩余 类使其 中每个 数都不 能表成 2n  +  dr 的形式 ，其 
中心 表示 至多有 r 个不 同素因 子的正 整数. 关 于不同 模覆盖 系的最 小模， 目前最 
好 的纪录 是可取 n；i  =  40  (P.  Nielsen,  2008). 关 于不同 模覆盖 的另一 个著名 难题是 
下述 Erdos-Selfridge 猜想： 模 都大于 1 的 不同模 覆盖系 必有偶 数模. 

容 易证明 A 为 覆盖系 时模的 倒数和 1/ni  +  •••  +  l/nk 至少为 1, 且 它恰在 A 
为不相 交覆盖 时取值 1.  Erdos 曾猜测 A 是异于 {0(1)} 的 不同模 覆盖时 A  —定不 
是不相 交覆盖 .  20 世纪 60 年代  H.  Davenport,  L.  Mirsky,  D.  Newman  与  R.  Rado 
分别独 立地利 用幂级 数来证 明这个 猜想. 
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不 相交覆 盖系是 最规则 的一类 覆盖， 对于这 类覆盖 Erdos 问 题没什 么意义 ，因 
为不是 {0(1)} 的 不相交 覆盖不 可能不 同模. 但我们 可问下 述类似 Erd6s 问题： 给定 
M  >1, 每 个模重 复至多 M 次的 不相交 覆盖系 最小模 能否任 意大？  1986 年 R.  J. 
Simpson 证明了  N.  Burshtein 的 一 个 猜想， 进 而否定 地回答 了这一 问题. 

对于 不同模 覆盖系 {ai(mod  ni),  •  •  • ,  afc(mod  nk)}  (1  <  ni  <  ••-  <  nk),  Erdos 
与 J.  L.  Selfridge 猜想 最小模 趋于 无穷大 时模的 倒数和 l/n\  +  •  •  •  +  l/nk 趋于 
无穷， 2007 年  M.  Filaseta,  K.  Ford,  S.  Konyagin,  C.  Pomerance  与  G.  Yu  用 筛法证 
明了 这是正 确的， 2008 年 S.  Kim 又把他 们的结 果推广 到代数 数域整 数环的 理想剩 
余 类覆盖 上. 

覆盖系 （尤 其是不 同模覆 盖系） 有许多 应用. 尽 管我们 不知道 Fibonacci 数列 
是否 包含无 穷多个 素数, 但应用 覆盖系 R.  L.  Graham 在 1964 年证明 了有互 素的正 
整数 a 与 & 使得由 

扣 0  =  a，  Wi  =  6,  =  wn  wn—i  (tz  =  2, 3,  •  •  • ) 

给出 的序列 w2,  ■■- 不含 素数； 最 近吴克 俭与孙 智伟利 用覆盖 证明有 80 位 
的 正整数 a 与 M 使得 x  =  a  (mod  M) 时 a;2  -  F3n/2 至少 有两个 不同素 因子. 
Selfridge 利 用覆盖 系证明 78557  x  2"  +  1 总为 合数， 人 们猜想 78557 是最小 的正整 
数 /c 使得 +  1 总为 合数. 1975 年 F.  Cohen 与 Selfridge 利 用覆盖 系构造 了不能 
表成 ±2a  ±pb 形式 （其中 p 为 素数, a 与 b 为非负 整数） 的一个 94 位正 整数， 2000 
年孙智 伟证明 剩余类 

47867742232066880047611079  (mod  66483084961588510124010691590) 

中每 个数都 不能土 士  / 的形式 （其中 p 与 q 为 素数， a 与 & 为 非负整 数)；  2008 
年 T.  Tao 利用 Selberg 上界 筛法证 明对每 个整数 a  >  1, 素数 集都有 个正密 率子集 
使其中 每个素 数表成 a 进 制后无 论改变 哪一位 都变成 了合数 （a  =  2 时这一 结果蕴 
涵于 Cohen-Selfridge 与 孙智伟 的工作 中). 

剩余类 a(mod  n) 实际上 是加法 循环群 Z 的 指标为 n 的子群 nZ 的陪集 a+nZ, 
因 此整数 环的同 余覆盖 系概念 可推广 成一般 的群的 左陪集 覆盖. 关于 群覆盖 的一个 
基 本结果 是下述 Neumann-Tomkinson 定理： 如果群 G 的 有限个 左陪集 aiGi,  •  •  • , 
afcGfc (其中 ai ，… • ， afc 为 G 的 元素， G: ，…， Gfc 为 G 的 子群） 构成 G 的极 小覆盖 （即 
无多 余覆盖 系)， 则 诸指标 n^G-.Gi},  ■  ■  ■ ,  nfe=[G:Gfe] 都是有 穷的. 1974 年 Herzog 
与 Schonheim 提 出下述 猜想： 如果群 G 的 有限个 左陪集 aiGi,  •  •  • ,  akGk{k  >  1) 
构成 G 的 不相交 覆盖， 则 诸指标 ni=[G:G!],  •••,  nfc=[G:Gfe] 不 可能两 两互异 . M. 
A.  Berger,  A.  Felzenbaum 与 A.  S.  Fraenkel 证 明这个 猜想在 G 为 有限幕 零群与 
超可 解群时 正确； 孙智 伟证明 Gi,  ...， Gfc 在 G 中 次正规 时猜想 正确， 而且 诸指标 
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m=[G:Gi],  •••,  nfc=[G:Gfe] 中每个 至多重 复出现 M 次 时最小 指标的 自然对 数不超 
过 

(e7/ln2)M  ln2M+0(M  InM  lnlnM) , 

这里与 O 有 关的常 数是绝 对的. 孙 智伟的 下述猜 想远未 解决： 如果群 G 的 有限个 
左陪集 aiGi,  •••,  akGk 两两不 相交且 诸指标 [G：G!],  •••,  [G：Gfe] 都是有 穷的， 则必 
有 l《i<j  使得 与 [G-.Gj] 的最大 公因子 至少为 fc. 
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关于倒 数和发 散序列 的 厄尔多 斯-图 : 
(Erdos-Turan) 猜想 

Erdos- Tur an  Conjecture  on  Sequence  with  The 
Sum  of  Reciprocals  Divergent 


1936 年 Erd6s 与 Turan 提 出了下 述一般 猜想： 如果 <  a2  <  a3  <  为递增 
的正整 数序列 且级数 El/A 发散, 那么该 序列包 含任意 长的非 平凡算 术级数 （即 

i 彡 1 

公 差不为 零的等 差数列 ). 鉴 于所有 素数的 倒数和 发散, Erdos-Turan 猜想蕴 含着素 
数序列 包含任 意长的 非平凡 等差子 序列. 

1927 年, van  der  Waerden 建 立了下 述著名 结果： 如果所 有自然 数被分 成有限 
类， 那么其 中某一 类必包 含任意 长的非 平凡算 术级数 . van  der  Waerden 定 理是组 
合数论 中的基 本结果 之一. 受它的 启发, Erdds 与 Turan 猜测自 然数集 的子集 4 具 
有 正的上 密率时 4 必包 含任意 长的非 平凡算 术级数 .令 

rfc(n)=max{|A|  :  A 为 {1，... ，n} 的 子集且 A 不包 含长为 的非 平凡算 术级数 }, 

上述猜 测相当 于说当 n 趋向于 无穷时 rk(n)/n 趋向于 0. 关于倒 数和发 散序列 
的 Erdos-Turan 猜想 比这还 要强， 因为自 然数集 的子集 A 具 有正的 上密率 时级数 
l/a 发散. 

1953 年, Roth 得到了  Erdos-Turan 问题的 第一个 非平凡 结果. 他 证明了  r3(n) = 
0(n/loglogn).  Roth 的证明 是基于 解析数 论中的 Hardy-Littlewood 圆法. 1975 
年， Szemeredi 完全 证明了  Erdos-Turan 关于 具有正 的上密 率集的 猜测， 此 结果现 
在叫 Szemeredi 定理. Szemeredi 的证明 是纯组 合的， 关键的 技巧是 SzemerSdi 正 
则化 引理. Szemeredi 正 则化引 理现在 已经成 为图论 中的重 要工具 之一. 1970 年， 
Furstenberg 利 用遍历 理论的 方法， 给出了  Szemeredi 定 理的新 证明. 目前 遍历方 
法已成 为研究 Szemeredi 型问 题最强 有力的 工具. 另一 方面， 遍历方 法虽然 能证明 
rk(n)/n 趋向于 0, 但却 不能给 出关于 rk(n) 的 非平凡 的界. Szemeredi 的组合 方法虽 
然能 够给出 rk(n) 的界, 但 这个界 的增长 远超过 任何原 始递归 函数. 1998 年, Gowers 
推广了  Roth 的 方法， 并 结合和 集理论 中深刻 Freiman 定理与 Balog-SzemerSdi 定 
理, 给出了  Szemeredi 的第 三个证 明以及 rk(n) 的 较好的 上界. Gowers 证明 的一个 
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重要之 处在于 引入了  Gowers 范 数这一 概念. 最近, Rodl 等人与 Gowers 分 别独立 
将 Szemeredi 正则化 引理推 广到超 图上， 从而 给出了  Szemeredi 定理的 第四个 证明. 

2005 年， Green  与  Tao 利用  Furstenberg  证明的 思想， 并 结合了  Goldston、 Pintz 
与 Yildirim 的 关于素 数分布 的一个 结果， 证明 了素数 中包含 了任意 长的非 平凡算 
术 级数. Green 与 Tao 的证 明中关 键的部 分是一 个转换 原理, 将素数 集转换 成自然 
数的 一 个 正密率 子集， 然 后运用 Szemeredi 定理. 

Green-Tao 定理的 证明中 需要运 用到关 于黎曼 （ 函数 的一些 性质， 所 以他们 
的 方法尚 难以直 接用于 处理关 于倒数 和发散 序列的 Erdos-Turan 猜想. 此 猜想的 
难点 在于如 何运用 序列倒 数和发 散这一 条件. 不过, Tao 指 出只要 对某个 e  >  0 有 
rk{n)  =  0(n/(logn)1+E), 就 可以推 出上述 猜想. 事 实上， Erdos 甚 至认为 rfe(n) = 
0{n/i\ogn)A) 对 任意的 A  >  0 都 成立. 关于 rk(n) 的界， 目 前仅对 r3(n) 得 到一些 
比 较好的 结果. Behrend 证明了  r3(n)  >  exp (- C(log n)1/2)% 这里 (7 是 一个正 常数. 
最近， Bourgain  证明了  ”3(n)  =  0(n(loglogn)2/(logn)2/3).  k  >  3 时对  rfe(n) 的上 
界所知 甚少， Green 与 Tao 宣称 他们可 以证明 r4(n)  =  0(n/(logn)c) 对某个 c  >  0 
成立. 
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关于 奇数阶 阿贝尔 （Abel) 群的 Snevily 猜想 

Snevily’s  Conjecture  on  Abelian  Groups  of  Odd  Orde 

1999 年 H.  S.  Snevily 提 出下述 猜想： 对于 奇数阶 （乘 法) Abel 群 G 的 fc 
元子集 A  =  {ai,  -  -  -  ,ak} 与 B  =  {卜， … ,bk}, 必有 {1,  ••-  ,k} 的置换 a 使得 
ai^r(i), … , «fe^cr(fc) 两两 不同. 

大 家知道 群论中 对有限 Abel 群的 结构早 已研究 清楚， 要想提 出关于 Abel 群 
的难 题似乎 不太容 易了.  Snevily 的 上述猜 想一经 提出， 就因 其简洁 优美与 富有挑 
战 性而受 到组合 数论界 的广泛 关注. 这 个猜想 是关于 调序的 众多组 合难题 中最典 
型的 例子. 

1952 年 M.  Hall 证明了  G.  Cramer 关于 Z„  =  Z/nZ 的一个 猜想， 并把 它推广 
成 下述关 于有限 Abel 群的 结果： 设 G  =  {ai,  •  -  -  ,an} 为 n 阶 Abel 群 ， 6：l, …人 
为它的 （可 重复） 元素， 则存在 {I,---  ,«} 的置换 a 使得 ai&CT(1), ••-  , anba{n) 两两 
不同 （即 G  =  {ai6CT(i), ••-  ,  anbaM}) 当 且仅当 h  ...  bn 等于 G 的 单位元 e.  Snevily 
受 此结果 启发提 出了他 的关于 奇数阶 Abel 群的 猜想. 

为 何猜想 中要求 Abel 群 G 的阶 数为奇 数呢？ 首先 注意， 奇数阶 Abel 群没有 
二 阶元， 因而它 的所有 元素之 积恰为 单位元 （每 个元与 它的逆 元乘在 一起等 于单位 
元). 其次, 偶 数阶群 G 必有 3 阶元 5, 取 即 知没有 要求的 结论. 

对于 n 阶群 G  =  {04, … , a„}, 它的 Cayley 乘法 表是个 n 阶方阵 M, 其 i 行 
3 列元为 aiaj, 显然 M 是个 n 阶 拉丁方 （其 每行元 素各不 相同， 每列 元素也 各不相 
同). 一个 n 阶拉 丁方包 含拉丁 横截指 它的某 n 个位置 上所填 的元素 互异， 而且这 
n 个位置 中没有 两个同 行也没 有两个 同列. Snevily 猜想等 价于说 奇数阶 Abel 群乘 
法表 的每个 fc 阶子方 阵都包 含拉丁 横截. 

2000 年 Noga  Alon 使用域 上多项 式方法 证明了  Snevily 猜想对 奇素数 阶循环 
群 成立. 事 实上， Alon 证明了 下述更 强的结 论：设 p 为素数 ， A  =  {ai, ••-  ,ak} 
为 ％ 的 fc 元 子集， 6i, ••-  ,bk  e  Z.p, 而且 A: 〈: p, 则有 {1，... ，fc} 的置换 a 使得 
ai  +  卜⑴， ... ， +  & <r(fe) 两两 不同.  2001  年  Dasgupta,  Karolyi,  Serra  与  Szegedy 
用 多项式 方法对 奇数阶 循环群 证明了  Snevily 猜想； 他 们还把 Alon 的结果 推广到 
素 数幂阶 循环群 与初等 Abel 群上， 并提 出下述 DKSS 猜想： G 为有限 Abel 群且 
|G|  >  1 时， 对于 G 的 fc 元子集 A  =  {«!,••• ,办} (其中 fc 小于 |G| 的最小 素因子 
p(G)) 与 G 中 （可 重复） 元 bu …， bk, 必有 {1， ... ， fc} 的置换 cr 使得 ■⑴ ，…, 
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akba{k) 两两 不同.  2003 年孙智 伟注意 到对于 挠子群 循环的 Abel 群 G 的 fc 元子集 
A={ai,  •••,  与 B={bu  •••,  bk}, 只要 B 中元 都是奇 数阶的 （不 必要求 G 是奇 
数 阶的） 就有 {1, …， fc} 的置换  <7 使得 01^(!),  •••,  akba{k) 两两 不同.  2004 年高维 
东与王 殿军用 群环方 法证明 Abel  p- 群 G 上 DKSS 猜想在 fc2  <  2p 时 成立， 而且 
Abel 群 G 上 Snevily 猜想在 fc2  <  p{G) 时 成立.  2008 年 冯涛、 孙智 伟与向 青利用 
外 代数与 Abel 群的 特征证 明关于 Abel 群 G 的 DKSS 猜想 在如下 的三种 情形下 
成立： ① G 为 p 群 ，② |G| 的第二 小素因 子大于 fc!, ③ A 形如 {a,  a2,  •  •  • ,  aft} (其 
中  a  7^  e). 

2006 年孙智 伟证明 了下述 类似于 Snevily 猜 想的结 果：设 G 为具有 循环烧 
子群的  Abel  群 （不 要求  G  是 奇数阶 的)， A={ai,  •••,  ak},  B={6i,  •••,  bk},  C= 
{ci, …， Cfc} 都是 G 的 fc 元 子集, 则有 {1,  ••-  ,k} 的置换 a 与 t 使得 ■⑴ cT ⑴，… , 
akba{k)cT{k) 两两 不同. 因此， n 阶 循环群 的立方 乘法表 的每个 fc 阶立 方子块 都包含 
拉丁 横截. 孙注意 到这一 结果不 能推广 到一般 的有限 Abel 群上, 事实 上对于 Klein 
四元群 C2xC2 它 就是不 对的. 

Snevily 猜想 在组合 数论中 有着基 本的重 要性. 目 前所用 的研究 方法都 无法彻 
底解 决它， 这使得 Snevily 猜想 极富挑 战性. 预 计最终 解决它 的方法 将有力 地推动 
组合 数论的 发展. 

最后 指出， Snevily 的另一 个调序 相加猜 想也未 解决： 设 a：L,  •••,  为 整数且 
k  <  n, 则有 {1,  ••-  ,k} 的置换 (j 使得 a:  +  a(l), … ，afc  +  cr ⑻模 n 两两不 同余. 
2002 年 Kezdy 与 Snevily 证明了  A:  <  (n  +  1)/2 时 此猜想 正确， 孙智 伟与叶 永南对 
此做了 推广. 


1  2  3  4  5  6  7 
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关 于有限 域上代 数曲线 点数的 DHnfeld-Vladt 界 

The  Drinfeld-Vladt  Bound  on  Numbers  of  Points  of 
Algebraic  Curves  over  Finite  Fields 

Fq 设是 9 元有 限域, 其中 g 是某个 素数的 方幂. 对于 Fq[x,y] 中 每个不 可约多 
项式 我们 有一条 （不 可约） 代 数曲线 C  :  f(x,y)  =  0 .以 Nq{C) 表 示曲线 
C  $ 坐 标属于 巧 的点 的个数 （包 括曲线 C 在 & 上的 无穷远 射影点 ). 1941 年, A. 
Weil 提出猜 想：若 C 是绝对 不可约 的非奇 异曲线 ，则 \Nq{C)  -  (9+1)|  <  其 
中 5  =  ff(C) 是曲线 C 的亏格 （genus).  Weil 本人于 1M8 年证 明了这 个猜想 ，证 
明 采用了 他建立 的代数 几何新 概念, 这些 概念将 代数几 何的研 究推进 到一个 新的水 
平. 事 实上, A.Weil 对于有 限域上 高维代 数簇提 出了更 一般的 猜想， 高维 Weil 猜想 
由 P.Deligne 于 1973 年 证明， 并获得 1978 年菲 尔兹数 学奖. 

数 论和代 数几何 的上述 结果, 在通信 的代数 编码理 论中得 到令人 振奋的 重大应 
用. 1970 年代, 前苏联 数学家 Goppa 基于 Riemann-Roch 定理， 构作 了新型 的纠错 
码， 叫做 代数几 何码. 1982 年， 三位 代数几 何学家 Tsfasman，Vladut 和 Zink 采用 
模曲 线构作 代数几 何码, 其纠错 性能达 到甚至 超过了  1952 年的 Gilbert- Varshamov 
界， 是纠错 理论的 一 个重大 突破. 后来 Garcia,  Stichtenoth 和 邢朝平 等人利 用更初 
等的 Artin-Schreier 曲线 族给出 类似的 结果， 使 经典和 量子纠 错码的 渐进界 不断加 
以 改进. 

纠错 码所使 用的代 数曲线 希 望其上 有较多 的点， 即希望 Ng(C) 的 值愈大 
愈好. 代 数几何 码的应 用提出 以下一 个数学 问题： 对于每 个固定 的整数 S  >  0, 以 
A(q,g) 表示 Nq{C)/g{C) 的最 大值, 其中 C 过 亏格为 9 的 ％ 上 全部代 数曲线 .再 
令  A(q)  =  lim  A(q,g). 问题： A(q)  =? 

这个# 源 5 应用的 问题引 起一些 著名数 学家的 兴趣. 这个 问题是 Ihara 于 1981 
年提 出的， 由 上述的 Weil 定理 可得到 A(q)  <  2^/q.  1983 年, Drinfeld (菲 尔兹 奖获得 
者） 和  Vladut  改进了  Ihara  的 思想， 证明了  A(g)  <  一  -  1. 而  Tsfasman,Vladut  和 
Zink (以及 Ihara) 利用 模曲线 理论给 出：当 9 为平 方数时 （即 9  =  p2™ 为素数 的偶次 
方幕 时)， A(q)  =  y/q-l. 剩 下的问 题是： 如果 9  =产+1, 其中 p 为 素数， 目 前只知 
Gilbert- Varshamov  界  A{q)  ^  ^/q—1, 不知  A{q) 的确 切值. 在下界 方面， J.-P.Serre 
于 1983 年 得到： A(q)^  clogg, 其中 c 是正 实数. 后来下 界有所 改进, 但是 Serre 所 
采用 的方法 （函数 域类域 的无限 序列） 仍 旧是研 究此问 题的一 个重要 手段. 
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除了 上述 Gilbert- Varshamov 界 的问题 之外， 明 显的构 作一批 上 的曲线 C, 
使 得点数 Nq(C) 达到 Weil 的上界 Nq{C)  =  1  +  q^2g{C)y/q  (这时 C 叫做 极大曲 
线） 也 是信息 应用领 域中感 兴趣的 问题. 
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朗兰兹 (Langlands) 纲领 

Langlands  Program 


一、 历史背 景与中 心思想 

Riemann(1859) 猜想  Riemann  (函数 

-X  1 

C(s)  =  Res  >  1 

n=l 

在解析 延拓至 全复平 面后， 所有非 显然零 点的实 部均为 1/2[39L 文献 [45] 提出了 
有 限域上 n 维光 滑射影 簇上的 Riemann 猜想， 并同时 证明了 有限域 上代数 曲线与 
阿贝 尔簇的 Riemann 猜想 成立. Deligne[6] 最终 证明了  Weil 所 提出的 Riemann 猜 
想 [叫. 

Weil 和 Deligne 的 证明有 一 大 特点， 即不 是对单 一 的一个 （ 函 数证明 Riemann 
猜想， 而是 对一族 （ 函 数来证 明的. Weil 的证明 启发了  Langlands 对 Riemann 
C 函数、 Artin  L- 级数与 Hecke  L- 级 数进行 推广， 形 成了关 于自守 L 函 数理论 
的猜想 （见 文献 [31] 〜 [33]). 为了 构造这 些自守 i 函数， Langlands 利用了  Harish- 
Chandra(1923-1983) 关于半 单李群 表示的 理论， Borel(l923_2003) 与  Harish-Chandra 
关 于线性 代数群 的算术 理论， 及文献 [17] 关于 Whittaker 函数 的理论 P2).  Langlands 
同时 构造了  L 群的 概念， 并 发展了  Eisenstein 级 数理论 (1965). 

自守 L 函数 是通过 自守群 表示定 义的. Langlands 猜想这 些自守 i 函 数之间 
满 足某些 和谐的 关系， 并存 在唯一 的因式 分解. 反 映到自 守群表 示上， 这就 是自守 
群 表示之 间的函 子性， 这种函 子性猜 想可以 完全由 i 群之 间的 映射来 确定. 给定一 
个 线性代 数群， 它在 基域上 的自守 群表示 与某一 个扩域 上的群 表示之 间的关 系称作 
基 变换， 是函 子性的 _个 特例. 

Langlands 函子 性猜想 第一个 被验证 的实例 是代数 数域上 GL2 的自守 表示与 
四 元数代 数的乘 法子群 的表示 之间的 函子性 [181 这部 经典著 作中所 证明的 函子性 
同时也 提出了  Artin 猜想 的原始 形式与 函子性 猜想的 关系， Artin 猜 想也被 重新表 
述为 Galois 群的 C： 维复 表示与 GL2 自守 群表示 之间的 函子性 猜想. 

Artin 猜想 指出 Galois 群上 构造的 Artin  L 函数为 全纯. Langlands 猜想这 
些 Artin  L 函数实 质上都 应该是 自守群 表示的 L 函数. 这样, 通 过文献 [10] 关于自 
守 L 函 数的理 论与全 纯性的 证明， Artin  L 函 数的全 纯性就 可由其 函子性 推出. 
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设 E 为 (Q 上的一 个椭圆 曲线， 我们可 以定义 椭圆曲 线五的 Hasse-Weil  L  g 
数  L(s,  E),  Birch  和  Swinnerton-Dyer  猜想  _B(Q) 的  Mordell-Weil  秩等于  L(s,  E) 
在 s  =  1 处 的零点 的阶. Shimura-Taniyama-Weil 猜想 L{s,E) 等于某 个自守 i 函 
数 (1950s). 这 个猜想 最终被  Taylor-Wiles[43! 与  Breuil-Conrad-Diamond-Taylorl5! 
证明. Taylor- Weil[43] 的 证明在 Wiles!46] 对 Fermat 大 定理的 证明中 起了关 键性的 
作用. 

上述 结果进 一步地 支持了  Langlands 关于 L 函数的 猜想， 即最 一般的 L 函数 
都应该 是代数 数域上 GLn 的自守 L 函数， 而这 些自守 L 函 数均可 唯一地 分解为 
“ 标准”  L 函数的 乘积. 这里， 标准 i 函数指 (Q 上 GLm 的自 守尖点 表示所 对应的 
L 函数. 这 里分解 的唯一 性可以 通过群 表示论 的方法 或分析 方法来 证明. 

在几 何方面 ，设 X 为 一个光 滑的、 射 影的、 几何 上不可 约的、 在有限 域上的 
代数 曲线， 7n(X) 为其 Stale 基 本群. Langlands 猜想 7Ti (X) 的任意 n 维不 可约的 

t 进表 示均可 - ■对 应于函 数域上 GLn 的自守 表示. 这 个函数 域上的 Langlands 

对应在 GL2 的情 况下由 Drinfeld[7] 证明 ，而 一 般 情况由 Lafforgue[28l 证明. 几何 
Langlands 猜 想更进 一 步预见 7^(1) 的 n 维不可 约 £ 进 表示均 对应于 Hecke 尖点 
特征层 [29,35]. 


二、 自守 群表示 

设 F 为 一 代数 数域, w 为 F 的 一 个 Archimedes 或非 Archimedes 赋值， F„ 为 F 
在该 赋值下 的完备 化扩域 . F 的 阿代尔 环由限 制乘积 FA  =  n'uF„ 定义 .设 G 为一 
可简约 线性代 数群， 则 我们有 G(FA) 及其 有理点 G(F). 记 G 的中心 子群为 例 

.设 w 为 F 的伊代 尔群® 1 上的一 个非平 

凡 特征, 其在 F* 上平凡 ，则 W 又可 被看作 Z(F)\Z(Fa) 上 的一个 特征. 

考虑函 数空间 L2{Z(¥a)G{¥)\G(¥a),w), 其 中的函 数对有 理点左 不变： /(75) = 
G  G(F),5  e  G(FA); 以  W  为中心 特征： f(zg)  =  w(z)f(g),z  G  Z(¥A),g  e 
G(Fa)； 并 且积分 

f  \f(g)\2dg  <  00. 

JZ(FA)G(F)\G(FA) 

记 L2(Z(¥a)G(¥)\G(¥a),w) 中对所 有非平 凡抛物 子群的 幂单根 式子群 iV 满足 


/  f(ng、dn  =  0, 

Jn(¥)\N(¥a) 


对几 乎所有 9  G  G(Fa) 


的函数 / 所构 成的子 空间为 L2(Z(Fa)G(F)\G(Fa),^). 例如对 于 G  =  GLn, 非平 
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凡抛 物子群 可取为 


定义群 G(Fa) 在空间 L2(Z(Fa)G(F)\G(Fa),«;) 上的 右正则 表示为 


p- G(FA)  4  End(L2(Z(FA)G(F)\G(FA),M；)),  (p(g)f)(h)  =  f(hg). 

P 在 子空间 L20{Z(¥a)G{¥)\G(¥a),w) 上有 离散谱 分解, p 在砧 上任 意一个 不可约 
子表示 7T 被称为 自 守尖点 表示. P 在 之外 的连续 谱分解 可以用 Eisenstein 级数 
理论 得出. 

自守尖 点表示 7T 可以分 解成局 部表示 的乘积 7T  =  ®V~KV, 其中 7TW 为 G(F„) 的 
光滑， 可容 许不可 约表示 .  7rt, 可以用 Weil 群或 Weil-Deligne 群的 连续同 态来描 
述 .记 为 F.u 的代数 闭域, 为 F„ 的最 大非分 歧扩域 ，则 GaKF^/F,,) 同构 
于 npZp  =  Z. 定义 Gal(f„/F„) 二 Gal(F„r/F„) 为从艮 ，到 F.u 的 限制. 记 Z 为 
Z 兰 Gal(FMr/F„) 由 Frobenius 元素 Fr 生成的 无限循 环子群 ，则 Weil 群 为 Z 
在这个 0 ■下 的逆像 ，而 Weil-Deligne 群 WL 为 WF 与 C 的 一个半 直积. 利用群 G 的 
根系， 可以 定义群 G 的 L 群 LG^.  L 群为 ~一 个复可 简约群 iG15 半直 积一个 Galois 
l¥：  LG=  l(G/F)  =  lG°x  rF ，其中 rF  =  Gal(f/F)_  例如  L(GLn/¥)  =  GLn{C)  x  Tw. 

局部 Langlands 对应猜 想指出 G(F„) 所有 可容许 不可约 表示可 被分拆 成有限 
非 空子集 小 包”， 而这些 i 小包均 可用从 或 Wt 到 的 连续同 态唯一 
描述. GL2 的局部 Langlands 猜想由 Kutzko[27] 证明. GLn 的局部 Langlands 猜想 
由 Harris-Taylor[13] 与 Henniart[14] 独立 证明. 对于 一 般 线性可 简约代 数群， 这个猜 
想尚 未得以 证明. 

局部 Langlands 对 应可以 用来构 造局部 Langlands  L 因子 L(s,  nv), 从 而定义 
L 函数： 

L{s,n)  =  nt ，有限 i(S，7Tt,)， A(S，7T)  =  n 所有 Xs,%). 

Langlands!33! 证明 了对于 自守尖 点表示 tt， 定义 L{s，tt) 与 A(s,tt) 的无穷 乘积当 
Res 充 分大时 收敛. 

Godement- J acquet  1101 亦 定义了  L 函数 LGJ 与 AGJ, 其方法 不同于 以上局 
部 Langlands 对应 的方法 . LG 〃与 AG〃 有很 好的解 析性质 与函数 方程. 由局部 
Langlands 猜 想的证 明可得 出对于 GLn, 它们与 L(S,n)、 A(s,tt) 相等. 

Langlands 对 Art  in 猜想 的重新 表述可 以写作 Langlands 互反律 猜想： 设 u 为 
Gal(F/F) 或相对 Weil 群到 的一 个连续 同态. 这样的 (7 的等 价类应 该与群 G 
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的自 守表示 7T 对应， 并有着 同样的 L 函数 i(s,a)  =  Lgj{s,tt)^. 对于 G  =  GL„, 
Langlands 互反律 猜想当 n  =  1 时 即为类 域论. 当 n  =  2 时， 如果 Galois 群 的二维 
表 示是四 面体群 或八面 体群的 类型， 这个 猜想被 Langlands _ 与 Tunnelll44! 证明. 
而 当这个 二维表 示为二 十面体 类型， 或当 G 不是 GLuGh 时， Langlands 互反律 
猜 想仍然 未知. 

利用 L 群的 概念， Langlands 函子性 猜想可 作如下 描述. 设 G 与 F 为域 F 
上两个 可简约 线性代 数群， G 为拟分 裂的. 设咕 .. lH  —  lG 为一个 L 同态 .这 
里 一个连 续同态 寸 'LH  —  LG 被称 为一个 i 同态， 如果 ^\LH° 是 一个复 解析同 
态： LH0  一  lG°. 对于 F 的任 意赋值 ?;， 设 么 为岭 限制到 ^(^(F,))  L(G(F„)) 

的 映射. 利 用局部 Langlands 猜想 ，设 «)* 为从 H(¥v) 的 局部群 表示到 G(F„) 的 
局部群 表示的 对应. 设 7r  =  <^vnv 为 F(Fa) 的 一 个自守 表示. Langlands 猜 想利用 
n,  g  (a)*(7t„) 可以构 造一个 g(fa) 的自 守表示 n  =  ®„n„. 同时有 问题： 当 tt 为 
自守 尖点表 示时, 在什么 条件下 n 亦 为尖点 表示？ 

例一， 设丑 = {1},  G  =  GL„ ，贝 IJ  1丑 = {1}  x  rF,  =  GLn(C)  x  rF. 又设  a  为 
rF  的一个  n  维复 表示， cr  :  rr  GLn(C). 定义  L  同态  V>(1,7)  =  (CT(7),7),7  e  rF. 
对 于这个 i 同态， 函 子性猜 想就是 Langlands 互反律 猜想. 

例二， 设 E 为 F 的一个 m 阶 Galois 扩域， 设丑为 F 分裂. 又设 G  =  RE/rff, 
即 G 由 从 E 到 F 限制 基域而 得出， G(F)  =  则 =  lH°  x  Tf, 

lg=  {lh°  x  ...  x  lh°)  x  rF. 

m 个 

定义  L  同态咕 ：LH  —  LG,  ^{x,  7)  =  (X， …， x， 7),  a;  e  Li?0, 7  e  rF, 其在  LH°  上为 
对角线 映射. 对这个 # 的 函子性 叫作基 变换. 

当 E 为 F 的可解 Galois 扩域时 ，丑 = GL2 的基 变换由 Sait6 网与 Langlands_ 
证明， i?  =  GLn 的基 变换由 Arthur-ClozelW 证明. 当 E 是 F 的 二次扩 域时， GLn 
的基变 换可以 由某个 L 函数在 s  =  1 点 的解析 性质来 描述， 或由 群表示 空间的 
函 数在酉 群上的 积分来 描述. 这种二 次扩域 基变换 的存在 与描述 ，由 Jacquet  et. 
al(1986-2005) 利用相 对迹公 式证明 .当 E/F 非可 解时， 或当 丑非 时， 基变换 
的存 在仍然 未知. 

例三， 设  =  GL2,G  =  GLm+1 ，贝 IJ  ^丑 = GL2(C)xT¥,lG  =  GLm+1(C)  xrF. 
记 Symm  :  GL2(C)  —  GLm+1(C) 为群 GL2(C) 的 m 次 对称幂 表示, 其 作用在 to 次 
对 称张量 空间上 .则 i 同态 妒 ： L 丑 — ■  LG,ip(x,-y)  =  (Symma;, 7) 预 见了从 GL2 自 
守表示 7T 到 GLm+i 自 守表示 Sym^V 的函 子性， 并且当 7T 是 尖点表 示时， Symm7r 
除 特殊情 况外亦 为尖点 表示， L(s,Symm7r) 为全纯 函数. 

对于  Sym27r,  Shimural42! 证明了  i(s，Sym27r) 为 全纯. Gelbart- Jacquet  191  证明 
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了  Sym27T 的函 子性并 确定了  Sym27T 为尖点 表示当 且仅当 tt 非二面 体型. 对于 
Sym37r, 其 函子性 与尖点 表示的 条件由 Kim-Sliahidi[25] 证明. Sym47r 的函 子性为 
Kim[22] 证明， 其尖 点表示 条件由 Kim-Shahidi[24] 得出. 

利用 Sym47r 的函 子性， Kim-Sarnak[23] 证 明了对 GL2(Qa) 的尖 点表示 tt, 当 
7TP 为非 分歧的 时候， |Q；7r(j,p)|  <  _p7/64; 当 7Too 为非分 歧时， |Re~(j)| 彡 7/64. 这里 
=  1，2, 由 7T  的  L  函数 给出： 

2 

A(s,7r)  =  L(5,  7Too)L(S,  7T),  L(S, 丌 

oo  ) = J|rR(s  +  ^(j)), 

■7 + =1 

rR(S)  =  7T_S/2r(s/2),  L(s,  7r)  =  J|L(s,7Tp), 

p 

2 

L(s,7Tp)  =  Yli1  -  ^7r(j,p)p~S)~1. 

J=1 

同时 他们还 证明了 对于同 余子群 r  c  SL2(Z), 上 半平面 H 模 r 上 的非欧 Laplace 
算子的 第一个 正特征 值 Ai  >  1/4  -  (7/64)2. 

对于  GLn  的广义  Ramanujan  猜 想预见  \  =  l,Re/v(j)  =  0,j  =  1, …， n, 

当 7rp 与 7Too 为非 分歧时 成立. 如果 对任意 m,  Symm7r 的函 子性能 够建立 ，则 GL2 
的广义 Ramanujan 猜想 就得以 证明. Selberg 特 征值猜 想预见 Ai  >  1/4, 上述 
Ai  ^  1/4  -  (7/64)2 亦 为迄今 最好的 结果. 

对任意 m,  Symm7r 的 函子性 还可以 推出对 GLn 自 守表示 7r 的 Lindelof 猜想： 


L(l/2  H-  it,n)  c(7r， t)e, 


这里 [16]  n 

C(7T,  t)  =  Nn  niK1 +  +  it\d(v)) 

j=l  v=oo 

为 L(s,7r) 的解析 前导子 ， l 由 L(s,7r) 的函 数方程 A(1  —  s, 开） = 1/2 A(s, 7r) 
给出 ，亓为 7T 的逆步 表示， 1^1  =  1,  d ㈤ = 1 如果 1  =  R， d ㈤ =  2 如果 1  =  C. 

L(l/2  +  it,7r) 的 平凡上 界可由 Phragmen-Lindelof 凸 性原理 推出， 故称 为凸性 
界： 

L(l/2  +  it,7r)  c(7T, 


超越凸 性界的 非平凡 上界称 作次凸 性界. 对于 GL2 尖点 表示， L(l/2  +  zt,7T) 的次凸 
性界在 f 的 方面由 Good[n] 与 Meuramn[36] 得出， 在谱 ^(j) 的 方面由 Ivi6[15] 与 
peng[38] 得出， 在 f 与 "W) 同时由 Jutila-Motohashi[19] 得出， 在 前导子 1 方面由 
Duke-Friedlander-Iwaniec[8] 得出. 这些次 凸性界 最好的 指数可 以达到 l/3  +  e. 

GUL 函数的 次凸性 界结果 仅限于 Rankin-Selberg  L 函数 L(sjxg), 其中 / 
与 g 为尖 点形式 J 固定 .在 M/0') 方面 的次凸 性界由 SarnakM 与 Lau 等 M 得 
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出 ，在 f 与 fif(j) 方面由 Jutila-Motohashi^20] 得出， 在 前导子 _/V/ 方面 ，由 Kowalski- 
Michel-VanderKam[26],  Michel[37],  Harcos-Michel[12] 得出. 这里在  ^f(j) 方面 最好的 
上 界亦为 1/3 +  e. 前导子 _/V/ 方 面的次 凸性界 可以用 来解决 (Q 上 某一类 Shimura 
曲线上 Heegner 点的 不完全 轨道的 一致分 布问题 [47]. 

GL8L 函 数的次 凸性界 结果仅 限于三 重乘积 L 函数 其中 f，g，h 
均为尖 点形式 .当 / 为 二面体 尖点形 式时， L(l/2  +  x  f  xh) 的次凸 性界由 
Samak[41] 与 Lau 等 [34] 得出. 这个 结果可 用来推 出测度 |/ ⑷ |2 办办 /?/2 在 r\IHI 上 
的 一致分 布性， 在 量子物 理上有 重要的 应用. 当 g 与 h 固 定时, L{l/2  +  itJxgxh) 
对于 fif(j) 的次凸 性界由 Bernstein- Reznikov 得出. 

对于 其他的 L 函数， 未 知次凸 性界. 
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类数 1 实二次 域的高 斯猜想 


Gauss  Conjecture  on  Real  Quadratic  Number  Fields 
with  Class  Number  One 


高斯在 1801 年 出版的 《数论 研究》 (Disquisitions  Arithmeticae)  一 书的 第五章 
中 系统地 讨论了 2 次 型表示 整数的 问题， 对于给 定的不 全为零 的整数 a,b,c, 不定 
方程 ⑽2  +  toy  +  q/2  =  n 对哪 些整数 n 方程有 整数解 （a;， y). 这个问 题起源 于费马 
(Fermat) 在 17 世纪 的一个 猜想： 每个被 4 除余 1 的素数 p 都 可表示 为两个 整数的 
平 方和， 即方程 x2+y2  =  p 必有整 数解. 高斯把 这个方 程写成 p  =  (x+iy)(x-iy)(i  = 
x^I), 然后 考虑所 有形如 a  +  ib 的 复数， 其中 a 和 6 都 是整数 （后 人称这 样的复 
数为 高斯整 数). 所有 高斯整 数组成 的集合 ^卩] 是一个 （交 换） 环， 后 人称为 高斯整 
数环 （其中 Z 表示通 常整数 形成的 环). 高斯 把通常 整数环 Z 中素数 的定义 推广到 
环 Zp] 中， 后人称 为高斯 素数： 一 个高 斯整数 a  =  a  +  ib 是高斯 素数， 是指 a 不为 
0，±1 和 ±i， 并且 a 不是 绝对值 均小于 |a|  =  \/a2  +  b2 的 两个高 斯整数 的乘积 .利 
用这些 概念， 上述费 马猜想 可以表 述为： 每个被 4 除余 1 的素数 p 都不是 高斯素 
数 （即: P 为两个 共轭的 高斯素 数的乘 积). 高 斯发现 在环別 i] 中 也有唯 一分解 性质, 
即 每个高 斯整数 a(|a|^2) 均 可表示 成有限 个高斯 素数的 乘积, 并且 表示法 本质上 
是唯 一的. 利用环 2卩] 的这个 性质， 高斯不 仅证明 了费马 的上述 猜想， 而且 完全决 
定了 对哪些 正整数 n, 方程 x2  +  y2  =  n 有整 数解, 甚至还 决定了 整数解 (x,y) 的个 
数. 

高斯 整数环 2卩] 的分 式域是 =  Q[V=T], 它是有 理数域 Q 的二 次扩域 ，即 
实二次 数域. 在研究 任意不 定方程 ax2  +  bxy  +  cy2  =  n 的整数 解时, 需 要研究 一般的 
二 次数域 if  =  Q[Vd], 其中 d 为 整数, d  #1 并且 d 不被任 何素数 p 的 平方所 除尽. 

二 次数域 X 的 代数整 数环为 Ox  =  Z ㈣ (当 d 三 2,3(mod4) 时) ，或 Z 

(当 d  e  l(mod4) 时). 高 斯的问 题是： 对哪些 1 次数域 if  =  (3[^, 环 Ok 具有唯 
一因 子分解 性质？ 

当 d  >  0 时， 兄 = Q[Vd] 叫做实 二次域 （因为 K 是实数 域的子 域)， 当 d  <  0 
H,  K  叫虚二 次域. 高斯发 现  d  =  -1,-2,— 3, -7, -11， -19, -43, —67 和  一  163 时, 
Ok 具有 唯一因 子分解 性质， 并且再 没有发 现其他 虚二次 域有此 性质. 而 对于实 g 
次域 if, 发现 有许多 Ok 具有 唯一因 子分解 性质. 于是 他提出 如下的 猜想： 

(I) 只 有上述 9 个虚 二次域 if,  具有 唯一因 子分解 性质； 


类数 1 实二次 域的高 斯猜想 


. 123  - 


(II) 存 在无穷 多个实 二次域 使得 Ok 具有 唯一因 子分解 性质. 

高 斯的这 项研究 成为数 论的一 个新分 支代数 数论的 起点. 代数 数论研 究代数 
数域 （即 有理 数域的 有限次 扩域， 简称为 数域） 和它的 （代 数） 整数环 Ok 的 性质. 
数域 K 中 的分式 理想群 I(K) 有一 个子群 P(K), 叫做主 分式理 想群, 商群 C(K) 二 
I{K)/P{K) 叫 做数域 if 的理 想类群 （简 称为类 群)， 这是一 个有限 交换群 .群 C{K) 
的阶数 h{K)  =  \C{K)\ 叫 做数域 if 的理 想类数 （简 称为类 数). 可以 证明： h{K)  =  1 
当且 仅当环 Ok 中每 个理想 都是主 理想， 也当 且仅当 Ok 具有 唯一因 子分解 性质. 
于是， 高 斯上述 两个猜 想可以 重新叙 述为： 

(I') 类数为 1 的 虚二次 域只有 9 个； 

(II") 类数为 1 的实 二次域 有无穷 多个. 

猜想 （I') 于 1967 年 由英国 数学家 Baker 和美国 数学家 Stark 分 别独立 给予证 
明. 前 者使用 了超越 数论的 工具， 而 后者则 采用了 模形式 理论中 的深刻 结果. 而高 
斯 关于实 二次域 的猜想 （11〃） 至 今未能 解决. 

代数数 域的类 群和类 数问题 是经典 代数数 论的核 心问题 之一. 1983 年, H.Cohen 
和 H.W.Lenstra 甚至提 出了更 大胆的 猜想： 对于 许多种 类型的 数域, 对于给 定的有 
限 交换群 G, 在 判别式 D{K)  <  x 的所有 这类数 域中， 类群为 G 的所占 比例当 
+00 时存 在极限 a, 并 且它们 给出非 负实数 a 的猜 想值. 大量 数据计 算支持 
他 们的猜 想的正 确性. 以实 二次域 K  =  Q[Vd\ 为例， 它的判 别式为 D{K)  =  4d (当 
d  =  2,3(mod4) 时) ，或 D(K)  =  d {当 d 三 l(mod4) 时). 高斯 已经证 明了当 D{K) 
不是 素数时 ，冗 的 类数为 偶数, 从而 h{K)  ^  2. 按照 Cohen-Lenstra 猜想 ，当 D{K) 
通过所 有的素 数时， 所有 D(K)  <  a; 的实 X 次域 当中 类数为 1 的比例 （当 a;  —  +00 
时 存在极 限值） 为 76%. 在 H.Cohen 和 H.W.Lenstra 提出 猜想的 时候， 只知 道对实 
三次 域的一 种情形 这个猜 想是正 确的. 目前， 已 经证明 了这个 猜想对 许多情 形是对 
的 [21 , 但 是对实 二次域 的 情形仍 没有本 质性的 突破. 
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黎曼 （Riemann)zeta 函数 在奇正 整数点 处值的 超越性 

Transcendence  of  Values  of  Riemann  Zeta  Function 
at  Odd  Positive  Integers 


黎曼 zeta 函数 在奇正 整数点 处值的 超越性 猜想是 超越数 论发展 过程中 的重要 
问题 之一. 

不满 足任何 非零有 理系数 多项式 方程的 实数或 复数被 称为超 越数. 超 越数论 
是 现代数 论的重 要分支 和组成 部分, 在数学 的其他 分支和 领域均 有重要 的应用 .该 
理论有 着非常 悠久的 历史， 最早 的研究 可追溯 到法国 数学家 Liouville 在 1844 年的 
工作. 超 越数论 早期的 标志性 成果是 Hermite 在 1873 年所 证明的 e 的超越 性以及 
Lindemman 在 1882 年所 证明的 n 的超 越性， 后 者还导 致了著 名的古 希腊化 圆为方 
问题 的解决 ，而 Hilbert 的 23 个问题 中的第 7 个 问题就 是关于 超越数 论的. 经过 
许 多数学 工作者 的不懈 努力， 超越数 论目前 已发展 得十分 深刻和 丰富， 与丢 番图几 
何的交 汇和融 合更是 其当前 发展的 一个显 著特点 和趋势 ，但悬 而未解 的问题 还有很 
多， 而黎曼 zeta 函数 值的超 越性问 题则是 其中最 为著名 的问题 之一. 

对任 意实数 s  >  1, 定义 

+  00 

C(s)  =  V  — . 

^  ms 

m=l 

这就 是著名 的黎曼 zeta 函数. Euler 在 18 世纪 就是借 助该函 数得到 了素数 个数无 
限性的 一个漂 亮证明 .而 Riemann 则在 1859 年创造 性地将 之解析 延拓成 复变量 
函数使 之成为 数论特 别是解 析数论 中最基 本的算 术函数 之一. 可以 证明， 对 任意整 
数 n  >  1， 都有 C(2n)  =  bnn2n, 其中 为 非零有 理数. 由此立 刻可知 C(2n) 为超越 
数. 于 是人们 自然会 猜想： 

对任 意整数 n  >  1,  C(2n  +  1) 也为超 越数. 

Ap&y 在 1978 年 证明了 （ ⑶ 为无 理数， 但直到 2000 年, Rivoal 才证明 了有无 
数多个 C(2n  +  1) 为无 理数. 后 者还证 明了在 C(5)，C(7), … ，C(21) 这 9 个数 中至少 
有 一个为 无理数 ，而 Zudilin 则将之 改进成 前八个 数中至 少有一 个为无 理数. 然而 
到目前 为止， 人们 还不知 道这些 数中是 否有一 个是超 越的， 现 有的工 具和方 法暂时 
还无法 让人看 到一线 曙光， 必 须要有 全新的 思想和 手段. 
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黎曼 (Riemann) 猜想 

Riemann  Conjecture 


黎 曼猜想 是解析 数论中 最重要 的猜想 之一， 它 是关于 
黎曼 zeta 函数零 点分布 的一个 假设， 研究 黎曼猜 想的目 
w 是为了 研究素 数的分 布瓣. 

自算雜 本定理 可知， 每个 正 麵都可 贼示 成素数 

凶子的 乘枳， 如果 不考虑 素 数因子 的排列 顺序， 那 么这种 

表 小是 唯-的 . IAI 此， 素: S 构成 了正 整数的 强本 兀素 ，只 

赫觀雜 齡細律 ，才 能对于 iH 整贿 更深 入的了 
解. 所以， 研究 素数的 分布规 律是解 析数论 的基本 任务. 
从素 数表中 我 们可以 看出， 单个 的素数 是很难 找到规 
律的， 只有 在平均 或统计 的意义 之下， 素 数才会 呈现出 某种规 律性. 在 解析数 论中， 
人们 通常研 究函数 Jt  (aO, 它表示 不超过 :r 的素数 的个数 .当 a; 充分 大时, 关于 
性 态的研 究是解 析数论 的 中心问 题 之一. 


黎曼 


为 了推断 Jt(a0 的 规律， 大 数学家 高斯和 Legendre 都 做过大 量的数 值计算 .他 
们分别 猜测， 当; c  00 时， Jt(;r) 〜 a;/lnx, 这里 “〜” 表 示两个 函数之 比趋向 1,  In  x 
为 x 的自然 对数. 这 个猜测 后来被 证明， 人 们称之 为素数 定理. 

欧几 里得用 初等方 法证明 了素数 有无穷 多个， 即当 a;  —  do 时， —  do .但 
是， 如 果研究 仅局限 在整数 或有理 数的范 围里， 那么， 工具 只有加 、减 、乘 、除 ，很 
难得出 深刻的 结论. 因此, 人们 试图在 实数的 范围里 用高级 的工具 来处理 问题. 
欧拉引 入了一 个乘积 公式： 当： c  >  1 时 ，有 


E 

n=l 


其 中乘积 里的: p 跑 遍所有 素数. 欧拉乘 积公式 实质上 是算术 基本定 理的解 析表达 
形式， 它为用 微积分 或实分 析研究 整数问 题 提供了 可 能性. 

大约在 1850 年 前后， 俄国 数学家 Chebyshev 对于 jt(a;) 的研究 取得了 重要的 
突破. 他 证明了 存在着 两个正 的常数 Cl(<  1) 和 c2(>  1), 使得 dx/lncc  <  n{x)  < 
c2x/lnx.  Chebyshev 运用了 实分析 中的有 力工具 ，进 一 步发 展他的 方法可 以改善 
常数 Cl 和 c2, 但却无 法达到 1, 就是说 Chebyshev 的方法 无法证 明素数 定理. 
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1859 年, 德国数 学家黎 曼发表 了题为 《论 不超过 一个给 定值的 素数的 个数》 的 
文章, 他将 JtOc) 与一个 复变函 数的零 点联系 起来, 对于 这些零 点的分 布他提 出了一 
个 假设， 这就是 后来非 常有名 的黎曼 猜想. 黎曼将 研究从 实直线 提升到 复平面 ，使 
得复分 析中的 许多工 具得以 应用， 从而为 JtOc) 的 研究开 辟了一 条新的 途径. 下面 
我 们简单 地叙述 黎曼的 作法. 

首先， 黎曼 将欧拉 乘积公 式中无 穷级数 里的实 指数: r 替换为 复指数 s. 用 Re(s) 
记 s 的 实部, Im(s) 记 s 的虚部 .当 Re(s)  >  1 时， 黎曼引 入函数 

oo  1 

C(S)  =  5^， 

n=l 

它后 来被称 为黎曼 zeta 函数. 这个 级数是 绝对收 敛的， 因而当 Re(s)  >  1 时， 它是 
s 的解析 函数, 而 且欧拉 乘积公 式仍然 成立. 

黎曼将 解析 延拓到 整个复 平面， 除在 s  =  1 有 一阶极 点之外 ， （(s) 处处解 
析. s  =  一2,  - 4,  - 6, …是 C(s) 的一阶 零点， 称 为显然 零点. 其余的 零点均 在带状 
区域 0<R.e ㈤ <  1 中， 称为 非显然 零点， 这 个区域 称为临 界区域 .由 （⑷ 的 函数方 
程知， 非显然 零点关 于直线 Re(s)  =  1/2 对称， 这条 直线称 为临界 直线. 黎曼 猜想, 
C(s) 全 部的非 显然零 点均在 临界直 线上. 

经 过大量 计算所 得到的 所有非 显然零 点均在 临界直 线上， 但理 论上的 进展甚 
微. 目前最 好的结 果是， 如果 s  =  a  +  ii, 则 在区域 


〆  ln2/3 ⑽ +  2)lnln1/3 ⑽十  10) 

C(«) 没有 零点. 这个 结果与 黎曼猜 想相差 太远， 其原因 在于， 虽然 可以解 
析延拓 到临界 区域, 但它在 这个区 域中的 表达式 太差, 难 以有效 地确定 零点的 位置. 
其次, 运用 复分析 中的一 些基本 方法, 可 以得到 表达式 

^  In  p  =  x  -  ^  次要的 余项， 

p 彡  x  |/m(p)|^T  ^ 

其中 P 为 素数， P 为 C(s) 的 非显然 零点， 2<  T  <  a;. 这样， 关 于素数 的一个 和式就 
与 的非 显然零 点联系 起来， 由这 个和式 容易推 出关于 JtOr) 的 结论. 从 表达式 
中可以 看出， Re(p) 越小， 则 余项的 估计就 越好. 因此， 研究 Us) 零点 的分布 对于研 
究素数 的分布 规律是 非常重 要的. 

正 是沿着 黎曼所 指引的 方向， 1896 年, 法国 数学家 Hadamard 和 Vallee  Poussin 
独立地 证明了  Re(p)  <  1, 并 由此推 出素数 定理. 关于 n(x), 目前可 以做到 


其中 A 为任 意大的 常数, 这里的 余项还 可以好 一点， 但 好不过 OOc1-， 
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在 黎曼猜 想下， 可 以得到 

n{x)  =  [  ^t  + °  ^/2+e) - 

反过 来讲， 由这 个渐近 公式也 可以推 出黎曼 猜想， 这就 是说， 素数分 布的某 种规律 
也蕴 含了复 变函数 （(S) 零 点分布 的重要 信息. 因此， 黎 曼猜想 与素数 分布的 关系是 
非常紧 密的. 

在研究 与素数 分布有 关的课 题时， 人们 常常在 黎曼猜 想下得 出一个 结果， 然后 
再做无 条件的 结果. 在目 前所得 到的无 条件结 果中， 只 有极少 数与在 黎曼猜 想下得 
到 的结果 一样， 而绝 大多数 还相差 甚远. 即 使在无 条件结 果的证 明里， 也要 大量地 
用到 的各种 性质， 比如 ， 零点不 存在的 区域， (C00 在 临界长 条上函 数值的 
上界估 计和均 值估计 等等. 因此， 关于 （(S) 研究的 每一次 实质性 进展， 都会 给素数 
分布理 论带来 很大的 影响和 推动. 

在黎曼 猜想提 出后的 一百多 年当中 ，它 一直 是数学 界所关 心的最 重要的 问题之 
一， 解 决黎曼 猜想是 许多著 名数学 家梦寐 以求的 事情. 如今， 黎曼猜 想作为 千禧问 
题之一 推荐给 21 世 纪的数 学家， 它也 将受到 广泛的 重视和 喜爱. 
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欧拉 常数的 超越性 


Transcendence  of  The  Euler’s  Constant 


欧 拉常数 的超越 性问题 是超越 数论发 展中最 为著名 
和 古老的 问题之 

不满足 任何首 1 的整系 数多项 式方程 的实数 或复数 
被 称为超 越数. 超越 数论是 现代数 论的重 要分支 和组成 
部分， 在数 学的其 他分支 和领域 均有极 其重要 的应用 .该 
理论有 着非常 悠久的 历史, 最 早的研 究可追 溯到法 国数学 
家 Liouville 在 1844 年的 工作， 而 著名的 Hilbert 的 23 个 
问题 中的第 7 个 问题就 是关于 超越数 论的. 在超 越数论 
发展的 初期， 人 们对一 些著名 的常数 比较感 兴趣， 其标志 
性 成果是 Hermite 在 1873 年所 证明的 e 的超 越性， 以及 
Lindemman 在 1882 年所 证明的 it 的超 越性, 后 者还导 致了著 名的古 希腊化 圆为方 
问题的 解决. 经过许 多数学 工作者 的不懈 努力， 超越数 论目前 已发展 得十分 深刻和 
丰富， 与丢番 图几何 的交汇 和融合 更是其 当前发 展的一 个显著 特点和 趋势， 但悬而 
未 解的问 题还有 很多， 欧拉常 数的超 越性问 题就 是其早 期研究 中遗留 下来的 最为著 


名 的问题 之一. 

对任意 的整数 n  >  1, 定义 -  logn. 由柯 西判别 准则可 知序列 

(un)n^ 收 敛于某 个实数 7. 该常数 7 最 欧拉在 1734 年 引入， 因 此通常 被称为 
欧拉 常数. 可以证 明 7  «  0.577215664- 欧 拉常数 7 在数论 （特别 是解析 数论） 和 
分 析中起 着十分 重要的 作用. 比 如说， 关 于素数 分布的 Mertens 公 式就是 


n 


logx 


(x  >  2), 


其中 p  >  2 为 素数. 基于该 常数的 重要性 以及有 关的各 种数值 计算， 人们 猜想： 
欧拉常 数为无 理数, 甚 至是超 越数. 

借 助于丢 番图逼 近及其 他各种 方法和 手段, 人们 曾对此 问题进 行过许 多有益 的尝试 
但均 没有取 得任何 实质性 的进展 ，连 7 是否 为无理 数均不 知道. 事 实上, 对 该问题 
研究 的任何 些微进 展都必 然伴随 着超越 数论中 的新思 想与新 方法的 涌现. Hilbert 
认为 该问题 是如此 难于处 理以至 数学家 们在它 面前感 到束手 无策. 关 于欧拉 常数, 
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人 们目前 所知的 结果都 是数值 上的， 比如说 S.  Kondo 将 7 精 确到了  20 亿位 ，而 T. 
Papanikolaou 则证 明了若 7 为既约 有理数 r/s, 则 其分母 s  >  10242080. 
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椭圆 曲线的 BSD 猜想 

The  BSD  Conjecture  on  Alliptic  Curves 

设 a 和 6 是整数 ， 4a3  +  2762  _  0, 方程 E  :  y2  =  x3  +  ax  +  b 叫作 定义在 
有 理数域 g 上的 一条椭 圆曲线 .以 E(Q) 表 示此曲 线上的 全部有 理数点 加上一 
个无穷 远点， 可以 在其上 引入一 个加法 运算使 E{Q) 为 交换群 （无 穷远点 为零元 
素). 英国 数学家 Mordell 于 1922 年证 明了群 E{Q) 是 有限生 成的， 从 而有直 和分解 
E{Q) = 五 其中 E(Q)t 是丑⑹） 中有 限阶元 素构成 的有限 子群； E{Q)f 
是 自由交 换群， E(Q)f 的 秩也叫 作椭圆 曲线五 的秩, 表示成 r{E). 于是 r{E) 为非 
负 整数， 并且 r(E)  =  0 当且 仅当不 定方程 y2=x3  +  ax+b 只 有有限 个有理 数解. 

关 于椭圆 曲线有 两个大 猜想， 一 个 是谷山 （Taniyama) 、 志村 (Shimura) 和 A.Weil 
于 20 世纪 50 年代和 70 年代 从不同 角度提 出的本 质上彼 此等价 的猜想 .在 A. Wiles 
1994 年 证明费 马猜想 的推动 之下， 它在 20 世纪 末已被 证明. 另一个 猜想是 英国数 
学家 Birch 和 Swinnerton-Dyer 于 1963-1965 年通 过大量 计算， 猜想 捕圆曲 线有理 
点群 E(Q) 和 一个复 变函数 （叫 五的 L 函数） 解 析性质 之间的 联系. 这个猜 想至今 
未能 解决, 被 认为是 21 世纪的 七大数 学难题 之一. 

对于每 个素数 p, 如果 4a3  +  2762 不被 p 除尽 ，则 y2  =  x3  +  ax  +  b 是定义 在有限 
域 上的 一条椭 圆曲线 ，以 iVp 表示此 方程在 恳 中 的解数 （加 上一个 无穷远 点)， 
则椭 圆曲线 五的 L 函数 定义为 L(E,  s)  =  其中当 p 不是 4a3  +  27b2 

的素因 子时， Lp(E,  s)  =  {l-(l+p-  Np)p-^+  p1-28)-1  ■, 而当  p  为 4a3  +  2762 的 
素因 子时, LP{E,  s)  -  (1  -  a，。-1, 其中 ap  =  0, 1 或 一  1( 具体 ap 值由椭 圆曲线 E 
更精 细的代 数几何 性质所 确定) .由 已被 证明的 谷山- 志村 -Weil 猜 想可知 L(E,s) 
可开拓 成关于 s 的全纯 函数, 并 且与某 种模形 式有密 切联系 .以 R(E) 表示 L(E,s) 
于点 s  =  1 的零 点阶数 ，则 BSD 猜想 是说： 

(BSD1)  r(E)  =  R(E); 

(BSD2) 如果  R(E)  =  0( 即  L(_B,1)  #  0), 则 

L(E,1)  M\SH{E)\ 

R(E)  ~  \E(Q)t\2  '  W 

其中 R{E) 是 椭圆曲 线五的 （实） 周期， SH{E) 是 £ 的 Tate-Shafarevich 群， Af 为 
E 的玉河 （Tamagawa) 数 （讲 述这些 对象的 含义需 要关于 椭圆曲 线的许 多知识 ，这 
里从略 ). 

20 世纪 70 年代 以来, BSD 猜想不 断取得 进展. 关 于猜想 (BSD1),  J.  Coates 和 
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A.  Wiles  于  1977 年证明 了：若  r(E)  >  1,  PJ  R(E)  >  1( 即  L(E,1)  =  0).  B.  Gross 
和  D.  Zagier  于  1986 年证明 了：若  i? (丑 ） = 1, 则  r(E)  >  1. 关 于猜想 (BSD2),  K. 
Rubin 于 1987 年证 明了： 对于 有复乘 的椭圆 曲线， 如果 i? (五 ） =  0, 则 （*) 式 两边都 
是有 理数， 并且它 们至多 相差一 个有理 数因子 2a36( 其中 a,bGZ). 他们的 证明采 
用了  p-adic 方法、 模曲线 理论和 Kolywagin 的 Euler  system 理论. 

与 BSD 有联 系的有 一 个古老 的数论 问题， 叫作 同余数 (congruent  number) 问 
题. 一个 正整数 n 叫做同 余数， 是指 n 是三边 a，&，c 均 为有理 数的直 角三角 形的面 
积. 例如 n  =  6 和 5 为同 余数， 因为 (a,b,c) 可 分别取 (3,4,5) 和 (3/2,20/3,41/6). 
不难 看出， 对每个 正整数 m,  m2n 是同 余数当 且仅当 n 是同 余数， 从而不 妨假设 
n 是无 平方因 子的正 整数. 同余数 问题即 是决定 出全部 同余数 （其余 正整数 就是非 
同余 数). 这个问 题起源 于公元 11 世 纪的阿 拉伯. 至今 已决定 出许多 同余数 和非同 
余数 ，但 是整个 问题没 有完全 解决. 同余 数问题 与椭圆 曲线之 间的联 系是： n 为同 
余 数当且 仅当椭 圆曲线 En:y2  ^x3-  n2x 的秩 >  1, 即此 方程有 无穷多 有理数 
解. 1983 年, Tunnell 利用此 曲线的 L 函数 L(En,s) 和 模形式 之间的 关系， 给出判 
别同余 数的一 个初等 方法： 一个 无平方 因子的 正整数 iV 是同 余数， 当且仅 当方程 
2a;2  +  y2  +  8z2  =  N 的 整数解 （a;,  y,  _2) 个数 为方程 2a;2  +  y2  +  32z2  =  N 的整 数解的 
2 倍. 如果 BSD 猜想对 于椭圆 曲线私 正确， 则反过 来也是 对的. 比 如说， 人们猜 
想当 n  =  5,6, 7(mod8) 时一 定是同 余数. 在 这些情 况下， 不难 看出上 述两个 不定方 
程有整 数解并 且解数 相同， 所 以这个 猜想在 BSD 猜 想成立 的情况 下是正 确的. 

椭圆曲 线是一 维的阿 贝尔代 数簇, BSD 猜想已 被推广 到高维 阿贝尔 簇上, 成为 
算 术几何 与代数 K- 理论的 一个重 要研究 课题. 
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Hilbert  Ninth  Problem:  How  to  Generalize  The  Gauss  Quadratic 

Reciprocity  Law 

设 p 为 素数， a 为整 数并且 a 不被 p 除尽 . a 叫做 
模 p 的二次 剩余， 是指存 在整数 &， 使得 a 三 b2{modp). 

否贝 [J,  a 叫做模 p 的 非二次 剩余. Legendre 引入 一 种符 
号：当 a 是模 p 的二 次剩余 时记为 (a/p)  =  1, 否则记 
为 (a/p)  =  -1. 高斯在 1801 年 《数论 研究》 一 书中证 
明了： 对于任 意两个 不同的 奇素数 p 和 g,  (p/q)  (q/p) = 

(-l)2^'3^. 后 人称之 为高斯 二次互 反律. 高斯非 常喜欢 
这个互 反律， 在书 中给出 了六个 证明. 有人 统计， 二次互 
反 律的证 明目前 已经超 过了一 百个. 

希 尔伯特 的 第九问 题不 是一个 具体的 猜想， 它 表明希 
尔伯 特一种 洞察的 眼光， 认为 二次互 反律应 当有深 厚的内 
涵. 对于高 斯互反 律的不 同观点 ， 可以 有不同 的推广 方式. 一 个直接 的推广 是将模 
V 的 二次剩 余改成 fc 次剩余 （fc  >  3). 事 实上， 早在 1844 年 Eisenstein 就给 出三次 
互 反律, Kummei ■于 1850-1859 年就 研究过 fc 次剩 余的互 反律. 高斯 本人也 研究过 
三次和 四次互 反律. 这个 方向上 的研究 目前还 在继续 （在 Lemmermeyer 的书 中 
有 详尽的 论述和 丰富的 参考文 献)， 统称为 “ 有理” 互 反律， 因 为它们 都是有 理数域 
Q 上的互 反律. 希尔伯 特的主 要意图 是问： 高斯 g 次互 反律以 何种方 式能够 推广到 
任意 的代数 数域？ 

每个代 数数域 K 都可以 表示成 Q(a), 其中 a 是 Z 问 中首 1 不可约 多项式 
g(x)  =  xn  +  an-ixn~1  +  … +  aia;  +.ao 的 一 个根 （叫  G  Z),  g(x) 的次数  n  就 是扩张 
K/Q 的次数 （即 if 作为有 理数域 Q 上向量 空间的 维数) . 〆；!：） 叫做 a 在 Q 上的最 
小 多项式 .以 Ok 表示 if 中 代数整 数全体 构成的 集合, Dedekind 证明了  是一个 
(交 换） 整环， 并且 有理想 的唯一 分解性 ，即 Ok 中每个 非零理 想都可 以唯一 地表成 
有 限个素 理想的 乘积, 并且若 不计素 理想的 次序, 这个分 解是唯 一的. 特 别的, 每个 
素数 p 在 Ox 中 生成的 主理想 pOK 可 以表成 pOK  =  P 卜 ..Ps' 其中 A, … ，巧 
是 ％ 的不 同的素 理想， q  >  1. 进而， Ok/P1 是 恳 = Z/pZ 的有限 次扩域 ，即 
0Kj  Pi 是 〆 元域, /, 叫做巧 的 剩余类 域扩张 次数. 我们称 h ，… ,es;/!, ••-  ,fs] 
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为素数 P 在 Oif 中 的分解 模式. 经典代 数数论 的一个 重要问 题是： 对于一 个给定 
的代 数数域 X， 如何由 K 的自身 性质来 决定每 个素数 p 在 Ok 中 的分解 模式？ 

经典 代数数 论的一 个结果 是说： ： p 在 Ox 中 的分解 模式和 a 的最小 多项式 
g(x) 在 有限域 上 的分解 模式是 一样的 . g(x) 在 Z[；c] 中 是不可 约的, 但是把 g(x) 
的 系数模 P 之后 看成是 恳 = Z/pZ 上的多 项式， 可以在 Fp[x] 中 分解成 = 
gi  (x)e%  ■- .  gs  (x)&>  (modp) , 其中 仍㈤ ，… ,gs(x)  ^  Fp[x] 中的首 1 不 可约多 项式. 
令 9i{x) 的 次数为  /i(l  <  i  <  s), 贝  U  +  •  •  •  +  esfs  =  n ，称 [ei, ••-  ,es;/i, ••-  ,  fs] 
为 g(x)(modp) 的分解 模式. 可以 证明： 除 了有限 个素数 之外， 每 个素数 p 在 Ok 
中的分 解模式 等于〆 a；) 在 Fp[x] 中 的分解 模式. 

现在 考虑二 次数域 K  =  Q{y/q), 其中 g 为奇 素数， a  =  v7? 的 最小多 项式为 
g(x)  =  x2  -  q. 由于〆 a:) 三 x2(modg), 可 知素数 g 在 Ok 中的 分解为 qOK  =  Q2 
即是 一个素 理想的 平方， 这称作 g 在 X 中 分歧. 如果 p 是奇素 数并且 p^q, 则当 
{q/p)  =  1  时， g  为模  p  的二次 剩余， 即  g  e  a2(modp), 从而  x2  -  q  =  (x  -  a)(x  + 
a)(modp), 于是 pOK  =  P1P2, 这是两 个不同 素理想 A 和 巧 的 乘积， 称 p 在 ■中 
分裂 .当 （g/p)  =  -1 时， g 为模 p 的非: £1 次 剩余, 这时 X2  -q^Taodp) 仍不 可约, 于是 
pOK 为 Ok 的素 理想, 称 p 在兄 中 惰性. 综合 上述, 可 知每个 奇素数 在 Ok 
中 的分解 模式由 (q/p) 的值所 决定. 但是 由二次 互反律 (q/p)  =  (p/q), 

而 右边只 依赖于 p 模 g (当 g  e  l(mod4) 时） 或 p 模 4g(^=|  q  =  3( mod4) 时） 的同余 
类. 换句 话说， 奇素数 9) 在 二次域 K  =  Q(y/q) 中 的素理 想分解 模式只 依赖于 
pMD 的同 余类， 其中 D  9 或 4g 叫做是 if 的判 别式. 事 实上， 利用高 斯二次 
互反 律可以 证明： 对 于任意 二次域 K 二 Q(Vd),  p 在 Ok 中的分 解模式 （分歧 、分 
裂、 惰性 ） 都只 依赖于 p 模 D{K) 的同 余类来 决定， 其中 是 K 的 判别式 ，即 
D{K)  =  |d|  (当  d  三  l(mod4) 时） 或  D{K)  =  4  |d| (当  d  三 2,3(mod4) 时). 从 这个观 
点 来看, 对于每 个数域 的扩张 LIK, 如果 用这个 扩张的 某种自 身特性 来刻画 Ok 中 
每个 素理想 p 在 中 的素理 想分解 模式， 都可 以看成 是高斯 二次互 反律的 推广. 

到目 前为止 ，当 L/K 是数 域的阿 贝尔扩 张时, 这个问 题已有 满意的 答案. 所谓 
阿贝 尔扩张 LIK 即指 LIK 为 伽罗瓦 扩张， 并 且它的 伽罗瓦 群是阿 贝尔群 （交换 
群). 1920 年， 高 木贞治 发展了 关于数 域阿贝 尔扩张 的系统 理论， 叫做类 域论. 利用 
这个 理论, Artin 于 1925 年给出 用阿贝 尔扩张 L/K 的自 身特性 来刻画 素理想 分解, 
叫做 Artin 互 反律. 如果数 域扩张 L/K 不是 阿贝尔 扩张， 甚至 都不是 伽罗瓦 扩张, 
目前还 没有满 意的互 反律. Artin 已经认 识到， 数 域伽罗 瓦扩张 L/K 和它的 伽罗瓦 
群 G  =  Gal(L/K) 的表 示有关 .当 L/K 是阿 贝尔扩 张时， G 是 有限交 换群， G 的 
不可 约表示 都是一 次表示 （叫做 G 的特征 标). 而当 G 是 非交换 群时， G 有 高次的 
不可约 表示， 这 种表示 和一般 线性群 GL{n,K) 的 某种自 守表示 有密切 的联系 ，其 
中 n  >  2, 而 GL(n,K) 是元 素属于 K 的 n 阶可逆 方阵构 成的乘 法群. 群 表示成 


希尔伯 特第九 问题： 高斯 二次互 反律如 何推广 


. 135  . 


为 数论的 工具， 是 现代数 论的一 个重要 标志. 关于自 守表示 理论的 Langlands 猜想, 
是 当前纯 粹数学 一个核 心研究 领域. 从某 种角度 来看, 类 域论是 Langlands 猜想的 
一 维情形 ，即 Langlands 猜想 为类域 论的高 维推广 ，而 Langlands 猜 想的一 些重要 
内容 可看成 是高斯 互反律 的极大 推广. 正 如德国 著名数 论学家 Hecke 所说： “现代 
数 论是由 二次互 反律的 发现开 始的， 只有在 代数数 论上观 察它， 才能 对二次 互反律 
有深入 的理解 . ” 
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希 尔伯特 第十二 问题： 构作数 域的最 大阿贝 尔扩域 


Hilbert  Twelfth  Problem:  Constructing  the  Maximal  Ablelian 
Extension  of  Number  Fields 

1900 年， 希尔伯 特在第 二届国 际数学 家大会 （巴 黎) 
上 提出了 著名的 二十三 个数学 问题， 其 中第十 奪:问 题是: 
对每个 （代 数） 数域 if, 如何 明显地 构作出 它的最 大阿贝 
尔 扩域？ 

数域 if 是指有 理数域 Q 的 有限次 扩域， 即域 if 
是 Q 上 的有限 维向量 空间. 设 L 和欠 均是 数域， 并且 
K  CL. 域 L 的一个 自同构 # 叫做 if— 自 同构， 是指 p 
把 欠 中 每个元 素均保 持不动 . L 的全体 欠 自同 构形成 
一 个群, 表示成 Gal(L/K), 叫做数 域扩张 LIK 的 伽罗瓦 
群. 熟知  \Gal(L/K)\  <  [L  :  K]([L  :  K]  =  dimK  L  为  L  作 
为 K- 向量 空间的 维数， 也叫 做扩张 L/K 的 次数) .当 
\Gal(L/K)\  =  p  :  时， L/K 叫做 数域的 伽罗瓦 扩张. 如果 L/K 是 伽罗瓦 扩张, 

并且 Gal(L/K) 是 （有 限） 阿 贝尔群 （即 交换 群)， 则称 L 是 K 的 阿贝尔 扩域. 如果 
A 和 均是冗 的 阿贝尔 扩域, 则合成 (即复 数域中 同时包 含 A 和 L2 的最 
小 子域） 也是冗 的 阿贝尔 扩域. 所以从 理论上 来说， X 的最 大阿贝 尔扩域 是存在 
的， 它 就是欠 的 所有有 限阿贝 尔扩域 的合成 Kab, 这是 if 的 无限次 扩域. 希尔伯 
特所问 的是： 对于一 个数域 如何把 ifab 具 体构作 出来？ 也 就是说 ，在 if 之上 
添 加哪些 复数， 就可 以生成 Kab? 

代数 数论于 19 世纪 初由高 斯开创 ，至 19 世纪末 已形成 系统的 理论. 1893 年, 
德国数 学会邀 请希尔 伯特和 闵柯夫 斯基共 同准备 一份数 论进展 报告. 这份 报告后 
来由 希尔伯 特单独 完成. 经过 几年的 努力， 希尔 伯特于 1897 年 4 月 将报告 写成一 
本书 《代 数数论 理论》 正式 发表. 这本书 成了系 统总结 代数数 论百年 历史的 经典著 
作， 其中包 括希尔 伯特本 人发展 的重要 理论， 即 希尔伯 特分歧 理论. 在希尔 伯特提 
出 第十二 问题的 时候, 只 对于有 理数域 Q 构作了 它的最 大阿贝 尔扩域 关键性 
的工 具就是 希尔伯 特分歧 理论. 

1853 年， Kronecker 就提 出一个 论断： 有 理数域 Q 的最 大阿贝 尔扩域 Qab 是所 
有 分圆域 的并. 所 谓分圆 域即是 =  Q(e^), 其中 m 为正 整数. Qm/Q 是 伽罗瓦 
扩张. 运 用分歧 理论， Weber 证 明了上 述论断 ，即 =  {]  Qm  =  Q(e^;m>2). 

m^2 

由于任 意两个 分圆域 和 的合 成也是 分圆域 Q[m?n], 其中 [m,n] 是 m 和 n 
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的 最小公 倍数, 所 以上述 结果也 可以表 述成： 数域 if 是 Q 的 阿贝尔 扩域当 且仅当 
K 是 某个分 圆域的 子域, 这叫做 Kronecker- Weber 定理. 

在 希尔伯 特第十 二问题 的刺激 之下， 数域 的阿贝 尔扩张 理论在 20 世纪 初得到 
发展, 这个理 论由高 木贞治 （Tagaki) 于 1920 年 完成， 叫做 类域论 (class  field  theory) . 
作为 类域论 的一个 应用， 高木 给出任 意虚二 次数域 if  =  的最 大阿贝 

尔扩张 ifab 的明 显构作 方法， 即对于 任意虚 二 次数 域解 决了希 尔伯特 第十二 问题. 
对 于虚二 次数域 if, 如 何构作 if ab 是由 Kronecker 于 1880 年就提 出的一 个猜想 ，被 
后 人称为 “Kronecker 青春之 梦”， 因为 在这一 年他给 另一个 代数数 论学家 Dedekind 
的 信中， 把它 称作是 “我最 迷恋的 青春之 梦”. 四 十多年 以后高 木圆了  Kronecker 的 
这个 梦想. 

Kronecker-Weber 定理的 一种看 法是： 将 周期为 1 的实 变函数 e2nix 的 所有在 
有理点 n/m 处的值 e2»^ 添 加到有 理数域 Q 中， 就是 g 的最 大阿贝 尔扩域 
而 Kronecker 青 春之梦 是说： 虚二 次数域 if 的最大 阿贝尔 扩张, 应当 是把某 个双周 

期复 变函数 /(4 在所有 有理点 处的值 /  添 加到夂 中而 得到. 一个复 变函数 

f(z) 叫做 双周期 函数, 也叫 做椭圆 函数, 是指 存在着 两个非 零复数 _ 和 吻 (并且 不 
存 在实数 a,wi  =  au2), 使 得对每 个复数 z,f(z  +  io1)  =  f(z  +  u)2)  =  f(z). 于 是对任 
意整数  m  和 叱， 均有  f{z  +  niwi  +  n2W2)  =  f(z). 全体  niWi  +  n2W2(«-i,«-2  G  Z) 形 
成复 平面上 I 个 （二 维的） 加法 子群， 叫做一 个格， 表示成 L  =  L(Wl,a;2). 显 然对每 
个整数 n,  ni  d 如果 有复数 a  =  a  +  和 6 为实数 ,  6  #  0) 使得 aL  Q  L, 称 L 
具有 复乘法 a.  Kronecker 猜想， 对每 个虚二 次数域 X， 存在 a  e  K, 具有 复乘法 a 
的格 L 和以 L 为双周 期的椭 圆函数 f(z), 使得 =  K(f(a)  :  aG  Q), 即将 /㈤ 
在所有 有理数 a  =  n/m 处 的值添 加到兄 中 即得到 K 的最 大阿贝 尔扩域 Kab. 

到目前 为止， 除了有 理数域 和虚二 次数域 之外， 所有其 他数域 K 均未 能具体 
构作出 K 的最大 阿贝尔 扩域. 换句 话说， 近年 来尽管 希尔伯 特第十 二问题 取得一 
些 进步， 但只有 有理数 域和虚 二次数 域的情 形得到 解决. 
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岩泽 (Iwasawa) 理论的 主猜想 

The  Main  Conjecture  of  Iwasawa  Theory 


设 p 是一个 素数, 对于 有理数 a, 6, 设浐 恰 好整除 a-b, 则定 义它们 之间的 p 
进距离 |a  -  6|p  =  p~x. 由此 距离将 (Q 完 备化， 我 们得到 一类新 的数， 称为 p 进数. 
所有 这些数 构成域 而整数 Z 在此完 备化下 得到; p 进 整数环 Zp. 我们有 
Zp  =  {tto  +  o，iP  +  . . .  anpn  +  . . .  :  0  ^  cij  ^  p  一  1}. 

举 例说, 序列 1,  1  +  3,  1  +  3  +  32,  ••- 是 Z 上在 3 进距离 意义下 的柯 西序列 ，在 Z3 

中 它的极 限就是 =  =  熟知这 个等式 在实数 上是荒 谬的. 所以我 

n=0 

们得 到了与 实数规 律完全 不同的 规律. 用 现代数 论的话 来说， 实数世 界和; p 进数的 
世界 它们每 一个都 是有理 数世界 的万千 面孔中 的一张 面孔. 

对 于每个 正整数 n, 对环 Zp 中的 元素; c  =  模^ 剩余， 即截掉 其高于 

i 

pn 次的 项得到 J2azp\ 这样就 得到从 Zp 到 Z/pnZ 的满 同态. 将所 有这些 同态综 

i=0 

合 起来, 我 们得到 zp 是系 Z/pnZ  (n  >  1) 的射影 极限. 同 样地， 如果 我们有 一组对 
象 （4)^ (比如 说集合 、群、 环 等)， 且从 人+1 到人有 (自 然) 映射, 均可 得到系 
(An) 的射影 极限. 

岩泽理 论是日 本数学 家岩泽 健吉在 1950 年末 期发展 起来的 一套研 究数域 （即 
Q 的有限 扩张） 的 扩张 的算术 性质的 理论， 最常见 的 Zp 扩张 是所谓 的分圆 Zp 
扩张. 具 体说来 ，设 n 次 单位根 心 = e2™/-. 可 以看出 1， Cr1 将 单位圆 n 等 
分, 故大家 称数域 Q(U 为分 圆域, 其整 数环是 Z[C„]  =  {a0  +  a1C„  +  ---  +  a„_1Cr1  : 
a,  e  Z}. 这类域 是德国 数学家 库默尔 为证明 费马大 定理而 首先研 究的. 事实上 ，如 
果 整数环 Z[Cn] 是 唯一分 解环， 那 么在证 明费马 大定理 的征途 中就不 会遇到 那么多 
的 困难. 分圆 Zp 扩 张就是 下述分 圆域的 扩张： 

K  =  Q(CP)  C  ■  ■  ■  C  Kn  =  Q(Cp+1) ...  C  i^oo  =  Q(CP~), 

其中 Kn/K 的伽 罗瓦群 G„ 就是 循环群 Z/pnZ: 对任意 a  e  Z/pnZ,  aa(Cp.)  =  Cp- 
由 伽罗瓦 理论， K^/K 的伽 罗瓦群 G 是 G„ 的射 影极限 ，即 p 进 整数环 Zp. 

考 虑群环 Zp[Gn] 构 成的系 ，由于 到 G„_i 之间 存在自 然限制 映射, 此系也 
存在射 影极限 A, 事 实上, A 同构于 以 Zp 为系 数的幂 级数环 Zp[[T}}, 它被称 做岩泽 
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代数， 而 其上的 有限生 成模则 称为岩 泽模. 我们称 岩泽模 4 拟 同构于 如 果存在 
A 到 B 的 同态使 得其核 与余核 都是有 限模. 尽管岩 泽代数 A 不 是主理 想整环 ，但 
是任一 岩泽模 Af 均拟 同构于 A1" 与形如 A/(/) 和 A/(/) 这样 的模的 直和， 其中 / 
是 首一多 项式且 同余于 7 -模 p. 所 有这些 / 的乘积 ch(M), 称为 岩泽模 M 的特 
征多 项式， 它是 系数在 Zp 上的 首一多 项式. 

回到分 圆 扩张的 情形. 首先 兄™ 的理想 类群是 有限交 换群， 记其 p 部分是 
An.  一 方面， 由于 它是: p 阶群， 自然有 Zp 的 作用； 另 一方面 Kn/K 的 伽罗瓦 群作用 
在 它上面 ，故 是环 Zp[Gn] 的有 限模. 由于 欠„+1 到 有 自然的 映射， 我们可 
以得到 A„+1 到 的自然 映射， 这 样就得 到它们 的射影 极限儿 这是 一个岩 泽模. 
其次, 对于环 z[Cp"]， 可 以验证 土 Cp" 和 1  -  0/1  -  Cp" (其中 p 不 整除幻 是 其上的 
乘法 单位, 称 为分圆 单位. 所 有的分 圆单位 构成群 a, 它是 单位群 的满秩 子群， 
即 En/cn 是 有限交 换群. 考 虑它的 P 部分， 与 理想类 群的情 况类似 ，系 (En/Cn)p 
存在射 影极限 S/C, 它也是 一个岩 泽模. 

岩泽 主猜想 (或 称主 猜想， 即岩 泽理论 的主要 猜想） 是说： ch(^)  =  ch(f/C). 可 
以看出 ， 4 说明的 是数域 的理想 类群， 是^ 个纯粹 的代数 对象. 而分 圆单位 本质上 
是一 个解析 对象. 事实上 ，令 ap,s)=as)-  (i-P~s)  =  y-, 此函 数称为 p 进 c 

ns 
p 十 n 

函数， 它是 Zp 上 是连续 函数， 并 且其在 负整数 处的值 可以用 ZP[T] 的一个 首一多 
项式的 插值来 表示. p 进 （ 函数是 p 进 i 函数 的一个 例子, 它 体现了 对应数 域的解 
析 性质. Coates-Wiles 和 Coleman 在明 显互反 律的工 作表明 上述多 项式和 ch(f/C) 
只是相 差一个 固定多 项式. 所以 我们知 道主猜 想是关 于分圆 域的代 数性质 和解析 
性质 的深刻 联系的 猜想. 

岩泽理 论从诞 生一开 始就是 数论研 究的重 要工具 .在 1972 年， Mazur 建立了 
椭 圆曲线 的岩泽 理论， 并提 出了虚 二次域 上的主 猜想. 后来人 们又提 出了许 多其他 
形 式的主 猜想， 包括 motive 上的主 猜想等 . p 进伽罗 瓦表示 上的岩 泽理论 的研究 
(Fontaine,  Colmez 等） 对于 p 进 BSD 猜想、 Serre 猜想等 都非常 重要. 

1983 年， Mazur 和 Wiles 使用 深刻的 代数几 何办法 证明了 岩泽主 猜想. 利用 
Kolyvagin 的欧 拉系的 办法, Rubin 证 明了虚 二次域 上的主 猜想, 并给 出了分 圆域主 
猜想一 个新的 证明. 而其 他形式 的主猜 想依旧 是数论 和算术 代数几 何研究 的热点 
内容 • 
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有限 阿贝尔 (Abel) 群的 Davenport 常数 

Davenport’s  Constants  for  Finite  Abelian  Groups 


有限 Abel 群 G 的 Davenport 常数 D(G) 是 具有下 述性质 的最小 正整数 A:: 任 
何长为 /c 的 G 中 元序列 都包含 非空的 零和子 序列， 即有 {1, ••-  ,k} 的非 

空子集 I 使得 y^aj=Q. 如 何根据 Abel 群 G 的结构 决定出 Davenport 常数 D(G) 
iei 

是组 合数论 中富有 挑战性 的著名 难题. 

设 G 为 n 阶加法 Abel 群， 任给 al5 … • ，an  GG, 由于 G 中只有 n 个不同 元素， 
部分和 

沒0  =  0，  =  d\ , 古2  =  ai  +  0>2 5  •  • . ，  =  ^1  +  .  •  •  + 

中必 有两个 相等， 即有 0 彡 i  j •彡 n 使得 0  =  ~  — 七 = 叫+1  +  ...  +  a』. 因此 D(G) 
存 在而且 D(G)<  |G|. 

Davenport 常数 起源于 H.  Davenport 在 1966 年 的一项 工作： 对 于理想 类群为 
有限 Abel 群 G 的代 数数域 K, 其 整数环 中不可 约元的 素理想 因子总 个数的 最大值 
就是  Davenport  常数  D(G). 

对于 n 阶加法 循环群 Zn=Z/nZ, 易见 D(Zn)  =  n.  Olson 证明了  D(Zn®Zn) = 
2n-  1, 并猜测 G 为 r 个 的 直和时 D(G)=1  +  r(n  -  1); 这个 困难的 猜测至 
今仍 未解决 且进展 甚微. 阶大于 1 的有限 Abel 群 G 在同构 的意义 下可唯 一地表 
成 Zrn ㊉…㊉ Znr 的 形式， 其中 1  <  ni|n2|  -  -  -  |nr,  r(G)=r 与 exp(G)=nr 分别叫 

r 

做 G 的 秩与幂 指数， 我们 还定义 d*(G)=^  {m  -  1). 对于 Abel  p 群 G,  1969 年 

i=l 

Olson  用群 环工具 证明了  D(G)=l+d*(G);  1992 年  A.  Geroldinger  与  R.  Schnei¬ 
der  指出有 无穷多 个秩为 4 的有限 Abel 群 G 适合 D(G)>l+d*(G);  1969 年 P. 
van  Emde  Boas 与 D.  Kruyswijk 证明对 阶大于 1 的有限 Abel 群 G 有 不等式 
D(G)<exp(G)(l+ln(|G|/exp(G)));  1"4 年  W.  R.  Alford,  A.  Granville  与  C.  Pomer- 
ance 利 用这个 结果证 明有无 穷多个 Carmichael 伪 素数. 

零 和方面 的第一 个重要 结果是 P.  Erdos,  A.  Ginzburgh 与 A.  Ziv 在 1961 年建 
立 的下述 著名的 EGZ 定理： 长为 2n-l 的 Z„ 中 元序列 ai,  ••-  ,a2n-i 必包 含长为 
n 的零和 子列. 高维东 证明了  Caro 的下述 猜想： 对 于有限 Abel 群 G,  D(G)+|G|-1 
是 最小的 正整数 使 得长为 fc 的 G 中元 序列必 有长为 |G| 的零和 子列. 考虑到 
D(Zn)  =  n, 这 个结果 蕴涵着 EGZ 定理.  2007 年 C.  Reiher 通 过综合 运用代 数与组 
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合方法 证明了  1983 年 提出的 Kemnitz 猜想： 加法群 Zn®Zn 中长为 4n-3 的元素 
序 列必包 含长为 n 的零和 子列. 

EGZ 定理 有许多 不同的 推广.  Olson 证明 对任何 n 阶 乘法群 G 中长为 2n - 1 
的元 素序列 ai, ••-  ,a2n-i 都 可找到 n 个不同 的下标 ii, ••-  使 得乘积 ％  •  •  •  airi 

等于 G 的 单位元 e, 他 还猜测 可进一 步要求 h< … <in.  Grynkiewicz 证 明了下 
述加权 EGZ 定 理：设 a!,--  -  ,a2n_x  eZn 且^^， … ，wn 为 Zn 中 元的零 和子列 ，则 
有 n 个不同 的下标 ii， …， 使得 加权和 wiaii  +  •  •  •  +  wnain 等 于零. 孙 智伟获 
得了  EGZ 定理 的下述 覆盖式 推广： 设剩 余类系 {admod  m),...  ,a/c(mod  nfc)] •覆 
盖每个 整数的 次数为 2q-l 或者 2g, 这儿 g 为素 数幕， 则对 任给的 ci,---  ,cfc  eZq 

都有 {1, … ， A:} 的非 空子集 I 使得 Q  =  0 且 1/rii  =  q. 注意 A:  =  2g  -  1 且 

iei  iei 

m  =  •  •  •  =  nfc  =  1 时此结 果就是 Zg 上的 EGZ 定理. 
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Cheeger-Goresky-MacPherson  猜想 

Cheeger-Goresky-MacPherson  Conjecture 


Hodge 理论在 紧复流 形特别 是代数 流形理 论中处 于核心 地位. 人 们自然 想问: 
对于代 数簾是 否也有 相应的 理论. 1982 年， Cheeger-Goresky-MacPherson 对 代数簾 
上的 L2 上同 调以及 交叉上 同调群 (intersection  cohomology  group) 进行了 奠基性 
的 研究， 并且 提出了 一系列 重要的 猜想. 核心问 题是： 

设 F 是复 射影空 间中的 一个代 数簇， W 是 F 的正则 点组成 的集合 . P 上相 
对于 Fubini-Study 度量的 I/2-de  Rham 上 同调群 是否与 F 的交叉 上同调 群是同 
构的？ 

由 Cheeger,  Hsiang,  Pati 和 Nagase 等人 的工作 可知， 以上 猜想在 F 的 维数不 
超过 2 时是成 立的. 研究上 问题的 主要难 点在于 Fubini-Study 度量 在交叉 上同调 
群是 一个非 完备的 Kaehler 度量， 以至 于完备 Kaehler 流 形上的 1/2 理论无 法直接 
应用到 V 上. 应用 Donnelly-Fefferman 的 1/2 估计， T.  Ohsawa 成 功地克 服了这 
一 困难， 并 证明了 当奇点 是孤立 情形的 Cheeger-Goresky-MacPherson 猜想. 当奇点 
不孤 立时， 情形 就异常 复杂， 虽然也 有一些 部分的 结果. 
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Chern-Moser  的一 个问题 

Problem  of  Chen-Moser 


由 Cartan-Chern-Moser 定理 [气 一个强 拟凸的 实解析 超曲面 Me  C" 的芽 ，在 
局部 双全纯 等价映 射下， 由一组 完备的 不变量 所完全 决定， 这 些不变 量能由 联络的 
曲率和 曲面正 规型的 系数表 示出來 当 n  >  3 时， Chern-Moserl2! 中 的四阶 拟共形 
曲 率张量 ^ 非常 重要， 因 为它通 过微分 产生其 他的不 变量. 现在我 们知道 S  ^  0 
当 且仅当 M 局 部双全 纯等价 于球面 dBn- 当 n  =  2 时， 上 述四阶 曲率张 量恒为 
零， 其 角色由 Cartan 的第六 阶不变 曲率张 量 所 取代. 在这 两种情 形下， M 中 
使 Chern-Moser 张量  <5( 或 n  =  2 时的 Cartan 曲 率张量 P) 为零 的点， 被称为 一 个 
(CR) 脐点 （umbilical  point) M . 脐点为 M 的 双全纯 微分不 变量. 关于 紧的强 拟凸超 
曲面 M 的 CR 脐点的 研究， 为它所 包含的 域全纯 结构和 M 内在的 CR 结构， 提供 
了非常 有用的 信息. 然而, 与 经典几 何不同 的是， 除了在 球面， 即 S 或 P  ^  0 的情 
形， 脐点 的计算 似乎是 一 个非常 困难的 问题. 这 是因为 基本的 Cartan-Chern-Moser 
曲率 张量的 显示公 式非常 复杂. 事 实上， 即 使是在 最简单 的非球 面情形 一一 当 M 
是一个 椭圆体 (ellipsoid) 时就 已经不 平凡. 最近， Webster 基于早 先他对 # 些实椭 
圆 体的复 动力学 性质的 工作， 证明了  n  >  3 时 中 几乎所 有的实 椭圆体 没有任 
何 脐点. 由文 献问， 一 个自然 问题是 C2 中的 $个 实椭圆 体是否 也有这 ^性质 .与 
Webster 的 定理截 然不同 的是, 在文献 ⑷中， 我们 证明了  (72 中的一 个实椭 圆体至 
少有 4 个 脐点. 

Hamburger 的一 个定理 表明 R3 中的任 何紧的 实解析 凸曲面 有至少 两个脐 
点. 我们 不知道 是否存 在一个 CR 型的 Hamburger 定理. 确切 地说, 我们关 注于下 
面的 问题： 

问题 1  C2 中任何 紧的强 凸的超 曲面是 否至少 有两个 CR 脐点？ 

由 Chern-Moser 在他们 著名的 文献問 中提出 的下面 的问题 2, 现在仍 然没有 
解决： 

问题 2 是否 存在任 何可嵌 入的三 维紧的 CR 流形， 它没有 CR 脐点？ 

正如 Cartan-Chern-Moser- Webster 给出的 那样， 对于 一 个可嵌 的强拟 凸的流 
形, 在一个 非脐点 附近, 存在 一个内 蕴的向 量场， 它 的积分 曲线是 双全纯 不变量 .这 
一 内在定 义的向 量场在 脐点附 近带有 奇性. 研 究这类 不变曲 线的动 力学性 质和流 
形的 CR 结构 间千丝 万缕的 联系， 将 是一个 非常有 意义的 问题. 
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CR 型的 Bonnet 刚性 问题和 Siu 的孤立 复正规 
奇点 的超刚 性问题 


CR  Type  Bonnet  Rigidity  Problem  and  The  Supper  Rigidity  Problem  of 

Siu’s  Isolate  Sigularity  Point 


假设 M 和 M' 是 R3 中的两 个浸入 曲面, 它们 分别由 / 和 y 通过 C/  C  R2 参 
数化. 如果 M 和 M' 相 互等距 同构， 并且 假设第 二基本 形式在 对应点 相同， 那么 
iW ■和 M' 相差一 个刚性 运动. 即存在 一个欧 氏变换 T, 使得 T{M)  =  M', 这 就是经 
典的 Bonnet 刚 性定理 .在 CR 几 何中， 浸入子 流形的 类似是 Levi 非 退化的 CR 子 
流形， 欧 氏空间 的类似 是球. 在这一 方面， S.  Webster 在 1977 年证明 了下述 CR 型 
的 Bonnet 刚性 定理： 

假设 （il^ ，: pd 和 （地, p2) 是 紐™ 中 两个余 维数为 1 的强 拟凸的 CR 子流形 
的芽， 这里 n  >  5. 如果 （Mi ，: pd 和 （M2,  p2) 是 CR 同胚， 那 么它们 相互间 相差一 
个刚性 运动. 即存在 T  C  Aut(dBn) 使得 T(Pl)  =  p2 且 T(Mi)  =  M2. 

这里， 对于 中 的一个 子流形 Af 和 对任意 p  €  M, 我 们定义 M 在; p 点 
的 CR 维数 CRM 为 T^0)M 的 复维数 .当 CRM(p) 与 p 点无关 节时， 我们 
称 M 是一个 CR 流形； 当 M 的实 维数是 2(7i?M+l 时， 我们称 M 是一 个超曲 
面型的 CR 子 流形. 对 于两个 CR 子流形 和 M2 ，且； ^  e  M,., 我们称 (Mu 
Pi)  CR 等价于 (M2,  P2), 如 果存在 一个从 （抓， Pl) 到 （M2,  p2) 光滑同 胚 P ，使 
得 =  r(1，Q)M2. 假设 M  c  dBn 是一 个超曲 面型的 CR 子流形 ，我 
们称 Af 的 CR 余 维数为 ； ，如果 Z  =  n  -  1  -  CRm. 文献 [1]、 [2] 中， 我们 建立了 
k<{n  —  1)/2 时的 CR 型 Bonnet 刚性 定理. 

然而， 还不 清楚这 里关于 余维数 的限制 fc  <  (n  ^  1)/2^ 是否 必要. 我 们当然 
相信, 球 与球之 间全纯 映射的 刚性问 题中， fc 相对于 n 不能 太大. 然而， 我们 甚至在 
k  =  (n-  1)/2 时 都找不 到一个 反例. 更确切 地说， 下面的 问题仍 然没有 解决： 

问题 1 假设 （M；l,  Pl) 和 (M2,  p2) 是嵌入 在紐" 中余 维数为 fc 的两个 CR 
等 价的子 流形. 那 么对于 任意的 fc, 是否 一定有 （i^,  Pl；) 和 (M2,  p2) 间相差 一个刚 
性 变换？ 

关于 CR 子流形 在球面 中的嵌 入的研 究的一 个动机 就是， 这些 流形自 然地来 
自 于孤立 复奇点 的链接 (links). 因此, 对 这类子 流形的 研究能 被用来 得到关 于孤立 
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复奇点 的复结 构的一 些相关 结果. 由 文献问 的一个 结果， 我 们得到 CR 结 构的链 
接， 比 起理解 它界住 的奇点 的复结 构需要 更多的 信息. 另一 方面, 一般 说来, 如果我 
们仅 仅知道 它们的 e 链 接光滑 同胚， 我们不 能推出 （％,0) 和 (V2,0) 双全 纯等价 .然 
而， 对 于带有 Kaehler 度量 且有一 定的关 于曲率 张量的 强负性 条件的 紧致复 流形, 
Y.  T.  Siu 根据他 著名的 超刚性 定理, 提出了 下面的 问题： 

问题 2(Y.  T.  Siu) 假设 {Vj,0)  C  Cn 是 复解析 簇的芽 ，在 0 点 具有孤 立的正 
规奇性 且维数 至少为 3. 假设 为 相应的 链接. 假设 带有 
一 个 在奇点 0 处 完备的 Kaehler 度量， 且与 文献⑷ 中有 相同的 负曲率 条件. 假设 
微分 同胚于 M2)£, 那么 是否有 W 与 V2 双全纯 等价？ 
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格 里菲思 （Griffiths) 问题 

Problem  of  Griffiths 


研究 复几何 的最重 要的工 具之一 是大量 的消灭 定理. 历 史上, K.  Kodaira 首先 
应用调 和形式 得到了 关于紧 复流形 上正全 纯线丛 的消灭 定理. 为了把 Kodaira 的 
定 理推广 到全纯 向量丛 情形， Nakano 与 Griffiths 分别 引入了 两种不 同的正 定性概 
念 并得到 了相应 的消灭 定理. Griffiths 正定指 的是向 量丛的 Chern 曲率张 量作用 
在任何 一 个非 零的切 向量与 该向量 丛的非 零向量 的张量 积上是 正定的 .而 Nakano 
正定指 的是曲 率张量 作用在 切丛与 该向量 丛的任 何一个 非零向 量上是 正定的 .从 
Nakano 正定 可推出 Griffiths 正定， 反之则 不然， 而两者 在线丛 情形是 一样的 .在 
1969 年, P.  Griffiths 提出了 下面的 问题： 

若 一 个 紧复流 形上的 向量丛 是丰富 （ample) 的， 那么其 必定是 Griffiths 正定 
的. 

Griffiths 问题在 曲线情 形已由 Umemura 在 1973 年解决 ，而 一 般 情形则 显得非 
常难. 直 到最近 B.Berndtsson,  Mourougane-Takayama 有了实 质性的 突破， 他们证 
明 了该向 量丛与 它的行 列式丛 (determinant  bundle) 的张 量积是 Griffiths 正定的 . 
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哈 茨霍恩 (Hartshorne) 猜想 

Hartshorne’s  Conjecture 

向 量空间 在流形 上的自 然推广 就是所 谓的向 量丛, 它是将 开集上 的向量 空间通 
过适当 的函数 （连 续, 光滑, 全纯， 多 项式） 粘合 起来而 得到. 和流 形的定 义一样 ，依 
据粘合 函数的 性质， 向量 丛又分 为拓扑 、光滑 、全 纯和 代数向 量丛. 向 量空间 的维数 
称为 向量丛 的秩. 复射 影流形 上全纯 向量丛 一定是 代数向 量丛. 秩 1 全纯向 量丛称 
为 线丛， 它对应 于复流 形上的 超曲面 和除子 （超 曲面的 代数和 ). 一个 构造秩 r 向量 
丛 的方法 就是将 r •个已 知线丛 作直和 （对 应于向 量空间 的直和 )， 这种 向量丛 称为是 
分 裂的. 但是， 即使 在复射 影空间 P™ 上， 人 们还没 有有效 的方法 构造不 分裂秩 2 向 
量丛. 

在高 维复射 影空间 Pn  (n  >  4) 上 构造不 分裂秩 2 代 数向量 丛是一 个非常 困难的 
问题. Horrocks 和 MumfordW 于 1973 年 发现了  P4 上第 一 个不可 分裂秩 2 代 数向量 
丛. 到目前 为止， 人 们还不 知道在 4 维以上 的复射 影空间 上是否 存在不 分裂秩 2 向 
量丛. Mrnnford 在他 的专著 第 181 页上称 该存在 性问题 是射影 （代 数） 几 何中最 
有 意思的 问题. 1974 年, Hartshorne 提出了 下述著 名猜想 [3,4L 

Hartshorne 猜想 当 n 彡 7 时， 复射 影空间 P™ 上的 任何秩 2 代 数向量 丛都是 
两个 线丛的 直和. 

文献问 详细 介绍了 该猜想 的背景 和一些 相关的 研究. 该 猜想的 一个等 价形式 
是当 n  >  7 时, P" 中 维数为 n  -  2 的光 滑代数 子流形 X  c  P"  — 定是完 全交， 即 X 是 
两个 超曲面 ^^和^^ 的横 截交, 也就 是说这 两个超 曲面在 X 的所 有点： p 上都 是光滑 
的， 并且 它们在 p 处 的切超 平面是 正常相 交的. 用代数 的语言 来说， X 是完 全交当 
且仅当 定义它 的齐次 素理想 /(X) 正好 可以由 2 个齐次 多项式 生成， 这里 /(X) 是 
在 X 上恒 为零的 齐次多 项式的 集合. Hartshorne 甚 至猜想 只要光 滑代数 子流形 X 的 

维数 d>  那么， X 就是 n-d 个超 曲面的 完全交 • 

Barth  fP  Van  de  Ven[6】 证 明如果 对所有 n  >  1, 存在 P" 上的秩 2 向量丛 ，使 
得 £；„ 是 五„+1 在超 平面 Pn  C  Pn+1 上的 限制， 那么 所有的 都是分 裂的. 这个结 
论 增强了 人们对 Hartshorne 猜想 的信心 . Grauert 和 Schneider!7] 曾 经猜测 n 彡 5 时, 
P" 上 的非半 稳定秩 2 向 量丛一 定是分 裂的. 他们 在文献 问中给 出个一 个证明 ，但 
证明 有漏洞 . n  >  5 时， 拓扑 学家构 造了一 些不分 裂的秩 2 拓扑向 量丛， 满 足不等 
式 4  >  4c2. 如果这 个猜测 成立, 那 么这些 拓扑向 量丛上 没有复 结构. 
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Horrocks 给出了 一个向 量丛是 分裂的 上同调 判别法 [5]. 他证明 Pn(n  >  2) 上的 
向量 丛五是 分裂的 当且仅 当对任 意整数 fc,  Hl{Fn,E{k))  =  0, 这里 i  =  1, … ，n- 1, 
E{k)  =  E®Ov^{k). 作 为一个 推论， £ 是分 裂的当 且仅当 _£限 制在某 个平面 P2  C 
P" 上是分 裂的. 还 有一些 人也给 出了其 他的上 同调判 别法, 但 人们仍 然不知 道如何 
利 用这些 判别法 去证明 Hartshorne 猜测. 

Hartshorne 猜 想有几 个初等 形式. 根据向 量丛的 定义， Hartshorne 猜想 可以转 
化 成一组 矩阵的 问题， 矩 阵的元 素是多 项式， 但是 这个初 等问题 仍然很 困难. 下面 
我们介 绍一个 大学生 可以看 懂的等 价形式 (见 文献問 ). 

设巧， F2，F3 是 C[;cQ， … ，: tg 中三个 齐次多 项式. 如 果存在 6 个齐次 多项式 Pn, 
Pl2，Pl3，P21,P22,"P23S$^i  = 巧2巧3  — 巧3巧2, 托 = Al^23  -  -P13-P2I,  F3  = 
PllP22  - 巧2巧1, 即 F1,F2, 朽是 2  X  3 矩阵 (Pij) 的三 个极大 子式， 则称 F1;  F2, 朽是 
齐 次行列 式的. 

如果朽 ，妁， F3 不一 定是齐 次的， 也 不要求 是齐 次的， 但上面 三个等 式仍然 
成立， 那么我 们就称 f1,f2,f3 是行列 式的. 

Hartshorne 猜想 的初等 形式设 n  >  7,  _F\， F2,  _F3 是 C[a；o, … ，2；„]中 两两没 
有 公因子 的非零 齐次多 项式. 如果 对任何 i,  Fx\Xi=1,  F2|x,=1,  F3k.=1 是行列 式的, 
那么 F1,F2,F3 是齐 次行列 式的. 

人们 估计当 n 》 r 时， P": 上的秩 r 向量 丛一 定是分 裂的. 近 年来， N.  Mohan 
Kumar 等人 在特 征值为 2 的 域上的 5 维射 影空间 上构造 了不分 裂的秩 2 向 量丛. 

参 考文献 


[1]  Horrocks  G  and  Mumford  D.  A  rank  2  vector  bundle  on  P4  with  15,000  symmetries. 
Topology,  1973,  12:  63-81 

[2]  Mumford  D  and  Fogarty  J.  Geometric  invariant  theory.  2nd  ed.  Berlin:  Springer- Verlag, 
1982 

[3]  Hartshorne  R.  Varieties  of  small  codimension  in  projective  space.  Bull  Amer  Math  Soc, 
1974,  80:  1017-1032 

[4]  Hartshorne  R.  Algebraic  vector  bundles  on  projective  spaces:  a  problem  list.  Topology, 
1979,  18:  117-128 

[5]  Okonek  C,  Schneider  M  and  Spindler  H.  Vector  bundles  on  complex  projective  space. 
Progress  in  Math  3.  Birkhauser,  1980 

[6]  Barth  W,  van  de  Ven  A  De.  A  decomposability  criterion  for  algebraic  2-bundles  on 
projective  spaces.  Invent  Math,  1974,  25:  91-106 

[7]  Schneider  M.  Vector  bundles  and  submanifolds  of  projective  space:  nine  open  prob¬ 
lems  / / Algebraic  Geometry,  Bowdoin  1985.  Proc  Symposia  in  Pure  Math,  46,  AMS, 


哈 茨霍恩 (Hartshorne) 猜想 


. 151  - 


1987,  101-107 

[8]  Grauert  H,  Schneider  M.  Komplexe  Unterraume  und  holomorphe  Vektorraumbiindel 
vom  Rang  zwei.  Math  Ann,  1977,  230:  75-90 

[9]  Tan  S  L.  Integral  closure  of  a  cubic  extension  and  applications.  Proc  Amer  Math  Soc, 
2001,  129:  2553-2562 

撰 稿人： 谈胜利 
华东师 范大学 


- 152  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


饭局 (Iitaka) 猜想： Cn，m 

lit  aka  Conjecture:  Cn^m 

复代 数几何 中一个 关于代 数簇分 类的中 心问题 之一是 由日本 数学家 饭高茂 
(Iitaka  Shigem) 提出的 猜想： Cn，m  (见 文献 [1]), 该猜 想内容 如下： 如果 tt  :  V W 
是光 滑代数 簇之间 的正常 (proper) 态射， n  =  dim(V) 且 to  =  dim(W). 假设 7r 的 
一 般纤维 14；  :=  7T_1(W) 是连 通的， 则有 下列不 等式： k(V)  >  k(W)  +  k(Vw), 这里 k 
表 示小平 (Kodaira) 维数. 

“小平 维数” 在代 数几何 中是一 个十分 基本的 概念. 如果 X 是一 个光滑 射影代 
数簇， 设 是 X 的典范 线丛， 对任意 正整数 m  >  0, 考虑 c4m 的 整体截 面空间 
r(x,w®m). 如果 对任意 m  >  0, 都有 r(x,w®m)  =  0, 这时我 们定义 x 的小 平维数 
为 k(X)  =  -oo. 否贝 lj, 我们总 可以假 设存在 一 个 正整数 m  >  0 使 r(X,  w0m)  7^  0, 
取这个 C- 向量 空间的 一组基 s0,---,sN+1  (N  ^  0), 则 可以将 X 映入射 影空间 
Pw (这 个映射 在 JT 的 Zariski 开子 集上有 定义， 这样 的映射 又称为 有理映 射). 
我 们定义 X 的小 平维数 «(X) 为当 m 跑遍所 有正整 数时, X 在映射 下 的像的 
闭包簇 的最大 维数， 根 据定义 -oo  <  k{X)  (  dim(X). 如果 KpO  =  dim(X),  X 叫 
做 一般型 的簇. 

C2,i 是 Enriques 和小 平邦彦 (Kodaira) 关于 代数曲 面的分 类理论 （见 文献 [1]). 
当 7T  :  V  ->  W 是解 析纤维 丛时， Cn>m 已 被日本 数学家 I.  Namikawa 和 K.  Ueno 所 
证明 （见 文献 [1D. 在 文献冏 中 ，当 7T 是具 有局部 半纯截 面的椭 圆曲线 类时, Ueno 
证明了  C3,2- 德 国著名 数学家 Viehweg 在文献 [3] 中 证明了  Cn>„_i. 在文献 [4] 中, 
日 本数学 家川又 雄二郎 (Kawamata  Yujiro) 首 次证明 了一些 极小模 型的存 在性可 
以推出 Cn,m. 随后， 匈牙 利著名 数学家 Janos  Kollar  (Princeton 大学） 证 明了当 7r 
的一般 纤维是 一 般 型时， Cn，m 正确 （见 文献丨 5D. 

虽然目 前的研 究现状 距离最 终证明 Iitaka 猜想还 有很大 差距， 至今仍 不断在 
出现 一些新 的研究 进展. 例如， 日 本学者 Fujino 在文献 [6] 中证 明了当 7T 的充分 
一般纤 维具有 最大的 Albanese 维 数时， Cn,m 成立， 他 最近还 放宽了 对一般 纤维的 
Albanese 维数 的要求 （见 文献 [7]). 

由于 复代数 几何的 极小模 型理论 近年来 取得了 突破性 进展， 因而 Cn,m 在很多 
情况 下是正 确的. 总的 来说， 人 们相信 Iitaka 猜 想的正 确性. 我们希 望有一 天中国 
学者 能在这 个猜想 的研究 方面作 出重要 贡献. 
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长田 (Nagata) 猜想 

Nagata’s  Conjecture 

在 代数几 何中， 平面 代数曲 线是最 简单也 是最具 体的代 数簇, 然 而在这 个领域 
内 还是有 一些著 名的难 题没有 解决， Nagata 猜 想就是 其中之 

设 f(x，y) 是含 两个变 量的复 系数多 项式， 它在 二维的 复空间 C2 中的 零点集 
合 C 叫做 一条平 面代数 曲线. 设 d 是 f(x,y) 的 次数， 则称 C 为一条 d 次 平面曲 
线， 简称 d 次曲线 .对 (7 上任意 一 点 P  =  (a,  b),  f(a  +  x,b+y) 的展 开式是 一些单 
项式 的和， 这些单 项式的 次数的 最小值 定义为 C 在 P 点的 重数. 显然 C 上 每点的 
重数大 于零， 凡重 数大于 1 的点 都称为 奇点. 

设 d,m,n 是 给定的 三个自 然数， A，... ， 八是 C2 上 处于一 般位置 的点， 即满 
足无 B 点共 线， 无六点 在同一 条二次 曲线上 等条件 的点. 我们问 是否存 在一条 d 次 
曲线， 其在 Pu …， Pn 的 每一点 的重数 不小于 to. 容 易看出 ，当 d 太 小时这 样的曲 
线 不一定 存在. 例如当 n  =  3,m  =  l 时不 存在一 次曲线 （即 直线） 满足 条件. 

Nagata 在 1959 年 W 证 明了当 n 是一 个大于 9 的完全 平方数 r2 时, 满 足上面 
条件的 d 次曲线 存在的 一个必 要条件 是 d  >  mr. 利用这 个结论 Nagata 构 造了一 
个例子 给出了  Hilbert 第十四 问题的 否定的 回答. 这是一 项有重 大影响 的数学 成果. 

要注意 n  >  9 这个条 件不能 去掉. 例如当 n  =  4 时， 总 存在一 个二次 多项式 
g(x,y)  P1,P2,P3,P4 都是 g{x,y) 的 零点. 令 C 为由 g{x,y) 定 义的二 次曲线 ，则 
C 在 PuP2lP3,PA 点的 重数都 不小于 1, 因此 d>mr 不 成立. 根据 同样的 道理, 
n  =  9 时， 结 论也不 成立. Nagata 在 同一篇 文章的 最后提 出下面 猜想： 当 n  >  9 时 
满 足上面 条件的 d 次曲线 存在的 一个必 要条件 是 d  >  mVn. 这里 n 不一定 是完全 
平 方数. 这是 经典的 Nagata 猜想. 后来其 他数学 家又将 它推广 成如下 猜想： 

巧, …，」 P„ 是 C2 上 处于一 般位置 的点， mi ，…， mn 是 一组自 然数. 假如存 
在一条 d 次曲线 C, 对每个 1 彡 i 彡 n,  C 在 P, 点的 重数都 不小于 TOi, 则 d2 彡 
mf  H - +  mg. 

于是大 家把这 个更一 般的猜 想称为 Nagata 猜想. 

Nagata 猜想有 如下特 点：① 如前 所述， 在历 史上它 在解决 Hilbert 第 十四问 
题中 起了关 键作用 ； © 它 是代数 几何中 为数非 常少的 可以让 大学生 理解的 问题； 
③ 在更 深的代 数几何 前沿研 究中， 有 些问题 的解决 依赖于 Nagata 猜想的 解决. 

自 Nagata 的经 典论文 问世近 50 年 来不少 数学家 试图证 明这个 猜想都 没有获 
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得 成功， 也没 有人能 找到反 例来推 翻它， 甚至 经典的 Nagata 猜想迄 今为止 仍是个 
谜. 文献中 所列的 一些文 章的结 果都是 Nagata 猜想的 不等式 的各种 逼近. 文献问 
只用 微积分 知识就 得到一 个非常 好的不 等式， 值得 有兴趣 的读者 阅读. 
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Tate- Oort  问题 


The  Tate-Oort  Problem  on  Group  Schemes 


设 G 为一个 n 阶群， 则 对任意 s  e  G 都有 3"  =  e, 这是 群论中 的一个 简单事 
实. 我 们可以 换一个 方式叙 述这个 事实： ♦  nG  ..  G  —  G 为映射 g  ^ 则 nc； 的 
象为 {e}. 

这 个命题 的几何 化就给 出这 样一个 问题： 

问题 设 G  —  S 为有限 平坦群 概形， 次数为 n， 令 nG ，.  G  —  G 为取 n 次幂 
的 态射， 是否有 n<3  =  0  ( 即 n<3 经过 S1)? 

这就是 Tate-Oort 问题 （见文 献问， 关于 群概形 的定义 和性质 可参看 文献叫 
和文献 [2]). 

这个问 题用 代数的 语言可 以这样 理解： 

定义 设 R,A 为有 单位元 的环， 其中 i? 为交 换环. 记 m  :  A  —  4 为环 

同态 a®Rb^ab  (即为 A 的乘 法). 设 为环的 单同态 （由 此将 i? 看作 4 
的子 环)， —  ^1/: 义 一^細隼 i? 为 i?- 代 数同态 （即 为环同 态且将 
R 的元 保持不 变)， 满足 

(i)  (icU  ®rv)  o  v  =  (fiSiR  icU)  —  Agi/jAigiiiA  (“余 结合律 ’’）； 

(ii)  (s<8)r  icU) 。 v  =  (icU  e) 。 "  =  icU  ：  A-^  R®rA  =  A  (“余 单位元 ”）； 

(iii)  /jo  (i®R  idj)  o  u  =  )j,o  (id^  <8  a  l)oi/  =  6o£：A-^A  (“ 余逆兀 
则称 A 为 i? 上 的一个 Hopf 代数. 如果此 时还有 

(iv)  r]ou  =  v:A—>A  ^>R  A, 其中  r/(a  iSir  b)  =  b  iS>r  a, 

则称 A 为余交 换的. 

例如 ，设 G 是 一个群 ， 4  =  R[G], 即 G 在 7? 上的 群代数 （其 中的元 素形如 
«1<?1  +  •••  +  argr,  ai  eR,  giG  G, 加 法按分 量系数 相加， 乘 法用群 G 的 乘法) ，则 A 
具 有一个 Hopf 代数 结构. 

注 我们可 以这样 理解公 理⑴， （ii) 和 （iv): 设 A 作为 i? 模 同构于 iT, 令 
AD  =  HomWAi?)， 即 4 的 对偶模 ，则 p 的对 偶给出 的“ 乘法〜 D  :  Ad®rAd  -4 

£ 的对 偶给出 eD  :R^  AD,  (i) 说 明乘法 W 满足 结合律 ，而 （ii) 说明 eD{l) 
为 AD 的单 位元, 条件 （iv) 等价于 AD 是交 换环. 

一个群 概形等 价于一 个交换 Hopf 代数. 
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设 4 为 i? 上 的一个 Hopf 代数. 对任意 正整数 n, 令 ~  :  A^r  -n-  ®RA^  A 
为映射 叫 (g)/ {… h  aia2 … a„, 它可由 /z 归纳地 给出. 类似地 ，由" 可以归 
纳 地给出  vn  :  A—^  AiSir  -■  ^>rA.  ua  =  ^a°  '■  A A. 上述  Tate-Oort  问题 

用 Hopf 代数的 语言就 可以表 达为： 

问题' 设 A 为 i? 上的一 个交换 Hopf 代数. 若 A 作为 i? 模 同构于 i?n， 是 
否有  ua{A)  =  W. 

Tate-Oort 问题在 G  —  S 为交换 群概形 的情形 （用代 数的语 言就是 （iv) 成立) 
有 肯定的 答案， 证明是 Deligne 给 出的， 其中 包含了 高超的 技巧. 对于一 般情形 ，尽 
管有 很多杰 出学者 付出了 艰苦的 努力， 经过近 四十年 仍无实 质性的 进展. 

除了 上述交 换群概 形的情 形外, Tate-Oort 问题在 下列情 形也有 肯定的 答案： 

(A)  S 为 Q- 概形 （用 代数的 语言， i? 是 Q 的扩 环)； 

(B)  5 为约 化概形 （用 代数 的语言 ,  7? 是整 环). 

参 考文献 

[1]  Demazure  M,  Grothendieck  A.  Schemas  en  Groupes  I-III  (SGA  3).  Berlin:  Springer- 
Verlag,  1970 

[2]  Oort  F.  Commutative  Group  Schemes,  Berlin:  Springer- Verlag,  1966 

[3]  Tate  J,  Oort  F.  Group  schemes  of  prime  order.  Ann  Sc  Ecole  Norm  Sup,  1970,  3:  1-21 


撰 稿人： 李克正 

首都师 范大学 


- 158  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


Tate 猜想 

Tate  Conjecture 

代数簇 中的闭 子代数 簇定义 出上同 调群类 ，代 数几 何中的 一个重 要问题 是刻画 
上 同调群 中闭子 代数簇 的上同 调类生 成的子 空间， 复 代数几 何中的 Hodge 猜想就 
是 这方面 的重要 问题, 算术代 数几何 中这个 方面的 问题是 Tate 猜想. 

设 k 是有 限生成 的域， 1c 是 k 的可 分代数 闭包， X 是 fc 上的 n 维光滑 投影代 
数簇, € 是与 ft 的特征 互素的 素数, H\X  0k  k,Qe) 是 的 i 阶 £  adic 上同调 
群 .若 F 是 X 的 定义在 fc 上余 维数为 j 的 闭子代 数簇, 我 们有标 准映射 

Tr：  H2 ㈣) (Y  _  k,Qe){n-j)^Qe, 

这里 (n  —  j) 是 n  -  j 次 Tate  twist  —  0  Q£(n  —  j). 这个映 射与限 制映射 
(X^kk,Qe)(n-j)  Hm(Y，Qt)(n-j) 

复合, 得到线 性映射 


H2^\X  k,Qe)(n-j)-^Qe. 


根据 Poincare 对 偶定理 

Hom(F2(n— {X^kk,Qe){n-j)  Me)  =  (X®kk,Qe)U), 

上 面的线 性映射 对应着 H^{X  ®k  k,Qe)(j) 中 的一个 元素， 我们 称这个 元素是 F 
定义 的上同 调类. Ga\(k/k) 作用在 丑2)(义汍瓦(^)(力上 不 难证明 GalC^/A:) 在 
H2^-^(Y^kk,Qe)(n-j) 上 的作用 平凡, 而 且上面 的映射 Tr、 限制 映射和 Poincare 
对偶定 理都与 Gal(fc/A:) 的作用 相容， 所以 Gal(Wfc) 在 定 义的上 同调类 上的作 
用 也平凡 .设 #(X) 是 H2^{X®kkMe){j) 中由 X 的余 维数为 j 的 定义在 fc 上 
的闭 子代数 簇的上 同调类 生成的 Q 向量 空间. Gal 斤 /A0 在 的作用 平凡. 
Tate (文献 [1]) 猜想 H2^(X  k,Qe){j) 中具 有平凡 Gal(k/k) 作用 的元素 一定是 
A^{X) 中元 素的必 线性 组合. 

设也和 A2 是 fc 上的 Abel 簇, Tate 猜 想的一 个推论 是映射 

Homfc(A1,A2)  OQi  HomGal(S /k)  (H1  (A2 ,  Q^) ,  -ff 1  {Ax ,  Q^)) 

是 双射. 这个 推论被 Faltings (文献 [1], 特征值 0) 和 Zahrin (文献 [3]、 ⑷， 特征值 p) 
证实. Faltings 的这项 工作是 他证明 Mordell 猜想中 关键的 一步. 
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调 和丛的 上同调 

Cohomologies  on  Harmonic  Bundles 

设 V 是复流 形 Mm 上秩 n 的复 平坦向 量丛； 等 价地， 这 相应于 的基本 
群的 一线性 表示： 

p：Tn(Mm)  Gl(n,  C). 

如果 是 紧凯勒 流形且 p 是半单 的表示 ，据 Donaldson 和 Corlette 的 结果, 
V 上有唯 一 的调 和度量 w. 设 D 是 V 上 的平坦 联络. 使用调 和度量 w,  Cartan 分 
解以及 上的复 结构， 人们能 分解平 坦联络 如下： 

d  =  o+d+e  +  e, 

其中 a,  5 分别是 (i,o),  (o,i) 型微分 算子， me,e 分别是 取值于 Hom(v) 的 (i，o) 
形式 ， （0, 1) 形式. 

4  D'^  =  d  +  e, 称它为 Higgs 算子. 据萧 荫堂的 Bochner 公式， 人们有 

TO2  =  o. 

特别地 , （V, 司 形成一 全纯向 量丛, 记为 E,0 是 E 上的全 纯同态 1 形式 ，且 0A0  =  0. 
现在， 人们有 下列各 种复形 之间的 拟同构 （quasi-isomorphism): 

1)  VD  ({A  (V),jD})  =  A°(V) 上  A^V) 上  A2(V)  -^  •••)； 

2)  价㈤， 队卜 {A.(E)，D„"}. 

这里, VD 是 V 的平 坦截面 的层； A'^V) 是 取值于 V 的 i 形式 的层； 作 (玛是 
取值于 五 的全纯 i 形式 的层； A^(E) 是取值 于五的 7 形式 的层. 

注 1  第 一 个拟 同构是 Poincar6 引理的 推论； 第 二个拟 同构是 Dolbeaut 引理 
的 推论. 

问题 如果 是一拟 紧凯勒 流形， 即从 紧凯勒 流形除 去一个 适当的 除子而 
剩下的 空间， 上 面情形 将是怎 样的？ 

为了解 决这个 问题, 人们 必须修 改上面 的各种 复形： 使用 相交复 形替换 v°w； 
其余 的使用 相应的 L2 形式 替换. 

注 2  (1) 当 V 是 Hodge 结构 变分， 且 为 代数曲 线时, Zucker 给 出了完 

备 的回答 （参 见文献 [2]); 在高 维情形 ，第 一 部分被 Cattani-Kaplan-Schmid (参 见文 
献 问） 和 Kashiwara-Kawai (参 见文献 独立 证明， 第二 部分被 Jost- 杨义虎 -Zuo 
证明 (参 见文献 [5]). 
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⑵ 当 V 是 Unipotent 调和丛 ，且 ikfm 为 代数曲 线时， 问题被 Jost- 杨义 
虎 -Zuo 证明 （参 见文献 [6]). 

(3)  一般 情形， 目 前还没 有任何 结果. 
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格拉 腾迪克 （Grothendieck) 标 准猜想 

The  Standard  Conjecture  of  Grothendieck 


1949 年, WeilPl 提出关 于有限 域上代 数簇的 （ 函数性 
质的 猜想， 即有限 域上光 滑投影 代数簇 的 （ 函数是 有理函 
数, 满足函 数方程 和黎曼 假设. Weil 同时 指出， 为了 证明这 
些 猜想， 需要 发展代 数簇的 上同调 理论. 这 个猜想 最终被 
Dwork^l,  Grothendieck  和  Deligne!1] 证明. Grothendieck  151 
在研究 Weil 猜想 时提出 了标准 猜想， 并在该 猜想基 础上， 
建立了  motive 理论. 如今, motive 理 论一直 指引着 算术代 
数 几何的 发展. 

设 X 是域 fc 上光 滑投影 代数簇 ，纟 是与 A; 的 特征互 
素的 素数， Hl(X,Qe) 是 X 的 i 阶 厶 adic 上同 调群， X 与 
投影空 间的超 平面的 交集是 X 的子代 数簇, 与 这个子 代数簇 的上同 调类作 cup 乘 
积定 义出线 性映射 

L：W(X,qe)-^Hl+2(X,Qe). 

记 H2i{X,Qe) 中由 余维数 i 的子 代数簇 生成的 Q 向量 空间为 A\X). 为了 方便， 
这里我 们忽略 Tate  twist. 设 X 的 维数是 n. 

标准 猜想由 两个部 分组成 .第 一 个部 分称为 Lefschetz 
标准 猜想, Hard  Lefschetz 定理 （文献 [2]  4.1) 说映射 

Ll  '  Hn-\X,Qe)-^  Hn+i(X,Qe) 

是同构 （0  <  i  <  n).  Lefschetz 标准猜 想说的 是映射 
Ln~2i  :  A\X)  An~\X) 

是同构 (0<z<  I). 第: i 个部 分称为 Hodge 标准 猜想， 

说 的是当 i  ^ 时， ^(X)  nker(Ln-2i+1) 上的 二次型 

xh-4  {-lyu-^x.x 

是 正定的 .当 x 是代数 曲面或 复代数 簇时， 这个 猜想是 已知的 [4,6]. 

标 准猜想 有很多 深刻的 推论. 它可 以推出 Weil 猜想， 而 且推出 Frobenius 在 
光滑投 影代数 簇的上 同调群 上的作 用是半 单的， 它 推出代 数簇中 algebraic  cycle 的 
numberical  equivalence  和  homological  equivalence  是同 ~ ^等价 关系. 


格拉 腾迪克 
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关于 全纯双 截曲率 的猜想 


Conjecture  of  Holomorphic  Bisectional  Curvature 


全纯双 截曲率 在复几 何中的 地位与 Riemann 截 曲率在 Riemann 几何 中的地 
位 相同. 若 一个紧 Kaehler 流形的 全纯双 截曲率 是严格 正的， 那么其 必定双 全纯同 
胚于 复射影 空间， 这是由 Mori,  Siu-Yau 证明的 Frankel 猜想. 关 于非紧 情形， 有下 
面 的重要 猜想： 

猜想 1  具 有正的 全纯双 截曲率 的非紧 的完备 Kaehler 流形必 定双全 纯同胚 
于 复欧氏 空间. 

猜想 2  具有负 的全纯 双截曲 率的完 备的单 连通的 Kaehler 流形 是一个 Stein 

流形. 

Frankel 猜想 以及上 面两个 猜想， 可 以看作 Poincare-Kobe 单值 化定理 在高维 
的 对应, 所以有 时也称 它们为 单值化 问题. 近 年来， 基于 Ricci 流， 猜想 1 的 研究取 
得 了一些 进展. 例如： Ni 和 Tan[2] 证明在 此流形 具有极 (pole) 的条 件下， 当 全纯双 
截 曲率非 负时, 该流形 是一个 stein 流形. 而 对猜想 2, 到 目前几 乎还没 有任何 进展, 
甚至 不知道 这样的 流形是 否一定 非紧. 
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紧 闭包与 局部化 相交换 的问题 


When  does  Tight  Closure  Commute  with  Localization? 


紧闭包 (tight  closure) 理 论是由  M.  Hochstei ■和  C. 

Huneke 在 20 年前 发展起 来的， 此后， 该理论 成为交 换代数 
的一个 最活跃 的研究 领域. 因为这 个新的 理论的 出现， 多个 
交 换代数 中的同 调猜想 得到了 解决. 近 几年， 紧闭包 被应用 
到 了代数 几何. 

现在 来解释 什么是 紧闭包 .设 i? 是一 个包含 特征值 p  > 

0 的域 的交换 Noether 整环， I 是 丑 的一 个理想 . J 的 紧闭包 
I* 是如下 定义的 理想： 

J*  =  {/  e  i?  | 存在 ¥  0 使得 对任意 <? = 矿 都有 e  /[«]},  诺特 

其中 是 i? 的 由所有 /«,/€/ 生成的 理想. 紧闭 包的局 部化问 题是： 设 S 是 i? 
的任意 一个乘 法封闭 子集, 是 否下式 成立： 

(S-1/)*  =  s-\r), 

即紧闭 包是否 可以与 局部化 相交换 . C.  Huneke 在 其专著 M 的第 十二章 中称， 这是 
他们在 建立紧 闭 包理论 的第一 天就想 解决的 问题, 被认 为是紧 闭包理 论中最 大的公 
开问题 之一. 在这 20 年中， 有关 这个问 题的研 究一直 没有中 断过， 文献冏 的第十 
二 章总结 了前面 的研究 工作， 此后， 又有 一些这 方面的 工作， 例如， K.  Smiths 证明 
了在 binomial 环中， 该性 质是成 立的. 

该 性质是 不是总 成立？  Brenner 和 Monsky 在他们 尚未正 式发表 的文献 ⑴中 
称， 他 们找到 了一个 反例. 尽管 如此， 这个问 题仍然 值得继 续深入 研究, 例如， 该性 
质 在什么 样的环 中是成 立的？ 
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局 部上同 调模 的相伴 素理想 的有 限 性问题 


The  Finiteness  of  The  Associated  Primes  of  Local  Cohomology  Modules 


先来解 释交换 代数中 的两个 概念. 一是 相伴素 理想， 二是局 部上同 调模. 

我们 总假设 i? 是 一个有 单位元 的交换 Noether 环 .设 M 是一个 i? 模， p 是 i? 
的 一个素 理想， 如 果存在 M 的一 个元素 m 使得 m 的 零化子 Annfl(m) 就是 p, 则 
称 p 是 M 的一 个相伴 素理想 . M 的相伴 素理想 表现了  M 的许多 性质， 例如， M 
的相 伴素理 想的并 集就是 M 的所 有零因 子组成 的集合 .当 Af 是有限 生成的 i? 模 
时, M 只有有 限多个 相伴素 理想. 但对 不是有 限生成 的模， 该结论 不_定 成立. 

再来 解释局 部上同 调模. 假设 i? 是 一个局 部环， I 是 R 的一个 理想， M 是一 
个有限 生成的 i? 模， M 关于 /的第 i 个 局部上 同调模 H\{M) 有几 种等价 定义方 
式, 其中的 一个是 


H\{M)  =  lhn  Ex4  (i?/Jn,M). 

n 

局部上 同调模 与代数 几何中 的上同 调模有 密切的 关系, 在交换 代数中 起着重 要的作 
用. 例如， 可以 用局部 上同调 模来刻 画模的 维数、 深度 等概念 （局部 上同调 模理论 
的参考 文献首 推文献 PD. 然而， 作为丑 模， 局部上 同调模 一般不 是有限 生成的 .这 
使得局 部上同 调模 的性质 的研究 成为交 换代数 研究的 热点. 

著名 交换代 数学家 C.  Huneke 在 文献问 中 提出了 有关局 部上同 调模的 一系列 
公开 问题， 他 猜测： 尽管局 部上同 调模不 一定是 有限生 成的， 但其相 伴素理 想一定 
只有有 限个. 这个猜 想源于 Grothendieck 的 一个关 于局部 上同调 模的类 似猜想 .当 
R 是包含 域的正 则局部 环时， C.  Huneke,  R.Y.  Sharp 和 G.  Lyubeznik 证明 这个猜 
想是 对的. 在 这方面 的研究 成果中 个有意 思的结 论是： Brodmann 和 LashgariW 
证 明了： 对 … 从左向 右看, 第 一个不 是有限 生成的 局部上 同调模 
只有有 限多个 相伴素 理想. 

然而， KatzmanW 对 这个猜 想给出 了一个 反例. 尽管 如此， 人们 对局部 上同调 
模的 相伴素 理想的 有限性 的研究 的热情 未减， 因 为局部 上同调 模的许 多性质 的成立 
都与其 相伴素 理想的 有限性 有关. 在什么 环上， 这 个猜想 成立？ 即使 相伴素 理想的 
个数 无限， 极小相 伴素理 想的个 数是否 有限？ 等 等仍是 交换代 数学家 们感兴 趣的问 
题. 


局部上 同调模 的相伴 素理想 的有限 性问题 


_  167  - 


参 考文献 

[1]  Brodmann  M  and  Lashgari  A.  A  finiteness  result  for  associated  primes  of  local  coho¬ 
mology  modules.  Proc  Amer  Math  Soc,  2000,  128:  2851-2853 

[2]  Brodmann  M  and  Sharp  R  Y.  Local  Cohomology  -  an  algebraic  introduction  with  geo¬ 
metric  applications.  Cambridge:  Cambridge  University  Press,  1998 

[3]  Huneke  C.  Problems  on  local  cohomology,  Free  resolutions  in  commutative  algebra  and 
algebraic  geometry.  Res  Notes  Math,  2 (Boston,  MA:  Jones  and  Bartlett),  1992 

[4]  Katzman  M.  An  example  of  an  infinite  set  of  associated  primes  of  a  local  cohomology 
module.  J  Algebra,  2002,  252:  241-246 

撰 稿人： 唐忠明 

苏 州大学 


- 168  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


Calabi-Yau 模空间 的陈数 不等式 

Chern  Number  Inequalities  on  Calabi-Yau  Moduli 


假设 M 是 一个由 3 维卡 拉比- 丘成桐 流形定 义的模 空间， 维数是 m. 由田刚 
的结果 [7】， iW 是光 滑的. 假设 是 iW 上的 Weil-Petersson 度量. 在文献 问 中 ，陆 
志勤 定义了 


w'  =  (m  +  3)0；  +  Ric(wic), 

称 为霍奇 度量. 这个 度量有 很多很 好的微 分几何 性质. 研 究这个 度量也 是我们 
研究模 空间局 部微分 几何的 起点. 

从模 空间局 部性质 出发可 以研究 它的整 体性质 Calabi-Yau 空间 的整体 性质是 
很丰 富的. 其中陈 -Weil 形 式特别 重要. Douglas- 陆 志勤在 文献冏 中证明 了模空 
间的陈 -Weil 形式的 髙斯- 博涅型 定理. 作为一 个物理 应用， 可以 证明， 在一 定的假 
设下， 可 以组成 宇宙的 Calabi-Yau  3 维流 型的个 数是有 限的. Calabi-Yau 空间的 
陈 -Weil 形 式的另 一个应 用是在 BCOV 猜想 I1，2] 的 复几何 部分. 此 部分猜 想由方 
浩 -陆志 勤-吉 川谦一 W 获得 解决. BCOV 猜想的 辛几何 部分由 Zinger 问 在 2007 年 
基 于李骏 -Zinger 的工作 [51 得到 解决. 

建立复 流形上 的陈数 不等式 历来是 复几何 的重要 问题. 如上 所述, 建立 Calabi- 
Yau  空 间的陈 数不等 式更有 物理的 背景. 这是 一个很 重要的 问题. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


量子 层猜想 


Quantum  Layer  Conjecture 


研究一 个流形 的谱是 黎曼几 何的一 个基本 问题. 对于 紧致黎 曼流形 来说, 所有 
的 谱都是 点谱， 即拉普 拉斯算 子的所 有的谱 都由那 些重数 为有限 的特征 值组成 .对 
于完备 非紧流 形来说 ，情况 要复杂 的多. 一 般来说 ，谱 可以由 两部分 组成： 点谱和 
本 性谱. 对于 一大类 完备非 紧流形 来说， 点谱 的集合 是一个 空集. 例如, n 维 欧式空 
间的点 谱集就 是一个 空集. 

在 介观物 理的研 究中， 人们提 出了量 子层的 概念. 量子层 是一种 带边的 完备非 
紧 流形. 它 的定义 如下： 

假设 S 是一 个三维 空间的 一个完 备非紧 的嵌入 曲面. 我 们假设 S 的第 二基本 
形式在 无穷远 处趋向 于零. 假设 a 是一个 很小的 正数， 则我 们定义 量子层 D 维三 
维 欧式空 间中到 距离 不大于 a 的点的 集合. 

o 是 一个带 边的完 备非紧 的黎曼 流形. 当考 虑关于 D 的 Dirichlet 边 值条件 
的 拉普拉 斯算子 的谱的 时候， 我们 惊讶地 发现， 对于很 大一类 曲面， 点谱的 集合非 
空 W. 不仅 如此， 在 这些情 况下， 基 态是存 在的. 显然， 这些结 果在物 理上是 很有用 
的. 

我们 现在回 到数学 .由 Duclos,  Exner,  KrejdHkW 等的 工作， 我 们提出 了下列 
量子层 猜想： 

猜想 假设 S 是一 个三维 空间的 一个完 备非紧 的嵌入 曲面， 在 无穷远 处第二 
基本形 式趋向 于零. 假设 Q 是用 S 定 义的量 子层. 假设 K 是 S 的高斯 曲率. 如果 

[ \K\  <  +00, 


则 的 基态不 存在. 

在文献 叫中， 上述 猜想在 总曲率 

Lk^° 

的情况 下被证 明了. 所 以我们 现在只 要证明 正总曲 率的情 形就可 以了. 有趣 的是, 
在 总曲率 为正的 情况下 ，s 的拓 扑很 简单： 它微分 同胚于 平面. 但这 个情形 却是最 
困难的 情形. 在 这种情 形下， 我们需 要了解 S 在无 穷远处 的渐进 性质. 但是， 对于 
非 紧完备 曲面， 除了极 小曲面 以外， 我们 对它们 在无穷 远处的 渐进性 质所知 甚少. 
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在 文献冏 中 ，当 S 是 一个凸 曲面的 时候， 量子 层猜想 得到了 证实. 在 文献问 
中， 我们给 出了进 一步的 结果. 
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奇 点解消 


Resolution  of  Singularities 


奇点 解消是 代数几 何中一 个基本 的问题 .设 X 是 一个不 可约的 代数簇 ， S 是 
它的所 有奇点 构成的 子集. 如果有 一个非 奇异的 不可约 代数簇 F 及正 常态射 /  : 
Y  4  X 使 / 在 f-\X-S) 上的限 制是从 /-yx  — S) 到 X-S 的 同构， 则称 (F,/) 
为 X 的奇点 的解消 .由于 S  —定是 X 的真闭 子集， / 是一个 双有理 映射. 

一个很 自然的 问题是 奇点解 消是否 存在， 这 就是奇 点解消 问题. 它的重 要性可 
以 从两点 得到体 现：① 如果奇 点解消 总是存 在的， 那 么任何 一个代 数函数 域都有 
一个 非奇异 模型， 即 一个非 奇异的 完备代 数簇, 其 函数域 同构于 给定的 代数函 数域; 
② 由于非 奇异代 数簇的 数学工 具非常 丰富， 通 过奇点 解消把 奇异簇 上的问 题转化 
成非 奇异簇 上的相 关问题 往往有 很好的 效果. 

当 X 的 维数是 1 时奇 点解消 很容易 构造， 在一般 的代数 几何或 代数曲 线的教 
科书里 都能找 到具体 的方法 .当 X 的 维数是 2 时答案 也是肯 定的， 对于基 域特征 
为 0 的情形 ， 20 世纪 30 年代由 Walker 和 Zariski 给出 证明， 对于 基域特 征不为 0 
的情形 Abhyankar 在 1956 年给出 证明. 

在 1964 年 Hironaka 获 得重大 突破， 他 证明了 当基域 特征为 0 时不管 代数簇 
的 维数是 多少奇 点解消 总是存 在的. 由于这 项杰出 的工作 Hironaka 获得了  Fields 
奖. 他的原 始论文 很长, 证 明非常 复杂, 使读 者望而 生畏. 后来 又有一 些代数 几何学 
家 对他的 证明作 了大量 的简化 ，把 Hironaka 的证 明几乎 缩短到 原来的 1/10. 

当 基域特 征不为 0 时的 奇点解 消问题 迄今为 止尚未 解决， 目前 仍是代 数几何 
最重大 的未 解决问 题 之一. 
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球和代 数区域 的刚性 

Rigidity  Problems  in  Ball  and  Algebraic  Domain 


复 流形间 全纯映 射的刚 性问题 的研究 是复分 析和复 几何中 最基本 的问题 之一. 
对 于这一 问题的 研究揭 示的不 仅仅是 这一领 域本身 的美， 还在 于它在 经典动 力学、 
微分 几何、 Lie 群 等其他 领域的 应用中 所扮演 的重要 角色， 而 复流形 间全纯 映射的 
刚 性问题 一般只 能运用 整体不 变量. 对 于带正 则边界 的开流 形间的 映射, 这 一问题 
的研究 可以非 常方便 地转化 为研究 它们的 边界所 诱导的 CR 映射. 它们 的存在 ，即 
使 只是在 局部上 存在， 要求 CR 不变 量满足 特定的 相容性 条件. 如果 流形有 很好的 
对 称性, 我们 可以从 CR 不变量 的局部 相容性 方程, 得到 一些整 体定义 的微分 方程. 
这就使 得硬分 析能够 用来处 理这类 问题. 这一 想法首 先出现 在文献 [1] 中， 并被应 
用 解决了 一个长 期悬而 未决的 问题. 这也 为进一 步研究 CR 映 射和全 纯映射 提供了 
一种 思想. 

Liouville 定 理是一 个经典 的刚性 定理， 它 指出当 n  >  3 时， Rra 中两个 开区域 
间的共 形映照 一定是 Mobius 变换. 在多 复变和 CR 几何范 围内， 著名的 Poincare 
刚性问 题告诉 我们， 任何 非常数 的全纯 映照， 如果把 3B2 中 的一片 映射到 ^B2 中 
的 一片， 那么它 一定是 一 个 分式线 性映射 .由 Hartogs-Bochner 延拓 定理， 任 何定义 
在 dB2 上的 CR (全 纯） 函数 全纯延 拓到球 S2 上. 因此， Poincare 的定 理说明 B2 
到 自身逆 紧全纯 映照， 如果 能全纯 延拓至 B2 的一个 领域， 则 一定是 一个分 式线性 
映照， 且 一定是 S2 的自 同构群 .在 1978 年， Alexander!2] 把 Poincare 的定 理进行 
了 推广， 证明 了下述 著名的 定理： 当 n  >  1 时 ，对于 C" 中的 单位球 它 到自身 
的逆 紧全纯 映射是 一个自 同构. 

注 意到， 对 于一个 复的仿 射直线 i, 在球 ii 的双曲 Kobayashi 度 量下， L  n  Bn 
是一 条复测 地线， 并且 的自 同构群 把仿射 直线映 成仿射 直线. 因此 Alexander 
的这一 结果告 诉我们 Bn(n  >  1) 到自身 的逆紧 全纯映 照保持 中的复 测地线 .更 
一 般地， 我 们说从 到5〃  的映 射是一 个线性 映射或 全测地 嵌入， 如 果它把 
中的 复测地 线映成 中 的复测 地线. 文献问 首先研 究了复 空间中 不同维 数的球 
之 间的逆 紧全纯 映射的 结构. 他证 明了当 n  >  2 时 ，从 到 Bn+1 的逆紧 全纯映 
射， 如 果三次 可微到 边界， 则一定 是一个 全测地 嵌入. 这 里我们 要说明 的是， 对于 
不同 维数的 欧氏空 间中的 开集， 它 们间的 共形映 射没有 Liouville 刚性 定理. 因此, 
Webster 的 定理揭 示了在 高维情 形下， 全纯 映射比 实共形 映射具 有更强 的刚性 .在 
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Webster 之 后这一 方面进 一步的 工作包 括文献 问〜 问等. 在文献 ⑴中， 我 们利用 
与 上面提 到的工 作完全 不同的 方法, 证 明了当 iV  <  2n-2 时, 任何从 到 的 
逆 紧全纯 映射， 如 果边界 有二阶 光滑， 一 定是线 性的. 这就证 明了由 许多数 学家在 
20 世纪 80 年代提 出的未 解决的 问题. 这里在 边界有 二阶光 滑条件 要求， 是 用来建 
立一 些必要 的基本 CR 不 变量. 关于 这方面 有下面 几个未 解决的 问题： 

问题 1  是否 存在一 个正数 a  <  2, 使得 任何从 到 Bn(N  <  2n  -  2) 的逆 
紧全纯 映射且 光滑到 边界, 一定 是线性 映射？ 满 足这一 性质的 最小的 a 将是什 
么样？ 

问题 1 的主 要困难 在于当 a  <  2 时, 光 滑的正 则假设 使得我 们很难 利用映 
射的一 些几何 信息. 

在文献 问中， 发现了 球与球 之间全 纯映射 的一个 新的几 何结构 和建立 了一个 
新的部 分线性 定理. 这就 对球与 球之间 逆紧全 纯映射 的部分 线性性 质给出 了一个 
完整的 描述. 文献问 的 结果建 立了当 iV  <  n(n  +  1)/2 时 ，从 到 的 逆紧全 
纯映射 的边界 正则性 定理. 然而， 下面这 个长期 悬而未 决的的 问题还 是没有 解决. 

问题 2  假设 恥 c  和 M2  c  是球 面上的 两片开 区域， 并 且假设 / 是 
一个从 抓 到 M2(l  <  n  <  iV) 的 CR 映射. 我们能 否找到 一个与 N-n 无关的 
固 定常数 使得 / 如果在 Mi 上 C* 光滑， 那 么一定 是有理 映射？ 进 一步， 能否取 
i  =  3 或  i  =  2? 


问题 2 的关 键之处 在于能 否找到 一个与 余维数 无关的 如果 i 允许 依赖于 
N-n, 问题 2 已经 由文献 [7] 所 解决. 

当 N  >  n(n  +  1)/2 时 ，从 到 Bn{N  <  2n  —  2) 的逆紧 全纯映 射不再 有部分 
线性 性质. 然而， 这些映 射仍然 有许多 未知的 几何结 构值得 我们去 挖掘， 这 些将是 
解 决问题 2 的 关键. 

另 一个 相关问 题 研究的 是不同 维数的 复空间 中球 与球之 间有理 逆紧映 射的次 
数 估计. 

问题 3 (D'Angelo) 假设 抓， Af2 和 / 如 同问题 2. 假设 / 是有 理的. 那么 / 
最大 可能的 次数是 多少？ 

对 于问题 3, 文献 [7] 用文献 [8] 中的 一个次 数计算 引理得 到了一 个界, 文献 [9] 
把 Forstneric 的工作 改进到 了关于 iV 的 平方次 的界. 我们相 信这个 次数能 被一个 
关于 N  —  n 的线 性函数 界住. 
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群作用 下全纯 映 射的刚 性问题 

Rigidity  Problem  of  The  Holomorphic  Mapping 
Under  The  Group  Action 


研 究这一 问题的 动机来 源于微 分几何 和遍历 理论中 的著名 超刚性 问题： 假设 
Gi 和 G2 为 二个非 紧半单 Lie 群 ，且 dim(G2)  ^dim(Gi). 假设 Q  c  为 （满 足一 
定的 稠密或 co-compact 假 设的） 格 (lattice), 并 且存在 一 个 单同态 ^  :  ■  r2 .我 

们 能否把 《 延拓成 从 Gi 到 G2 的整体 同态？ 当群 的实秩 至少是 2 时 ，由 Mostow, 
Margulis 和 Mok-Siu- Yeung  (参 见文献 ⑷） 等的 工作, 这 一问题 已经得 到了很 好的解 
决. 在秩为 1 的情形 ，本 质上有 四种情 形需要 考虑： 自 同构群 为实的 情形和 复的情 
形、 四 元双曲 空间， 以 及双曲 Cayley 平面 .在 Mostow,  Gromov-Piastetski-Shaprio, 
Johnson-Milnor,  Corlette,  Mok-Siu- Yeung 等的 工作后 （文献 [2] 中有 相关的 参考文 
献)， 还未被 解决的 重要情 形是当 Gi=Aut(B"),  G2=Aut(BN) 并且 1  <  n  <  TV, 

在  Gi  中  co-compact  且 利]^)  convex  co-compact. (注 意到当  n  =  1  时, Mostow  构造 
了反 例). 这一 问题可 运用调 和分析 理论, 转化 为下面 的问题 (参 见文献 [1]>[2],[4])： 
问题 假设 cCnRBN  CCN 为单 位球, 且假设 / 是 从沪到 BN(n，N> 
1) 的逆 紧全纯 嵌入. 假 设存在 一个离 散子群 r  c  Aut(BN) 使得 r 固定 M  =  f(Bn) 
且 作用在 iW ■上 co-compact. 那么 / 是 否是一 个线性 嵌入？ 

Gromov 等 的结果 证明了 如果群 来自于 实双曲 空间的 等距同 构群， 那么 超刚性 
不 成立. Corlette 的结果 表明， 当 n  >  2 时 的四元 数空间  或双曲 Cayley 平面 
的双 曲球的 等距同 构群， 超 刚性确 实成立 （文献 H 中 有对这 一问题 更详尽 的叙述 ). 
因此， 当 n  >  1 时， 找出 单位球 中自 同构群 Aut(5") 的 性质就 显得非 常有意 
义. 在这一 点上， 当 n  >  2 时， 四元数 是 否有比 更强 的刚性 性质？ 上述问 
题的 解决， 不管 是从复 分析的 角度， 还是 从遍历 理论、 动 力学和 Lie 群等方 面的角 
度来 考虑， 都是 非常必 要的. 我 们已经 提到， 当 iV  <  2n  -  1 时， 这 一问题 已经由 
Cao-MokW 给出了 肯定的 答案. 事 实上， 由文献 [1] 的 工作， 要 回答此 问题， 我们只 
需 要证明 对于球 上的任 意点， 至 少存在 一个复 方向， 使 得映射 / 在这 一方向 上是线 
性的. 当 iV  <  n(n  +  1)/2 时， 利用 边界的 CR 不 变量, 对边界 C3 光 滑的映 射找到 
了部 分线性 性质. 
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雅可 比猜想 

Jacobian  Conjecture 

设兄 为代数 闭域， /!,•••  ,/n 为 系数在 K 中的 n 元 多项式 （S 卩 /!,•••,/„€ 
K[xu  ■■- ,;]) ，则 fi， …， U 给出 一个从 v  =  到自 身的代 数映射 

f-V-^V, 

(«i； …， cin)  (/i(ai, … ， an),  ■  ■  ■  ,  /„(ai, …， an)). 

定义 / 的 雅可比 矩阵为 

=  ■■-  ,fn)= (尝) ’ 

其 行列式 det(J(/)) 称为 / 的 雅可比 行列式 （这 些定义 与实线 性空间 的可微 映射的 
相应 定义一 致). 如果 / 是可 逆的， 即 存在代 数映射 s  :  V  —  F 使得 =  idv 
(这 等价于  K[fi,-  -  -  ,  fn]  =  K[xi,  -  -  -  ,  xn]), 则我 们知道 

=  In, 

因此 

det(J(/))det(J(g))  =  1. 

由于 det(J(/)) 和 det(J(5)) 是多 项式, 它 们的乘 积等于 1 只有当 它们都 是常数 （即 
在 K 中） 时才有 可能. 

1939 年, Keller 间 归结出 下面的 猜想. 

雅可 比猜想 设尺 为特征 0 的域 ，若 /!,•••,/„  €  K[Xl, ■■-  ,xn] 使得 
det(J(/i, ••- ，/„))  e  夂*, 则  K[fx, ■■-  ,fn]  =  K[xx, ■■-  ,xn}. 

注 1  若将 if 换为 特征: p  >  0 的域， 则上 述猜想 对任意 n 都不 成立， 这只要 
看一 个例子  /i  =  xi  +  x\,  fi=Xi(2^i^n) 即 可知. 

注 2  若 if 的 特征为 0 而 n  =  1, 上述猜 想显然 成立， 因为易 见此时 A 只能 
是线 性的. 

注 3  如果将 换 为解析 函数， 则上述 猜想对 n  >  2 也不 能成立 ，这 
只 要看一 个例子  /i  =  xie~X2,  f2  =  eX2,  fi  =  Xi(3^i^n) 即 可知. 

对 n  >  2 的 情形， 雅可比 猜想迄 今仍未 解决. 关于 雅可比 猜想的 历史和 背景可 
参看 文献⑴ 和问. 1998 年 Smale 将雅 可比猜 想列为 21 世纪待 解决的 18 个最重 
要的数 学问题 之一. 

对任意 n,  Keller!5! 证明 了雅可 比猜想 在所谓 有理情 形是成 立的， 即如 果加一 
个条件 K(JU  •••,/„)  =  K(xlr- ■-  ,xn) 则猜想 成立. Campbell^] 证明 了在伽 罗瓦情 
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形 （即 假定 K(fi,  ■■  - ，/ n)  C  K(xi,-  -  -  ,xn) 为 伽罗瓦 扩张） 猜想 成立. Wangl9! 证明 
了 当所有 /i 的次数  <  2 时猜 想成立 .在 20 世纪 80 年代， Bass,  Connell,  Wright!1] 
和 JaggevW 将问题 约化到 “三 次齐次 情形” （即 每个 fl  =  xi  +  hh 其中心 为 三次多 
项 式). 莫 宗坚叫 证明当 n  =  2 时 ，若 max(deg(/i),deg(/2))  <  100 则猜 想成立 .余 
解台 将问 题约化 到每个 n  =  xi  +  hu 其中心 为非负 实系数  <  4 次多项 式的情 
形. 

值得 指出， 由于某 些事实 的发现 （例如 K[x,y,z] 的 自同构 群的野 性)， 现在数 
学 界多数 人相信 雅可比 猜想在 n  >  3 时应该 是不成 立的. 

雅 可比猜 想的影 响巨大 不仅因 为许多 著名数 学家投 入研究 而未取 得成功 （事 
实上在 1950 〜 1960 年 已发表 了若干 错误的 “证 明”， 发表者 有著名 数学家 Segre, 
Grobner,  Shafarevich 等)， 而且 因为它 涉及数 学的几 乎所有 分支： 代数、 几何 、拓 
扑、 微分 方程、 组合 学等等 （参 看文献 叫). 
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霍普夫 (Hopf) 猜想 

Hopf’s  Conjecture 

整体微 分几何 的核心 问 题之一 是研究 局部不 变量和 整体不 变量的 关系, 研究曲 
率和 拓扑的 关系. 

我 们来考 察曲面 & 它 上面有 度量， 也就有 Gauss 曲率 如果 曲面是 紧致无 
边 的话, Gauss 曲率 K 就可 以在整 个曲面 上进行 积分. 一 个 曲面不 一 定 只容有 一 个 
度量, 可 以有另 外一个 度量, 换 了度量 以后, 相应的 Gauss 曲率 if 也就 变了， 但积分 
值 与曲面 的度量 无关, 而只与 曲面的 Euler 示性数 x(S) 有关. 这就是 Gauss-Bonnet 
公式 所揭示 的深刻 内涵. 对高维 Riemann 流形 TW,  Gauss 曲 率可以 推广为 截面曲 
率 ，它由 Riemann 曲率 张量所 决定, 被积 函数是 由曲率 张量组 成的很 复杂的 代数式 
子, 称为 Gauss-Bonnet 被积 函数, 它在 整个流 形上的 积分, 应该 由这个 流形的 Euler 
示性数 x(M) 所 决定. 它的 内蕴证 明是陈 省身得 到的， 后来 就称为 Gauss-Bonnet- 
陈 公式. 

对紧 致无边 的偶数 维流形 M2n, 如果它 容有非 正截面 曲率的 Riemann 度量 ，那 
么 ，它的 Euler 示性 数满足 

(-l)nX(M2n)  ^  0  ⑴ 

(当 截面 曲率为 负时， 上 式为严 格不等 式). 这就是 著名的 Hopf 猜想. 

当 n  =  1 时， 根据曲 面中的 Gauss-Bonnet 公式 ，⑴ 显然 成立. 

当 n  =  2 时， 不难 说明， Gauss-Bonnet 被积 函数是 正的， 因 而积分 为正， 根据 
Gauss-Bonnet- 陈公式 ， （1) 也 成立. （这 个事实 最早由 J.  Milnor 作出的 .） 

但是， 一 般地， 截面曲 率的符 号并不 能决定 Gauss-Bonnet 被 积函数 的符号 ，见 
Geroch 的 反例吒 这说明 Hopf 猜 想不能 只从纯 代数的 角度而 获证. 

为此， Dodziuk 和 Singer  1101 建议 还可用 L2 上同 调的方 法来研 究这个 问题. 

为了 将紧流 形上的 Hodge 理论推 广到完 备非紧 流形, M.  Atiyah 引入 L2 上同 
调 理论. 他阐 明了：  L2 上同 调可用 来得到 完备流 形紧致 商的拓 扑信息 W. 

设 r 是自由 地作用 在我们 完备非 紧流形 Af 上 的离散 的余紧 的等距 变换群 ，从 
而 M/T 是 紧流形 .设 W(M) 是 M 上的 L2 调和 g 形式的 Hilbert 空间. 利用 Von 
Neumann 代数, Atiyah 可 对无限 维空间 W{M) 定义与 r 相关的 维数， 从而 定义了 
实值的 L2 -Betti 数 


Bl(M)  =  dhnrHq(M). 
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它 也满足 Poincad 对 偶性. 再从 L2-Betti 数的 交叉和 定义了  P-Euler 特征 X(M， r). 
更重要 的是， Atiyah 证明了 从实数 交叉和 得到的 L2-Euler 特征是 整数， 并 且这个 
整数恰 恰是紧 商流形 M/T 的通常 Euler 特征 

x(M,r)  =  x(M/r).  (2) 

关于 i2- 上 同调的 完整理 论和应 用见文 献冏. 

Dodziuk-Singer 建议将 我们的 紧流形 M 问题 提升到 它的通 用复盖 流形上 ，得 
到 完备非 紧流形 根据 Atiyah 的 定理， 如果 我们能 在截面 曲率的 条件下 证明除 
了 中间的 i2 同调群 其余都 为零： 

Hn(M)  ^  {0},  且当  g  兴  n  时， Hq{M)  =  {0}, 

也就 得到了  Hopf 猜想的 证明. 

迄今， Hopf 猜 想仅在 一些附 加条件 下得到 验证， 如截面 曲率夹 在两个 负常数 
间有 工作： Bourguignon-KarcherPl ,  Donnelly-XavierW  以及  Jost-Xin[8].  Borel  对非 
紧型秩 1 对 称空间 证实了 猜想. 如果， 流 形具有 Kahler 度量， 在负截 面曲率 情形, 
猜 想已被 Gromov 所证实 在非 正截面 曲率情 形则被 Jost-ZiW7] 以及 Cao-Xavier 
所 证实. 
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霍普夫 (Hopf) 问题 

Hopf  Problem 


H.Hopf 提出过 一个著 名问题 W: 在炉 x 炉上， 是否 存在一 个黎曼 度量， 使得 
它的截 面曲率 处处是 正的. 这 个问题 到现在 也没有 答案， 反映 了人们 在黎曼 度量的 
认识 上和掌 握上的 不足. 

经典的 Gauss-Bonnet 定 理告诉 我们， 在 S11  x  S11 上, 显然 没有度 量使得 它的截 
面曲率 （此 时是 Gauss 曲率） 恒 为正， 因为 j 维环 面的 Euler 数 为零. 在 S1  x 炉 上 
也不存 在这样 的度量 ％ 下 一个自 然的问 题就是 考虑炉 x 沪. 当然， 容易验 证乘积 
度量 给出的 截面曲 率是非 负的, 但是有 零点. Bourguignon 等 证明， 在乘积 度量的 一 
个邻 域内， 没有 正截面 曲率的 度量. 

其实， 到现在 为止， 在 单连通 的紧致 四维流 形里， 只发现 四维单 位球面 和复投 
影平面 上存在 正截面 曲率的 度量. 人们 希望把 单连通 的紧致 的带正 截面曲 率度量 
的 四维流 形进行 分类. 这 是目前 摆在几 何拓扑 学家面 前的一 个非常 有意思 的重要 
问题. 

Hopf 问 题可以 演化成 一个更 一般的 猜想： 两个单 位球面 的乘积 流形上 不存在 
正截面 曲率的 度量. 
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非线性 狄拉克 (Dirac) 方程解 的存在 性问题 

Existence  of  Solutions  to  Nonlinear  Dirac  Equations 

n 维 定向黎 曼流形 M 称为 Spin 流形， 如 果对于 M 上由 正定向 么正标 架构成 
的主 SO(n) 丛 Q, 存在 一个主 Spin(n) 丛 _P, 使 得它是 Q 的二重 覆盖， 且与 P 和 
Q 的群作 用相容 .在 Spin 流 形上存 在主丛 _P 的 相关丛 (associated  bundle)  S, 称为 
旋 量丛. 由 M 的 Levi-Civita 联络 经过提 升得到 S 上的 Spin 联络 ▽， 由此 可定义 
作用在 S 上 的一阶 椭圆微 分算子 一一 狄拉 克算子 D  =  ea-  Vea, 其中 是 M 
上的局 部幺正 标架场 ，“ •” 表示 Clifford 乘法 t1，5]. 狄拉克 方程是 Spin 流形 上形如 

D^P=f  (1) 

的 一阶椭 圆型方 程组, 其中 e  r(S), 它们 在几何 与物理 的许多 问题中 自然地 出现. 
非线 性狄拉 克方程 的典型 情形有 

Dij)  =  m-tp  +  Hijk^  (2) 

其中 ，岭 = (岭1， …， e  r(5),  Hijk  = (丑“ ，…， 丑心) ，而 m， 丑心 是 M 上的 
数量 函数， 一些三 维流形 中的曲 面广义 Weierstrass 表 示方程 以及相 对论粒 子模型 
方 程就属 于这种 类型. 

问题 1  非紧流 形上狄 拉克方 程解的 存在性 

在 线性齐 次情形 1)岭 =  0, 通过证 明狄拉 克算子 是带权 Sobolev 空间的 连续同 
构， 可 得到满 足无穷 远边界 条件的 解的存 在性， 这一 事实在 E.  Witten 关于 正质量 
定理 的狄拉 克算子 方法证 明中是 一个关 键部分 对一般 情形的 狄拉克 方程， 为求 
空间对 称解， 可 以将方 程约化 到一组 常微分 方程， 运 用变分 原理， 可 以得到 这种解 
的存在 性结果 W, 而 关于一 般形式 的解， 相 应的存 在性结 果如何 建立， 是一 个重要 
的几 何分析 问题, 它们 将在几 何与物 理上具 有应用 潜力. 

问题 2  狄拉 克方程 边值问 题解的 存在性 

当 M 是紧 致带边 Spin 流 形时, 利用 Chirality 算子或 边界算 子的谱 投影, 可以 
提出 各种局 部和非 局部边 界条件 ％ 这种 边值问 题解的 存在性 在广义 相对论 的许多 
问题 （如彭 罗斯不 等式的 证明） 中 是非常 有用的 工具. 在线 性方程 （1) 情 形中， 当非 
齐次 项属于 L2, 边 界值属 于丑〗 的 时候， 问题本 质上可 归结为 弱解的 正则性 估计， 
由此可 以证明 相应的 Fredholm 性质， 得 到解的 存在性 准则. 对 于一般 非线性 方程, 
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如 何得到 其边值 问题解 的一般 存在性 结果， 同样 是一个 重要的 问题， 其中关 键是要 
建立解 的整体 LP 估计. 

问题 3  含狄 拉克方 程的耦 合方程 组解的 存在性 

超对称 理论中 的许多 问 题可归 结为含 狄拉克 方程的 耦合方 程组, 例如超 对称非 
线性 sigma 模型 和 超对称 Yang-Mills 场. 以 前者为 背景， 可引入 Spin 流 形上狄 
拉 克方程 与二阶 椭圆型 方程的 耦合组 : 

D^  +  rjk^)v^  .M  =  o, ―⑷ ： •也  (3) 

其中 ， 4 是黎 曼流形 （M,(ffa/3)) 到 {N,  {hij)) 的 映射， t ⑷ 是其张 力场， 和 
分别是 iV 的曲 率张量 和联络 系数， #  S  r(5'). 利用球 面共形 映射和 twist 旋 量场， 
可 以构造 （3) 的一 批非平 凡解. 至 于解的 一般存 在性定 理则是 一个具 有挑战 性的问 
题 ，但 它的解 决对于 超对称 数学模 型所提 出的耦 合方程 组具有 普遍的 意义. 
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高 维单值 化猜测 

Higher  Dimensional  Uniformization  Conjecture 


Riemann 映射定 理是复 变函数 课程中 最基本 的定理 之一， 它叙述 为复平 面中的 
每 个单连 通区域 均可由 1-1 解析 映射映 成单位 圆盘. 该定 理是由 Riemann 在 1851 
年给 出的, 但他当 时的证 明是不 完整的 （因 为他用 到尚未 验证的 Dirichlet 原理 ) .把 
Riemann 映 射定理 推广成 Riemann 面的 单值化 定理是 Hilbert 在 1900 年给 出的著 
名 23 个问题 中的第 22 问题. 更具 体地， 单 值化定 理叙述 为每个 单连通 Riemann 面 
必全 纯同胚 于复投 影空间 CP1, 或 复平面 (7, 或单 位圆盘 在 1907 年， Poincare 口 
Koebe 证明了 单值化 定理. 

在 单值化 定理的 诸多推 论中， 我们 可以提 及如下 的一个 推论. 给 定一个 Rie¬ 
mann  面，  单 值化定 理告知 它的万 有覆盖 必全纯 同胚于 CP1, 或 （7, 或 特别 
地， 覆 盖变换 群是模 型空间 CP1,  C 或 D 的全纯 同构群 中的一 个离散 子群. 从而 
Riemann 面的分 类问题 归结为 模型空 间中全 纯同构 群中的 离散子 群分类 问题. 

如何把 单值化 定理推 广到高 维情形 是数学 研究中 的重要 课题之 早在 20 世 
纪初 Poincad 就已 证明在 每个欧 氏空间 R2n{n  >  1) 上 可赋予 无穷多 个复结 构使得 
它 们彼此 之间互 不全纯 同胚. 这 就是说 纯粹拓 扑条件 完全不 能区分 高维流 形上的 
复结构 .在 20 世纪 70 年 代人们 方逐步 认识到 需用几 何条件 来刻划 高维流 形上复 
结构. 高维 单值化 猜测由 如下三 个猜测 组成： 

Frankel 猜测 每 个具正 全纯双 截曲率 的紧致 Kahler 流 形必全 纯同胚 于复投 
影空间 CPn. 这个猜 测已由 Mori 和肖荫 堂-丘 成桐在 1980 年左右 解决. 

丘成 桐猜测 每个具 正全纯 双截曲 率得完 备非紧 Kahler 流形 必全纯 同胚于 
复欧 氏空间 

伍鸿 熙猜测 每个 具负截 面曲率 的紧致 Kahler 流形均 由复欧 氏空间 的某有 
界域 覆盖. 

在 20 世纪 80 年代 初期， 莫 毅明、 肖 荫堂和 丘成桐 等取得 过重要 进展. 他们利 
用解 Poincare-Lelong 方程 的方法 证明当 Kahler 度规具 有极大 体积增 长和曲 率超二 
次 衰减时 上述丘 成桐猜 测成立 .在 2002 年， 陈 兵龙- 邓少雄 -朱熹 平利用 Ricci 流方 
法证 明在极 大体积 增长条 件之下 复二维 的丘成 桐单值 化猜测 成立. 其后, Chau-Tam 
利用 Ricci 流 方法把 该复; i 维结 果推广 到任意 高维. 


. 188  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


后来， 在莫毅 明等工 作的基 础上， 陈 兵龙- 朱熹平 把极大 体积条 件改为 第一陈 
类可 积条件 来给出 复二维 的高维 单值化 定理. 同时， 人 们猜测 该附加 的第一 陈类可 
积 条件将 是自动 成立. 

最后， 我们讨 论一下 伍鸿熙 猜测. 虽然对 此人们 已有一 些相关 工作， 但 关于负 
曲 率流形 的伍鸿 熙猜测 仍基本 上毫无 进展. 人们 甚至连 这样的 流形上 是否存 在非凡 
的有 界解析 函数仍 不知道 （如 果伍鸿 熙猜测 成立， 则这 样的流 形上必 存在大 量非凡 
的有界 解析函 数). 
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[1]  Chau  A,  Tam  L  F.  A  survey  on  the  Kahler-Ricci  flow  and  Yau’s  U niformizat ion  Con¬ 
jecture.  to  appear  in  Surveys  in  Differential  Geometry,  J  Differential  Geometry 

[2]  Zhu  X  P.  The  Ricci  flow  on  complete  noncompact  Kahler  manifolds,  Collected  Papers 
on  Ricci  Flow.  Series  in  Geometry  and  Topology,  Vol  37,  International  Press,  2003 


撰 稿人： 邓少雄 
中 山大学 


关于 K 等价代 数簇的 量子上 同调环 的猜想 


. 189  - 


关于 K 等价代 数簇的 量子上 同调环 的猜想 


Quantum  Cohomologies  Conjecture  on  K-equivalence  Algebra  Varieties 


两个 代数簇 X 和 X' 称为 K 等价， 如果存 在双有 理同态 :  Y  X 和 
'Y  —  X' 使得 

ct>*Kx  =  ct>*Kxl, 

其中 表示 X 的典 范除子 . K 等价的 光滑代 数簇有 相同的 Betti 数 （参 见文献 
[1]， [2]). 但 是一般 来说它 们有不 同的上 同调环 结构. 那么， 是 否存在 一个新 的合理 
的 环结构 使得它 们是同 构的？ 

阮勇斌 [3] 和 Chin-Lung  Wang [4] 于 2001 年提 出以下 猜想： 

两个 if 等 价的光 滑代数 蕊有同 构的量 子上同 调环. 

类 比于量 子上同 调环， 阮勇斌 还提出 了一种 相对简 单的环 结构， 现 被称为 Ruan 上 
同 调环. 因此 一个较 弱的猜 想是： 两个 K 等价的 光滑代 数蕊有 同构的 Ruan 上同 
调环. Ruan 还将此 类猜想 推广到 OTbifold 情形. 

这 些猜想 已经 构成了 研究双 有理几 何与量 子上同 调关系 的一个 重要方 向 .目前 
该问 题还没 解决, 但 是已取 得了很 多重要 进展. 

李安 民和阮 勇斌在 文献问 中 证明： 光 滑三维 代数簇 在光滑 flop 下 量子上 
同调环 不变. 

二、  胡建 励和张 院川在 文献问 中 证明： 如果两 个射影 簇通过 一 系列 Mukai  flop 
连结， 则 它们有 同构的 Ruan 上 同调. 

三、  最近 Lee,  Lin 和 Wang 在文献 [7] 中 证明： n 维光滑 代数簇 在通常 的光滑 
flop 变换下 量子上 同调环 不变. 

四、  最近陈 柏辉、 李 安民、 赵国 松等研 究了一 类带有 奇点的 flop, 证明了  Ruan 
上同调 环同构 量子 上同调 环同构 [9]. 
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六维 球面上 复结构 的存在 性问题 


The  Existence  of  A  Complex  Structure  on  6-Sphere 


一个 2n 维的 微分流 形叫一 个近复 流形或 有近复 结构， 如 果存在 一个切 丛到自 
身的光 滑同态 J, 使得 J2  =  - 1.  — 个微分 流形叫 n 维 复流形 或有复 结构， 如果 
它的 每一点 的开领 域都有 到复向 量空间 C" 的开 领域的 同胚, 使得转 移映射 是全纯 
的. 显然， 复 流形上 有诱导 的近复 结构. 

反过 来的问 题是， 一个 近复结 构是否 是由某 一个复 结构诱 导而来 （如 果是 ，我 
们 就叫这 个近复 结构可 积)？ 著名的 Newlander-Nirenberg 可积 性定理 W 给出了 一 
个 近复结 构是可 积的充 分必要 条件. 

二维 可定向 流形存 在近复 结构， 而 且一定 可积. 在 四维的 情形， Ven  de  Van 给 
出 了几个 例子， 这些近 复流形 上没有 复结构 在 六维的 时候， 人们 最关心 的是六 
维球面 .由 Cayley 数的 乘法， 我 们可以 在六维 球面上 定义一 个近复 结构. 不难知 
道， 这个 近复结 构是不 可积的 W.  — 个世纪 著名难 题是： 在六 维球面 上存在 可积的 
近复结 构吗？ 换句 话说， 六 维球面 是复流 形码？ 陈省身 和丘成 桐都公 开提出 这个难 
题, 参见 文献叫 、問. 

这个 问题曾 引起许 多人的 关注, 有几 篇已正 式发表 的文章 最后都 被发现 是靠不 
住的. 使用 黎曼几 何的方 法来研 究这个 问题, 就 要在近 复流形 上引进 跟近复 结构相 
适应的 度量. LeBrunl3! 证明： 在 六维球 面上， 与 标准度 量相适 应的近 复结构 一定是 
不可 积的. 这 个结果 被文献 ⑷ 做 了实质 推广. 但是， 六维球 面上是 否存在 可积的 
近 复结构 这个世 纪著名 难题依 然没有 解决. 
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曲面到 四维欧 氏空间 的等距 浸入的 存在性 

The  Existence  of  An  Isometric  Immersion  of  A  Surface  in  4-Space 

黎 曼流形 之间的 光滑 浸入叫 做等距 浸入， 如果 它的切 映射是 保持长 度的. 
根据 Nash 的著名 定理， 任 何黎曼 流形都 可以等 距浸入 （或 嵌入） 到某 个维数 （较 
大） 的 欧氏空 间中. 对 于二维 的黎曼 流形, Nash 定理给 出到欧 氏空间 的等距 浸入的 
维 数很不 理想. 一个 基本难 题是： 是否每 一个曲 面都可 以等距 浸入到 四维欧 氏空间 
中？ 参 见文献 [1] 中第 22 个 问题. 丘成桐 证明环 面总可 以等距 浸入到 四维欧 氏空间 
中， 不论 这个环 面取什 么样的 度量. 

许 多曲面 不能等 距浸入 到三维 欧氏空 间中. 例如， 著名的 Hilbert 定理说 ，（完 
备的 Gauss 曲率为 -1 的 ） 双曲 平面就 不能等 距浸入 到三维 欧氏空 间中. 人 们自然 
要问， 双曲 平面可 以等距 浸入到 四维欧 氏空间 中吗？  Rosendorn 证明： 双曲 平面到 
五 维欧氏 空间的 等距浸 入是存 在的， 参见文 献問. 

对于 紧致的 曲面， 这个难 题现在 也没有 答案. 例如， 常正 Gauss 曲率的 实投影 
平面可 以等距 浸入到 四维欧 氏空间 中吗？  Gromov-Rochlin 证 明它不 能等距 嵌入到 
四维 欧氏空 间中. 参见文 献問. 当然， 常正 Gauss 曲率 的实投 影平面 到五维 欧氏空 
间的 等距嵌 入是存 在的, Veronese 嵌入就 是一个 很好的 例子. 

参 考文献 
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3 维 流形上 tight 切 触结构 的分类 

Classification  of  Tight  Contact  Structures  on  3-Manifolds 


3 维光 滑流形 M 上 的一个 切触结 构是指 ikf 上一个 光滑的 余维为 1 的分布 （即 
切平 面场兄 C  TM, 其中纟 是最 大不可 积的， 这意 味着若 《局 部由 1 形式 a 定义, 
即 f  =  kera, 则在 整个定 义域上 aAda^O. 若 这样的 1 形式在 M 上整 体存在 ，则 
它称为 M 上的 一个切 触形式 . M 上 一个切 触结构 定义了  iW 的一 个定向 . Af 上切 
触形 式的存 在导致 M 的切丛 TM 的结构 群可以 约化到 U{1), 这样 一个约 化称为 
M 上一个 殆切触 结构. Gromov 证明， 对 任一开 3 维流形 M 上 切触结 构的同 
伦类与 M 上殆切 触结构 的同伦 类之间 有一个 —— 对应. Lutz、 Martinet 证明， 对任 
一闭 可定向 3 维流形 M,  M 的每个 切平面 场的同 伦类中 都有切 触结构 .  3 维流形 
上的 切触结 构根据 其中有 没有过 度扭转 (overtwisted) 圆 盘分为 过度扭 转的和 tight 
两类 .  3 维 流形上 tight 切触 结构的 研究与 3 维 流形的 拓扑、 3 维流 形上的 叶状结 
构等 有很多 联系. Eliashberg 证明， 对 任一闭 可定向 3 维流形 M,  M 上切平 面场的 
同 伦类与 M  ± 过度 扭转切 触结构 的同痕 类之间 有一个 一一 对应. 这样 ,  3 维 流形上 
tight 切触 结构的 同痕分 类就成 为研究 3 维流 形上切 触结构 的核心 问题. 

3 维 流形上 tight 切触结 构的同 痕分类 近年来 得到很 多进展 .对 S3、 透镜 空间、 
圆 周上环 面丛、 闭曲 面上圆 周丛以 及某些 Seifert 纤维 空间， 其上 tight 切触 结构的 
同痕分 类已经 完成， 但一般 3 维 流形上 tight 切 触结构 的同痕 分类还 有很多 问题需 
要 解决. 

对 过度扭 转切触 结构， 也有 一些问 题需要 研究， 如 它的切 触自同 胚群的 性质. 
与此相 关的一 个问题 是过度 扭转切 触结构 中过度 扭转圆 盘的唯 一性， 即对一 个过度 
扭 转切触 结构， 其中任 意两个 过度扭 转圆盘 是不是 切触同 痕的？ 这个 问题与 过度扭 
转切触 结构中 勒让德 纽结的 勒让德 同痕分 类也有 联系. 
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4 维光滑 庞加莱 （Poincare) 猜想 

Smooth  Poincare  Conjecture  in  Dimension  4 

1904 年, Poincare 给 出如下 猜想： 一个单 连通紧 致无边 3 维流 形一定 同胚于 3 
维球 面妒. 这个问 题称为 Poincare 猜想， 是拓扑 学发展 中的焦 点问题 之一. Smale 
于 1960 年证明 高维的 Poincare 猜想， 即若 是一个 维数为 n  >  5 且同伦 等价于 
n 维球面 的紧致 无边光 滑流形 ，则 同胚于 S'  Freedman 于 1981 年证明 4 
维的 Poincare 猜想， 即若 M4 是一个 同伦等 价于炉 的紧 致无边 4 维拓 扑流形 ，则 
M4 同胚于 S4.  Perelman 于 2002 年、 2003 年给出 Poincare 猜想 的证明 概要. 

在流形 上的微 分结构 方面， Milnor 于 1956 年发 现一些 7 维光滑 流形， 它们同 
胚于 7 维球面 S7, 但并 不微分 同胚于 S7( 带通常 微分结 构). Donaldson 于 1985 年 
发 现一个 4 维光滑 流形， 它 同胚于 CP2pCP2, 但 不微分 同胚于 CP2pCP2. 另外， 
由 Freedman、 Donaldson 的工作 可知存 在怪异 R4， 即 同胚于 R4 但 不微分 同胚于 
R4 的光 滑流形 .自 Freedman、 Donaldson 的工 作后， 4 维流形 上微分 结构的 研究变 
得很 活跃， 并且 与规范 场论、 代数 几何、 辛 拓扑等 密切地 联系在 一起, 相 互影响 .最 
新 的结果 表明， 有 无穷多 个光滑 流形， 它们都 同胚于 CP2H3CP2, 但 彼此之 间互不 
微分 同胚. 下述问 题仍未 解决： 

4 维光滑 Poincare 猜 想：若 M4 是一 个同伦 等价于 妒 的紧 致无边 4 维光滑 
流形 ，则 M4 微分 同胚于 S4. 

由 Freedman 的结果 知上述 M4  —定 同胚于 S4. 
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波雷尔 （Borel) 猜想： 非 球面性 闭流形 之间的 同伦等 
价必 同伦于 一 个同胚 


Borel  Conjecture:  Any  Homotopy  Equivalence  Between  Two  Closed 
Aspherical  Manifolds  is  Homotopic  to  A  Homeomophism 


Borel 猜 想是几 何拓扑 中有关 流形分 类的一 个重要 问题. 这里闭 流形是 指无边 
界的 连通紧 流形. 非球面 性是指 流形的 万有覆 盖是可 缩的， 这 等价于 流形的 同伦群 
除了基 本群外 都是平 凡的. 注意， 同伦等 价的闭 流形有 相同的 维数. 

在 将闭流 形按同 胚进行 分类中 ，找出 一些可 计算的 不变量 来完全 刻画同 胚的流 
形 是拓扑 学的一 个基本 问题. 一维闭 流形都 同胚于 圆周， 不存 在分类 问题. g 维流 
形 也称为 曲面. 闭曲面 可同胚 地分为 三类： 球面、 有 限个环 面的连 通和、 有 限个射 
影平 面的连 通和. 因此， 两个闭 曲面同 胚当且 仅当它 们有同 构的基 本群， 当 且仅当 
它们有 相同的 Euler 示性 数和定 向性. 因此 基本群 成为闭 曲面的 完全不 变量， 定向 
闭曲面 还有一 个完全 不变量 一 亏格. 总之， 同 伦的闭 曲面必 同胚. 

据上面 分析可 提出一 个基本 问题： 同伦 的闭流 形是否 同胚？ 精确 一点， 两个闭 
流 形之间 的同伦 等价是 否同伦 于一个 同胚？  E.  Moise 举例说 明这个 问题的 答案是 
否 定的， 其例 子中的 1 维和 3 维同 伦群都 是非平 凡的. Reidemeister 找到了 一些透 
镜空间 一一 基本 群为阶 数大于 2 的 循环群 且万有 覆盖为 3 维 球面的 流形, 它们同 
伦等 价但不 同胚. 透镜空 间可视 为球面 性的闭 流形， 讨 论非球 面性流 形的分 类就成 
为一 个自然 问题. 

回 顾一下 J.  H.  C.  Whitehead 的结果 —— 两个闭 流形之 间连续 映射是 同伦等 
价的当 且仅当 它在所 有同伦 群上都 诱导了 同构. 因 此对于 非球面 性流形 而言， 只需 
讨论 1 维同 伦群即 基本群 即可. 基于 1954 年 G.  D.  Mostow 的结果 一一 基 本群同 
构的 可解流 形是同 胚的， A.  Borel 在 1954 年与 J.  P.  Serre 的 一次通 信中提 出了后 
来以 他名字 命名的 猜想. 

F.  T.  Farrell 和 L.  E.  Jones 说明了 以下诸 情形的 Borel 猜 想是正 确的： 维数非 
3 非 4 的非正 曲率的 Riemann 流形， 维数非 3 非 4 且 基本群 为一般 线性群 的离散 
子 群的闭 流形. 

Borel 猜 想加上 一些技 术性方 法后可 以证明 Poincare 猜想 —— 这一 猜想被 
G.  Perelman 证明. Borel 猜 想还蕴 含整数 Novikov 猜想， 后者蕴 含稳定 Borel 猜 
想 基本群 同构的 两个非 球面性 闭流形 与某个 Euclid 空间作 Cartesian 积后 
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同胚 . S.  Chang,  F.  T.  Farrell 和 郁国樑 证明了 具有有 限渐近 维数的 群对应 的整数 
Novikov 猜想 （在此 之前， 郁 国樑证 明了这 类群的 Novikov 猜 想)， 基 于这个 结果季 
理 真证明 了当基 本群是 某些特 殊域上 一般线 性群的 子群时 的稳定 Borel 猜想. 对一 
般 情形， Erik  Guentner,  Romain  Tessera 和郁国 樑引进 了有限 复杂性 概念并 证明了 
当基 本群是 任意特 征域上 一般线 性群的 子群时 的稳定 Borel 猜想. 

现 在讨论 Borel 猜想 已综合 运用了 几何与 拓扑、 代数与 分析， 特 别是几 何群论 
方面的 工作. 不难 预见， Borel 猜 想的完 全解决 将使人 们对几 何拓扑 的认识 跃上一 
个新 台阶. 

问题 说明： Borel 猜 想是几 何拓扑 中有关 流形分 类的一 个重要 问题. 这是 A. 

Borel 于 1954 年根据 G.  D.  Mostow 的结果 - 基 本群同 构的可 解流形 是同胚 

的 —— 与 J.  P.  Serre 的一次 通信中 提出了 后来以 他名字 命名的 猜想. 
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Conjecture 


四 维流形 的一个 重要不 变量是 它的相 交型， 它 是一个 整数环 上的、 行 列式为 
±1 的对称 矩阵. 经典的 Whitehead 定理 表明， 单连通 的闭四 维流形 的同伦 型由它 
的相交 型唯一 决定. 相交型 有奇、 偶 之分， 我 们称一 个相交 型为偶 （奇） 的， 如果上 
述矩 阵的对 角线全 为偶数 （奇 数). 

整数环 上非正 定的、 行 列式为 ±1 的对称 矩阵可 以完全 分类， 作 为线性 变换, 
它们 可表为 下面几 个简单 的对称 矩阵的 直和， (±1),  (  °  1  1 以及 
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不过， 整数 环上正 定的、 行 列式为 1 的对 称矩阵 却多得 出奇， 当矩阵 的阶数 n 
足够 大时, 它们 等价类 的个数 大致以 n 的指 数增长 W  1982 年, 借助于 规范场 理论， 
S.DonaldsonI2] 发现 了一个 惊人的 事实， 除了⑴ 的直和 以外, 其他的 那些整 数环上 
正 定的、 行 列式为 1 的 对称矩 阵都不 能实现 为闭、 光滑的 四维流 形的相 交型. 另一 
方面 ，在 1981 年 M.Freedmanl3! 证 明整数 环上所 有的行 列式为 1 的 对称矩 阵全都 
可以 实现为 闭的、 拓扑 四维流 形的相 交型. 两个 不同理 论的巨 大差异 给出了 四维拓 
扑 的奇妙 与独特 之处, 上述 结果的 ^ 个间接 推论是 四维欧 氏空间 R4 上存在 无限多 
个不同 的光滑 结构. 

一个 基本问 题是, 什 么样的 整数环 上非正 定的、 行 列式为 1 的偶 数型对 称矩阵 
可以 作为一 个闭、 光滑的 四维流 形的相 交型？ 著名的 11/8 猜想 断言： 

11/8 猜 想：设 Af 是一 个单连 通的、 闭光 滑四维 流形； 如果 M 的 相交型 /M 
为 偶数型 ，则 


f 猜想 
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Im 


= aE^  ㊉  b 


其中 a 为 偶数, 满足 |6| 彡 3|a|/2. 

观察 /m 的秩为 8|a|  +  2|&|, 而 它的符 号差为 8a. 上 述猜想 等价于 断言， /M 的 
秩大 于或等 于其符 号差绝 对值的 警倍. 

通 过应用 Seiberg-Witten 理论， 1996 年日本 数学家 FurutaW 证明了  |6|  >  |a|, 
并且当 a#  0 时不等 式是严 格的. 一般情 况如何 仍是一 个重要 的公开 问题. 

给定 一个四 维流形 M 和一 个同胚 /  :  M  则 / 诱 导一个 保持相 交型的 
同构 /-  :  H2{M)  H2{M). 四维 流形理 论中与 相交型 有关的 另一个 重要问 题是哪 

些保 持相交 型的自 同构可 以被微 分同胚 实现. 

Freedman 在他 的证明 四维拓 扑庞加 莱猜想 間 的杰 作中， 同时证 明了单 连通四 
维 流形的 任何一 个保持 相交型 的自同 构可以 由拓扑 同胚来 实现. 不过， 许多 保持相 
交型 的自同 构不能 由微分 同胚来 实现, 参见文 献问. 
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Kashaev-Murakami-Murakami  体 积猜想 

The  Volume  Conjecture  of  Kashave- Murakami- Murakami 


Mostow 刚性定 理告诉 我们， 一个有 限体积 的可定 向双曲 a 维流 形的体 积是它 
的 拓扑不 变量. 而且 Thurston!8] 观 察到， 对于 任意一 个实数 I；, 最多 有有限 多个三 
维双曲 流形以 r 为 体积. 从 而双曲 三维流 形的体 积是一 个非常 有用的 拓扑不 变量. 
近 来在拓 扑量子 场论的 一些工 作表明 ，双 曲三维 流形的 体积与 量子不 变量的 极限有 
关. Kashaev[3] 在 1997 年 最早发 现了这 一 惊人的 关系， 并由 Murakami-Murakami  161 
将其推 广到更 一般的 情形. 

Kashaev-Murakami-Murakami 体 积猜想 假设 if 是 S3 中的 一 ■个 纽结, 

JN(t) 是 if 的第 iV 个染色 Jones 多项式 （定义 为对应 李代数 SL(2,C) 的 iV 维不 
可约 表示的 量子不 变量, 参考 文献問 、问 )， 那么 

lim  ^  log  \JN(e2^N)\=v3.  ||  炉—尺  II, 

N^oo  iv 

其中％ 是 正则理 想双曲 四面体 的体积 ， ||  S3-K  || 是三 维流形 妒 -兄的 Gromov 范 
数. 特 别地, 如果 妒- 兄 有一 个完备 的双曲 度量, 那么 等式的 右边恰 好就是 S3-K 
的双曲 体积. 

染色 Jones 多项式 是一个 基于量 子理论 建立的 纽结不 变量. 这 一猜想 在两类 
截 然不同 的量之 间建立 了一个 等式. 这一 猜想的 解决, 将有助 于人们 更深刻 地认识 
三 维流形 和量子 理论， 从而 为量子 场论的 发展提 供新的 思路. 

目前人 们在这 一猜想 上的工 作非常 有限. Murakami 和 Yokota[9] 证明了  8 字 
结的 情况; Kashaev 和 Tirkkonenl4! 对环 面结证 明了该 猜想； 郑浩 最近的 工作表 
明这 一猜想 对一些 卫星结 也是正 确的. 此 外还可 在文献 [7] 中 找到该 猜想的 数值证 
据. 在 这一猜 想的基 础上， 人们还 提出了 一些更 大胆的 猜测， 如复体 积猜想 和非 
完备双 曲结构 下的体 积猜想 W 等. 
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瑟斯顿 (Thurston) 有 效纤维 化猜想 

The  Virtual  Fibration  Conjecture  of  Thurston 

Thurston 有 效纤维 化猜想 每 一 个闭 的双曲 3 流形有 一 个有限 覆盖， 并且 
这个 覆盖是 S1 上的曲 面丛. 

在文献 [1] 里， Dunfeld 和 Thurston 用计算 机实验 对有效 Haken 猜想 （the 
virtual  Haken  conjecture) 在双曲 3 流形情 况的正 确性给 出了强 有力的 证据. 他们 
在计 算机的 帮助下 ，对 10986 个小体 积双曲 3 维闭 流形用 Hodgson-Weeks 统计作 
了 检验， 并 且对每 一个都 找出了 足够大 的有限 覆盖. 也可 以参看 Lackenby 的相关 
工作 [2]. 
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Virtual  Haken  猜想 

Virtual  Haken  Conjecture 

设 M 为可 定向的 3 - 流形 .若 M 中每 个嵌入 的光滑 2 - 球面 均界定 M 中一 
个 3 - 实 心球， 则称 M 是不可 约的. 设 为 Af 中一个 真嵌入 的可定 向曲面 .若 
不是边 界平行 的且含 入诱导 的同态 TnP  —  vnM 为单 同态， 则称 F 为不可 压缩曲 
面. 若 可定向 3 - 流形 Af 是不 可约的 且包含 一个不 可压缩 曲面， 则称 M 为 Haken 
流形. 

处理 Haken 流形的 一个常 用有效 方法就 是沿着 Haken 流 形中的 一个不 可压缩 
曲面 切开该 流形， 这样会 得到一 个简单 一些的 Haken 流形. 也正因 如此， 人 们得以 
对 Haken 流形的 拓扑和 几何已 经有很 透彻的 了解. 对于非 Haken 流形， 人 们了解 
的则 相对少 得多. 

1968 年， F.  WaldhausenW 提出了 如下的 猜想： 

Virtual  Haken 猜想 设 M 为紧致 的可定 向的不 可约的 基本群 无限的 3 -流 
形 ，则 Af 有一个 Haken 流形 的有限 覆盖. 

3 - 流 形的有 限覆盖 一直是 3 - 流形拓 扑理论 中十分 重要但 了解却 很少的 课题. 
如果 Virtual  Haken 猜想 成立, 则 人们可 以通过 有限覆 盖对非 Haken 流形的 拓扑与 
几 何有非 常深刻 的了解 .在 Thurston 的几何 化猜想 （包括 庞加莱 猜想） 获得 解决的 
当今， Virtual  Haken 猜 想成为 3 - 流形拓 扑理论 中最为 重要的 猜想. Virtual  Haken 
猜想的 解决, 将对 3 - 流形 拓扑的 发展产 生意义 深远的 影响. 

四十 年来， 围绕 Virtual  Haken 猜想所 展开的 研究只 取得少 数零星 的结果 （见 
文献 [2] 〜 [4] 等). 最近， N.  Dunfield  和  W.  Thurston  验证了  Hodgson- Weeks  统计中 
的 10986 个闭 的双曲 3 - 流形 均满足 Virtual  Haken 猜想 [5]. 
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仿 射平坦 流形的 陈猜想 


The  Chern  Conjecture  for  Affinely  Flat  Manifolds 


一个 n 维光 滑流形 称为仿 射平坦 流形， 如果 我们能 够在该 流形上 找到# 个坐 
标卡 覆盖， 使得 任意两 个坐标 卡之间 的转移 函数是 n 维欧 式空间 的仿射 变换. 这样 
的一 个坐标 卡覆盖 称为仿 射平坦 结构. 也就 是说, 我们 可以将 欧式空 间中的 仿射结 
构 无矛盾 的局部 提升到 仿射平 坦流形 土.. 另外， 我们还 可以将 仿射平 坦流形 定义为 
切 丛上存 在无烧 的平仿 射联络 (torsion-free  flat  affine  connection) 的 流形. 

对于仿 射平坦 流形， 陈 省身在 20 世纪 50 年 代提出 了一个 深刻的 猜想： 

陈猜想 仿 射平坦 流形的 Euler 数_定 是零. 

众所 周知， Euler 数是 流形的 拓扑不 变量， 而 仿射平 坦是一 个纯粹 的几何 概念. 
这个猜 想的精 彩之处 在于将 这两个 很不一 样的数 学概念 联系在 一起, 揭示了 它们之 
间 的深刻 联系. 

这个 猜想出 现后引 起了不 少大数 学家的 关注. 对于； i 维流 形的 情形, Benzecril1! 
和 Milnort2! 证明 陈猜想 成立. 后來 Kostant 和 Sullivan!3] 证明了 如果 仿射平 坦流形 
M 上 的仿射 平坦结 构是完 备的， 也 就是说 M 是 一个仿 射空间 中某个 离散群 正则作 
用 （proper  action) 的 商空间 ，那么 陈猜想 成立. 对 于不完 备的仿 射平坦 流形, Hirsch 
和 Thurston  141 证明了 如 果该流 形的仿 射平坦 结构的 和乐群 (Holonomy  group) 是 一 
些 amenable 群的自 由乘积 的有限 扩张， 那么 陈猜想 成立. 这里 amenable 群 的定义 
比较 复杂， 这里就 不做介 绍了. 但是这 类群包 含了所 有的有 限群、 交 换群、 可解群 
和紧致 李群. 

由于这 个猜想 是对于 任意的 仿射平 坦流形 所做的 ，现 在还 没有解 决的情 形已经 
很难去 验证. 最新的 一些进 展可以 参见文 献问. 

这个 猜想对 别的领 域也有 不小的 影响. 比如 推动了 对具有 仿射平 坦结构 的有限 
维李群 的研究 并产生 了不少 成果. 另外， 与陈 猜想有 关的是 GromovI6! 对仿 射平坦 
流形 的有界 上同调 (bounded  cohomology) 的 猜想： 仿 射平坦 流形的 有界上 同调都 
是零 ■ 

对 陈猜想 证明的 探索必 将加深 人们对 光滑流 形的几 何与拓 扑之间 联系的 理解. 
对数 学的发 展有着 重要的 意义. 
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光 滑复完 全交的 沙利文 (Sullivan) 猜想 

Sullivan  Conjecture  for  Complex  Complete  Intersections 


光滑流 形的分 类问题 是微分 拓扑学 中的核 心问题 之一, 对从 几何、 代数 等数学 
领 域中自 然产生 的流形 进行分 类是自 然而有 意思的 问题, 关于 复完全 交的分 类正是 
这样的 问题. 

令 h, …， fr 为关 于变量 卻,… ,Zn+r 的复 系数的 齐次多 项式. 这组 多项式 
在复射 影空间 CPn+r 中 定义了 一个复 代数簇 X.  X 称为 一个复 完全交 (complex 
complete  intersection), 若 X 的复 维数为 n. 当 X 是 光滑流 形时， 则 称为光 滑复完 
全交， 这时 X 是一个 2n 维 的光滑 闭流形 .  20 世纪 50 年代， R.Thom 观察到 X 的 
微分同 胚型由 多项式 A,-",/. 的次数 du... ，dr 决定， 而不 依赖于 这些多 项式的 
系数. 数组 d  = (由， ….， dr) 称为多 重次数 （multi-degree), 乘积 d  =  di  ■  ■  ■  dr 称为 
全次数 (total  degree). 由 d 决 定的光 滑复完 全交可 以记为 Xn(d). 对于这 些流形 
在微 分同胚 意义下 的分类 是微分 拓扑学 中尚未 解决的 问题. 

由  Lefschetz  Hyperplane  定理 可知， 含 入映射  i  :  Xn(d)  — >  CPn+r  ^ 一  n  等 
价， 所以 和 CPn 具有 相同的 n 骨架. 另一 方面， 通 过对切 丛的计 算可知 
的  Pontrjagin  类  pk  G  H4k(Xn(d))  ^  x2k  G  H4k(Xn(d)) 的 倍数， 其中 
x  e  H2{Xn(d)) 为生 成元. 从 而我们 可以比 较不同 的复完 全交的 Pontrjagin 类是否 
相等. 

Sullivan 猜想  n  >  2 时两个 n 维复 完全交 Xn{d),Xn{d') 微 分同胚 当且仅 
当 它们的 Euler 数、 全 次数和 Pontrjagin 类都 相等. 

由于 Euler 数、 全 次数和 Pontrjagin 类 都可以 通过多 重次数 d 显式地 表达出 
来， 因此若 Sullivan 猜想 成立， 则任给 d,d\ 我们可 以判断 Xn{d),Xn(dl) 是 否微分 
同胚. 

这 一猜想 是基于 Sullivan 关 于在有 限不确 定性下 分类单 连通流 形的工 作和有 
理同 伦型的 工作而 做出的 W. 作为 Kahler 流形， 复完 全交是 “ 形式” （formal) 的, 
即 Xn(d) 的 有理系 数上同 调环决 定了其 有理同 伦型. 而在 给定了 有理同 伦型和 
Pontrjagin 类的情 况下， 至多只 有有限 个光滑 流形满 足这些 给定的 条件. 特别地 ，对 
于复完 全交, Sullivan 猜测 这些条 件完全 决定了 微分同 胚型. 

在 维数较 低的情 形下， 人 们对于 猜测有 如下的 了解： 

(1) 当 n  =  3 时. 此时 Xn(d) 为单连 通光滑 6 流形. 利用 Wall,  Jupp 以及 
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Zhubr 关于 单连通 6 流形的 分类的 工作， 可 以证明 Sullivan 猜测在 n  =  3 时 成立. 

(2) 当 n  =  4 时. 利用 Kreck 改进的 Surgery 理论， 方 复全和 S.  Klaus 在拓扑 
范畴 证明了  Sullivan 猜测 成立. 

20 世纪 50 年代开 始发展 起来的 Surgery 理 论是流 形分类 的标准 工具, 其应用 
模式 是在一 个给定 的同伦 型中分 类所有 的流形 （可 以在 光滑、 分片 线性或 拓扑范 
畴中 ). 由 于复完 全交的 同伦型 只在中 间维数 以下是 确定的 (Lefschetz 定 理)， 所以 
Surgery 理 论并不 能直接 应用于 此问题 的研究 .  20 世纪 80 年代， Kreck 对 Surgery 
方 法做出 了改进 [气 使 之可以 应用于 Sullivan 猜想， 并 且将问 题转化 为某些 配边群 
的 计算. 当 n  =  4 时， 方 复全和 S.  Klaus 计 算了相 应的配 边群， 从而 在拓扑 范畴证 
明了  Sullivan 猜 测成立 [3L 对于 ^ ■般情 形， Traving 在 一定的 条件下 计算了 这些配 
边群， 从 而对于 具有满 足性质 “对任 意使得 p(p-l)<n  +  l 的素数 p, 全次数 d 被 
pl(2n+i)/(2P-i)]+i 整除” 的多 重次数 d 的复 完全交 Xn(d) 证明了  Sullivan 猜想 [4]. 

如果 不考虑 光滑结 构而将 Xn(d) 视 为拓扑 流形， 则在拓 扑范畴 我们有 相应的 
Sullivan 猜测. 方 复全证 明了： 当 全次数 d 的素 因子都 不小于 （n  + 3)/2 时， Xn(d) 
的 Euler 数、 全 次数和 Pontrjagin 类完全 决定了  Xn(d) 的同 胚分类 [5]. 
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广义 斯梅尔 (Smale) 猜想 

Generalized  Smale  Conjecture 

广义 Smale 猜想 假设 Af 是一 个闭的 3 流形, 其上有 一个局 部齐次 的黎曼 
度量 （a  locally  homogeneous  Riemannian  metric) 使得  M  不被 x  511  覆盖. 

(1)  如果 Af 以 S3,  TJ3 或可 解几何 (Solv  geometry) 作为 模型， 那么 M 上的等 
距 同构群 J(ik0 到 M 上的 微分自 同胚群 Dtff(M) 的含入 是同伦 等价. 

(2)  如果 iW 以 i?3 和幂 零几何 （Nil  gometry) 作为 模型, 那么 Af 上的仿 射映射 
群 到 Diff(M) 的含入 是同伦 等价. 

(3)  如果 M 以丑 x  i? 或 Sl(2,R) 作为 模型， 那么 等距群 I{M) 中恒同 映射所 
在 的连通 分支到 Diff(M) 中恒同 映射所 在的连 通分支 的含入 是同伦 等价. 

最初 Smale 猜想 是关于 妒的， 并且被 Hatcher!2! 以 肯定的 形式解 决了.  Hat- 
Cher[3l 和 Ivanov!4! 证明 了对足 够大的 不可约 流形, 猜 想是正 确的. 对双曲 3 流形的 
猜 想是由 GablaiW 建 立的. 在 具有球 几何的 3 流 形中， 有许多 情形猜 想是正 确的. 
(参看 文献问 ，在 P135-139 上 有更完 整的相 关工作 .） 于是 由文献 [1卜问 和 没 
解决的 情况就 出现在 非足够 大具有 Seifert 纤 维化的 3 流 形的一 个子集 中了. 

Ian  Agol 认为这 个猜想 可以当 作一个 “参 数化” 的 几何化 猜想. 要是用 Ricci 
流 方法能 对这个 猜想给 出一 个统一 的证明 就 好了. 这可能 就要涉 及到细 致 地了解 
Ricci 流在手 术下的 参数化 解是如 何表现 的了. 
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广义 度量空 间问题 


Problem  on  Generalized  Metric  Spaces 


问 题背景 欧氏 空间除 具有线 性结构 外还具 有度量 结构， 它为 描述序 列的收 
敛理论 奠定了 基础. 但 具有度 量结构 的对象 很多， 它 们未必 是欧氏 空间. 比如 ，以 
C[0, 1] 表示单 位区间 [0,1] 上的 实值连 续函数 的全体 之集， V/,ff  G  C[0,1], 规定 
d{f,g)  =  max{|  f(x)  —  g(x)  |:  x  e  [0,1]}, 则 (C[0,  l],d) 就成 为度量 空间. 这时由 
d(fn， f)  —  0(n  —  0) 所 描述的 收敛是 函数列 的一致 收敛， 这里 C[0, 1] 不 是欧氏 
空间， 可见度 量空间 是比欧 氏空间 广泛的 概念. 进 一步， 还有 一些我 们经常 要在它 
上面 讨论收 敛理论 而它又 不具有 相配套 的度量 结构的 对象， 比如, 仍考虑 这 
时 函数列 {/„} 逐点 收敛于 / 就不 再能用 d 去 描述, 而 必须要 在更广 泛的拓 扑空间 
中去描 述才行 .设 X 是非 空集， 7 是 X 的若 干子集 之族, 如果 0，x  e 夕 且夕对 
有限交 和任意 并运算 封闭， 就称 夕是 X 上 的拓扑 ，称 (X,  为拓 扑空间 ，称夕 
中 的元为 开集， 称 开集的 补集为 闭集， 称包 含一个 集的最 小闭集 为该集 的闭包 .夕 
的子族 激叫 夕的基 (base), 是指夕 中任 一开集 都可表 示为溪 中若 干开集 之并. 
简 称拓扑 空间为 空间， 人们关 心什么 样的空 间是可 以度量 化的. 空间 (X,  可度 
量化指 X 上 存在一 个度量 d, 使 所有开 球之集 构成夕 的基. 

问 题陈述 设 W 是 X 中 的一族 集合， 则把〆 中的集 并起来 再取闭 包和先 
把 W 中 各集取 闭包后 再并起 来一般 是不相 等的. 设对 W 的每 个非空 子族為 ，对 
先取并 再取闭 包和先 取闭包 再取并 总是相 等的， 则称〆 具有闭 包保持 性质. 如果 
试 是 局部有 限的， S 卩， 空间 X 中 每个点 都有一 个小邻 域只和 i 中 的有限 多个集 
相交， 则容易 证明〆 具有 闭包保 持性质 . J.  Nagata 和 J.  Smirnov 分别于 1950 年 
和 1951 年独立 地证明 了拓扑 空间的 度量化 定理， S 卩， 空间 X 可度 量化当 且仅当 
X 是 正则的 且具有 a 局部有 限基. 这里正 则性指 X 中每个 点和不 含该点 的闭集 
可以用 两个开 集分开 ；  <7 局 部有限 基指这 种基涿 ，劣 是 可数多 个子族 {^n} 的并, 
其中 每个子 族都是 局部有 限的. 例如， 实直线 R 就具有 C7 局部有 限基. 事实上 ，令 
潔„  =  {{k^l/n,k+l/n)  :k 是整数 }(n=  1,2, …） ，贝 lj 就是局 部有限 的开集 
族, 可以看 出全体 的 并就是 R 的一个 a 局部有 限基. 有许 多空间 虽不一 定是可 
度量 化的， 但它 们具有 度量空 间的许 多良好 性质， 称这类 空间为 广义度 量空间 . J. 
G.  Ceder 于 1961 年将 Nagata-Smirnov 度量化 定理中 cr 局部 有限基 弱化为 cr 闭包 
保 持基, 称所得 空间为 Mi 空间 W, 它是 可度量 化空间 的推广 . Mi 空 间果然 具有类 
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似于 度量空 间的许 多良好 性质， 比如 : Mi 空间的 开子空 间仍是 Mi 空间； 可 数多个 
Mi 空间的 乘积空 间仍是 Mi 空间； 既开且 闭的映 射保持 Mi 空间； Mi 空间 的稠密 
子空 间仍是 Mi 空间， 等等 .在 吣 空间 的基础 上再把 a 闭包 保持基 弱化为 a 闭包 
保 持拟基 (quasi-base), 就得到 广义度 量空间 M2, 这里溪 叫空间 X 的拟基 是指对 
X 的 每个点 a; 及其 开邻域 C7, 涿中有 B 包含于 [/且 B 的内部 包含; c.  M2 空间还 
可 进一步 弱化. 设空间 X 中每 个闭集 C 都可表 示为一 列开集 {G(n,C)j 的 闭包的 
交， 且 当闭集 C 是闭集 D 的子 集时， 对每个 n 均有 G(n,  C)  C  G(n,D\ 则 称空间 
X 为 M3 空间或 层空间 (stratifiable  space).  Mi 空间、 M2 空间和 M3 空间 通称为 
广 义度量 空间. 

问 题进展 早在 1961 年 J.  G.  Ceder 就证明 了  与 >M2 今 M3, 同时 他提出 

问题： M2  =>M：l  和  M3  =>  M2 是否 成立？  G.  Gruenhage  和  H.  J.  K.  Junnila  分别于 
1976 年和 1978 年 独立地 证明了  M3 空间和 M2 空间是 等价的 [2,3!, 但 M2 今 M: 或 
是否成 立是至 今没有 解决的 难题. 所谓 广义度 量空间 问题就 是问： 是否 
每个 M3 空间都 是 Mi 空间？ 著名拓 扑学家 M.  Rudin 于 1990 年在 她的著 名文章 
“  Some  Conjectures” 中倾向 于认为 广义度 量空间 问题的 答案是 肯定的 而 P.  M. 
Gartside 和 E.  Reznichenko 则于 2000 年 给出了 一 种可 能的构 造反例 的方法 [51. 关 
于 广义度 量空间 问题的 进一步 论述可 参看文 献问、 [7]. 
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矩阵的 拓扑相 似问题 


Topological  Similarity  Problem  of  Matrices 


设 A,  B 是两个 nxn 的实 矩阵. 我 们称两 个矩阵 A,  B 是 拓扑相 似的， 如果存 
在一 个保持 原点① 的同胚 /I :  R"  —  R™ 使得 h(Ax)  =  Bh(x), 对 于任何 a:  e  Rn. 

如 果同胚 /i 是线 性变换 ，则 /i 必定由 _ 个可 逆矩阵 C 诱导. 不难 看出， CM  = 
BC. 换 言之,  4 和 B 线性 相似. 

在 1935 年, De  Rham 猜想拓 扑相似 的矩阵 一定是 线性相 似的. 

对于 2 阶 矩阵, 通过 定义旋 转数， 庞 加莱证 明拓扑 相似的 矩阵一 定是线 性相似 
的. 1973 年, Kuiper 和 Robbin™ 证明 De  Rham 猜想 对于特 征值不 在单位 圆周上 
的矩阵 成立， 并且把 De  Rham 猜 想归结 为周期 矩阵的 情形. 此处我 们称一 个矩阵 
A 是周期 矩阵， 如果存 在一个 正整数 m, 使得 A™  =  /, 其中 / 是恒同 矩阵， 这样的 
最小 正整数 m 被称为 A 的 周期. 

对于周 期矩阵 而言, 线性 相似问 题是很 容易判 定的. 例如， 由约当 标准型 
理论 知道, A 和 B 线 性相似 的充要 条件是 它们所 有的复 特征值 相等, 并有相 同的重 
数. 更进一 步可以 证明， 4 和 B 线性 相似的 充要条 件是它 们的迹 相等. 

De  Rham 猜 想的第 一 个 反例是 由美国 数学家 Cappell 和 Shaneson!2] 在 1979 
年给 出的， 他 们找到 了两个 9  x  9 正 交周期 矩阵， 这两 个矩阵 拓扑相 似但不 线性相 
似. 

1980 年， 项 武忠、 Pardon!3! 以及 Madsen,  RothenbergW 分 别独立 证明， De 
Rham 猜想 对于周 期不被 4 整 除的周 期矩阵 成立. 

如何完 全刻画 拓扑相 似的周 期矩阵 仍是一 个有趣 的重要 问题, 直 至最近 仍有一 
些重 要进展 ％ 
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① 即满足 h(0)  =  0. 
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纽结 的交叉 点数的 计算和 可加性 


Calculating  Crossing  Number  of  Knots,  and  Additivity  of 
Crossing  Number 


纽结 是圆周 在三维 欧式空 间中的 嵌入. 如下 图是一 个三个 交叉点 (crossing 
number) 的纽结 和一个 四个交 叉点的 纽结. 


三叶结  S 字结 


每 个纽结 (tame) 都可用 平面图 画出， 但 与之对 应的的 平面图 有无穷 多个. 一个 
纽结的 交叉点 数是该 纽结的 所有纽 结图中 交叉点 数的最 小值. 容易 证明， 交 叉点数 
至多为 2 的 纽结一 定是平 凡的. 上 图中的 三叶结 的交叉 点数是 3. 

g 个重 要的问 题是： 任 给一个 纽结， 确定其 所有纽 结图最 小的可 能交叉 点数. 
虽 然数学 家已经 知道该 问题是 算法可 解的， 并 且也有 具体的 算法, 但 是那些 方法实 
用性 不强. 例如, 给 定一个 30 交 叉点的 纽结图 判断它 是否是 平凡结 （是 否交 叉点数 
是 0), 现在的 计算机 都不能 胜任. 

另一 方面， 对于 两个纽 结可以 定义它 们的连 通和. 例如， 下 图是三 叶结和 8 字 
结的连 通和. 


另 一个重 要的问 题是： 任给两 个纽结 k，k、 记 K 为其 连通和 . K 的交 叉点数 
是否是 的交 叉点数 的和？ 

由 连通和 的定义 易知： if 有一 个交叉 点数为 c{k)  +  c{k') 的纽 结图， 所以, c(K) 
至多为 c(k)  +  c(k'). 问题是 ： 是 否可能 更小？ 至今, 数学家 们不能 证明， 也不能 
给出 反例. 
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这 方面已 有的结 果有： 对于 特殊纽 结如交 错结， 或环面 结可加 性成立 〜 7].  一 
般 情形有 一下界 ％ 
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Calculating  Unknotting  Number  of  Knots,  and  Additivity  of 
Unknotting  Number 


纽结 是圆周 在三维 欧式空 间中的 嵌入. 每 个纽结 (tame) 都可 用平面 图画出 ，但 
与之对 应的的 平面图 有无穷 多个. 对于任 纽结图 在 其每# 个 交叉点 的局部 ，可 
以 做一种 被称为 解结的 操作， 如 下图. 


容易 证明， 对 于任一  n 交 叉点的 纽结图 A 至多做 n/2 次解结 操作， 可 以把它 
变成一 个平凡 结的投 影图. 纽结图 D 的 解结数 是将图 D 变 成一个 平凡结 的投影 
图 所需最 少可能 的解结 操作的 个数， 记为 u{D). 而一 个纽结 fc 的解 结数是 fc 的所 
有 纽结图 D 的 u{D) 的最 小值. 

一个重 要的问 题是： 任给一 个纽结 ，确 定其解 结数. 

由于 一个纽 结有无 穷个纽 结图， 所以确 定一个 纽结的 解结数 是十分 困难的 .现 
在, 数学家 们只确 定了交 叉点数 至多为 10 的 纽结的 解结数 [2L 此外， 关于这 方面有 
如下 问题： 

另一个 重要的 问题： 任给两 个纽结 记兄 为其 连通和 . K 的解结 数是否 
是 的 解结数 的和？ 

一个较 简单的 问题： 任给 „ 个纽结 ，记 if 为 它们的 连通和 . if 的解结 数是否 
大 于等于 n? 

美国拓 扑学家 M.  Scharlemann 证明 了两个 非平凡 纽结的 连通和 的解结 数至少 
是 2. 对于 一般情 形所知 甚少. 
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嵌 入猜想 

Embedding  Conjecture  of  Manifolds 

流形 的拓扑 学理论 中一个 重要的 研究课 题是： 给定一 个闭的 n 维流形 发 
现 维数最 小的欧 氏空间 R' 使得 M 可以实 现作为 11〃 的子 流形. 

Whitney 的 一条基 本定理 W 断言, iV  <  2n. 换 言之, 任何一 个闭的 n 维 流形可 
以 嵌入到 R2". 例如， 射 影平面 RP2 可以 嵌入到 R4, 但不能 嵌入到 R3. 说 明对于 
n  =  2， TV  =  4. 

嵌 入理论 最有名 的一 个猜想 断言： 

猜想 任何一 个闭的 n 维流形 可以 嵌入到 R2— «(«)+!, 其中 a(n) 是 n 按 
2 进制 展开中 1 的 个数. 

即便当 M  =  时， 围 绕嵌入 猜想已 有许多 工作. 流 形的嵌 入问题 与同伦 
论、 if 理论、 示性类 理论等 诸多深 刻的数 学有关 ， 20 世纪 60 年 代发展 出来的 
Surgery 理 论为流 形的嵌 入理论 建立了 一定的 框架， 但离解 决上述 嵌入猜 想尚相 
距 甚远. 

嵌入 猜想的 一个姊 妹猜想 是浸入 猜想， 它 断言： 任何一 个闭的 n 维流形 M 可 
以 浸入到 R2™_a( 吃 该猜 想已由 R.  Cohen[2] 在 1985 年 解决. 

参 考文献 

[1]  Whitney  H.  The  self-intersections  of  a  smooth  n- manifold  in  2n-space.  Ann  of  Math, 
1944,  45:  220-246 

[2]  Cohen  R  L.  The  immersion  conjecture  for  differentiable  manifolds.  Ann  of  Math,  1985, 
122:  237-328 


撰 稿人： 方复全 

首都师 范大学 


.  220  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


三维 流形分 类问题 

Classification  of  3-manifolds 


流 形是一 类局部 具有欧 氏空间 性质的 连通的 空间. 一维的 流形有 圆周和 线段. 
下 图是一 些二维 流形的 例子. 


:三 维的流 形有三 维欧式 空间、 三维 球面、 三维环 面等. 二 维流形 的分类 定理已 
有 一百多 年的历 史了， 但 三维流 形的分 类要难 得多. 

两个重 要的问 题是： 

(1)  任给 两个三 维流形 M,N, 判断它 们是否 同胚. 

(2)  给 出一种 方法， 它 可以① 列出 所有三 维流形 的表； ② 表中的 三维流 形两两 
不同. 

近 年来， 随 着三维 Poincare 猜想 和几何 化猜想 的解决 [2 〜 6], 数学 家对于 以上问 
题 的解决 有了很 大进展 . W.  Jaco 和 J.  H.  Rubinstein 正 在进行 这方面 的研究 W, 取 
得 了一定 进展, 但问 题还有 很多. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


osp 型李 超代数 的特征 标问题 

Problem  on  Characters  of  Lie  Superalgebras  of  osp  Type 


设 0 是 复数域 C 上 的有限 维典型 单李超 代数, V 是 0 的有限 维不可 约表示 ，具 
有权空 间分解 7  其中 1) 是 0 的 Cartan 子代数 , If 是 的对 偶空间 ，则 

V 的 特征标 定义为 chF  =  E  (dimyA)eA, 其中 eA 为形 式指数 函数. 确定 有限维 

Aef)* 

不 可约表 示特征 标是李 （超） 代数 表示理 论的第 一个基 本问题 .当 0 是有限 维单李 
代 数时, 人们有 著名的 Weyl 特征 标公式 （这 也是 Hermann  Weyl  1920 年代 的成名 
工 作)； 而当 S 是可对 称化的 Kac-Moody 代数 （包括 仿射李 代数） 时 ，有 Weyl-Kac 
特征 标公式 .当 0 是有限 维典型 单李超 代数时 ， 30 年前 Kac 就提 出了下 列基本 
问题： 

问题  ch  V  =? 

这一问 题引起 了众多 数学物 理学家 的广泛 兴趣. 当 S 时 W 型的 典型单 李超代 
数时， Serganova 给出了  chV ■的 一 个无 限递推 公式. 之后， Brundan 也 给出了  chT^ 
的一 个递推 公式. 然而， 由 于他们 给出的 是递推 公式， 在 实际问 题中难 以应用 .最 
近， 苏 育才和 张瑞斌 给出了  chV 的一个 Weyl-Kac 型的 公式. 但对 osp 型的 李超代 
数问题 仍没有 解决. 目 前这一 问题的 主要进 展只是 解决了  osp{2\2n) 的 情形， 而对 
于一 般的情 形仍没 有什么 进展. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


维特 (Witt) 代数的 自同构 群问题 

Problem  on  Automorphism  Groups  of  Witt  Algebras 


以 Ernst  Witt 的名字 命名的 复数域 C 上的 Witt 代数 Wn 是 n 个变量 的多项 
式代数 C[xu---,xn] 的 导子组 成的李 代数， 它 也是最 早出现 的无限 维单李 代数的 
例子， 已有 100 年历史 （单个 变量的 Witt 代数 由 E.  Cartan 于 1909 年 给出定 
义). Witt 代数 具有 一组基 

T  (fe)  —  8 

〜，… ，‘  — Xl  Xn  d^~k 


^1 5  *  *  *  5  ^  ^+， k  =  1， . . 


其中 Z+  =  {0, 1, . . .  } 和乘 积运算 （换位 运算) 


㈦ 


哎; 


— l+Jfc  — 1  — l,^fc  +  l+Jfc  +  l  ^n~\-jn 


-kL, 


(k) 

~\~je ~\~3i  —  1  1 ~\~3e.-\- 1  ? •  •  •  ^n-\-jn ' 


如果 W„ 上 一个线 性变换 9  ：Wn-^Wn 保 持 的运算 关系， 即 对任意 a,bewn, 
都有 6{[a,b]) = 陶 ，_， 则称 0 为 W„ 的 一个自 同态. 如果 0 还 是一个 一一 映 
射， 则称 0 为 的一个 自同构 .记 AutW„ 为 的所 有自同 构组成 的群. 研究 
李代 数的自 同构 群是李 代数结 构理论 的基本 问题， 因 此一个 自然的 问题是 
问题  Aut  Wn=? 

由于这 一问题 与具有 70 年 历史的 著名的 Jacobi 猜想有 着密切 的联系 （如 ，文 
献问 提 出这样 的猜想 ： 的任 一非零 自同态 是自同 构并证 明了这 一猜想 可推出 
Jacobi 猜 想)， 也 与其他 Cartan 型李 代数及 Weyl 代数的 自同构 群密切 相关， 因此 
得到 了人们 的极大 关注. 当 n  =  1 时， 这一问 题是平 凡的. 但当 n  >  2 时， 这一问 
题至 今没有 解决， 也没 有什么 进展. 设 a 是 的任意 元素， 则可 以定义 的一 
个线 性变换 （称为 a 的伴随 算子） ad  a  :  —  W„ 使 ada(6)  =  [a,6]，V6  e  W„. 若 

对任意 6  e  由 {(ada)k{b)\k  e  Z+} 张成的 的子 空间都 是有限 维的， 则称 
a 是 ad 局部有 限元. 由于任 意自同 构必将 ad 局 部有限 元映到 ad 局部 有限元 ，因 
此要决 定自同 构群通 常的办 法是先 确定出 这个李 代数的 ad 局 部有限 元集. 但由于 
的 ad 局部 有限元 集太大 （比 如当 4  =  0 时 Lg …,‘ 都是 ad 局部 有限元 ） 并且 
无法 确定， 这也许 是该问 题的主 要困难 之处. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


非可 对称化 的卡茨 一穆迪 (Kac-Moody) 代数的 

定义关 系问题 


Problem  on  Defining  Relations  of  Non-symmetrizable 
Kac-Moody  Algebras 

设 A  =  (aij)?j=1 是具 有秩为 € 的 n  x  n 复矩阵 .称 A 为广义 Cartan 矩阵 
(GCM), 如果 A 满足 以下三 个条件 ： （i)  =  2,  i  =  1, ... ， n;  (ii) 当 i  /  j 时， 是 

非正 整数； （iii) 若 =  0, 则 a#  =  0. 

设 A 是一个 GCM. 令 C  = (巧） 为任一 个秩为 n 的 (2n-£)xn 复 矩阵, 其前 n 
行为 矩阵儿 定 义一个 李代数 q(A) 如下： 它具有 生成元 /,(z  =  l,...  ,n),/ip(p  = 
I,-. ，2n  —  i) 和定义 关系： 

•>  f j\  ~  [/ip,  hq\  =  0,  [/ip,  6^]  =  Cpi  Ci ,  \j^pi  fi\  =  — (1) 

其中  为  Kronecker  记号 （即当  i  =  j  时 ，心 = 1, 否则为 0),  i,  j  =  1,  ••- p，q  = 
1,...  ,2n  — £ .令 f) 为由 hp{p=l， … ,2n-t) 张成的 空间， 并令 t 为与 f) 具 有平凡 
交的 q(A) 的极 大理想 ，则 0(A)  =  q{A)/t 就是 著名的 Kac-Moody 代数. 李 代数的 
生 成元与 定义关 系是李 代数结 构理论 的第一 个基本 问题. 文献 [1] 证 明了： 

定理 1  当 A 可 对称化 （即 存在 nxn 可 逆对角 矩阵乃 ，使 DA 为对称 矩阵) 
日寸， t  由 (adei)1_ai^ej,  (ad  fj  (1  ^  i  ^  j  ^  n) 生成. 

定理 1 说 明关系 （1) 和下 述关系 

{^dei)l~aijej  =  0,  (ad/i)1_aiJ/j  =  0，  j  (2) 

是可 对称化 Kac-Moody 代数 q(A) 的定义 关系. 关系 （1) 和 （2) 称为 Serre 关系 .一 
个 自然的 猜想是 

猜想 1  对任 意广义 Cartan 矩阵 A， Serre 关系是 Kac-Moody 代数 0(A) 的 
定义 关系. 

与猜想 密切相 关的猜 想是： “任意 Kac-Moody 代数的 可积最 高权表 示不可 约”， 
或等 价地， “Kac-Moody 代数 的范畴 0 的可 积表示 完全可 约”. 因此, 具有 40 年历史 
的猜想 1 是 Kac-Moody 代 数的结 构和表 示理论 中未解 决的重 要问题 .当 A 是可对 
称化 GCM 时， 这一猜 想已经 解决， 即前面 的定理 1, 主要 工具是 用到了  Kac-Moody 
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代数 fl(A) 具有 的非退 化对称 不变双 线性型 (•,•)• 但当 4 不 可对称 化时， 由于 0(A) 
不存 在这样 的双线 性型， 这一 问题至 今还没 有什么 进展. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


李 代数及 其对偶 空间的 幂零元 的分类 


Classification  of  Nilpotent  Elements  in  Lie  Algebras 
and  Their  Dual  Spaces 

以 sl(n,C) 表示迹 为零的 n 阶复 矩阵的 全体. s[(n,C) 中的幂 零矩阵 4 相似于 
一个 Jordan 标准形 J, 其中 J 的 对角线 上的元 素都是 0. 而且， 相似于 J 的矩阵 
都是 s【(n,C) 中的幂 零元. 因此， 相似于 J 的矩 阵的全 体就是 4 在 st(n,C) 中幂零 
轨道 .而 s[(n,C) 是一 个单李 代数， 也就 是说, n 阶对 角元素 为零的 Jordan 标准形 
的 分类给 出了单 李代数 s【(n，C) 的幂 零元的 分类. 很自 然地， 可以把 这个想 法推广 
到 其他单 李代数 或更广 的情形 ，就是 李代数 的幂零 元分类 问题. 

一般 来说, 我们只 考虑约 化李代 数的幂 零元的 分类. 关于 幂零元 分类的 研究是 
从复李 代数开 始的. Morozov 和 Jacobson 首先 证明了 复半单 李代数 的幂零 元可以 
嵌入 到一个 三维的 单子代 数中. 进而， KostantW 证明 了复半 单李代 数的兰 维单子 
代数的 共轭类 与非零 的幂零 元的共 辄类是 一一 对 应的. 因此， DynkinPl 本质 上给出 
了复半 单李代 数的幂 零元的 分类. 后来， Bala 和 Carter!3! 用 另外一 种方法 给出了 
特征 p  =  0 或者 p  >  4m  +  3 的代 数封闭 域上半 单代数 群的李 代数的 幂零元 的轨道 
的完全 分类, 其中 p 表示 基域的 特征, m 表 示李代 数的最 高根的 高度. 

接 下来的 工作就 是研究 实李代 数的幂 零元的 分类. 假设 S 是实 半单李 代数, 
g  =  6  +  P 是 0 的 对应于 Cartan 对合 0 的 Cartan 分解， 其 复化为 Sc  =  6c  +  Pc, 
o 表示 相对于 0 的共轭 . G 是 0 的伴 随群， K 是 G 中李 代数为 t 的连通 子群， 

i^c 是 K 的 复化. SekiguchiW 证明了  g 中的 G 轨道与 pc 中的 价 轨道是 - 对 

应的. 这 个对应 被称为 Konstant-Sekiguchi 对应. 利用 Konst  ant 和 Rallis 的 关于复 
对称空 间的工 作以及 Konstant-Sekiguchi 对应， Noel[5] 证明了 轨道欠 c  •  e 与 三元组 
是  对 应的， 其中 e 是 pc 中的 幂零元 ，丨是 Sc 中包含 e 的 极小的 (9, a) 
不变的 Levi 子 代数, 《 是 [U] 的 0 不变的 抛物子 代数, w 是 ft  npc 的包含 e 的准 
齐性 空间. 同时 Kawanaka 也得到 了一些 相关的 结果. 

利用 Killng 型， 半单 李代数 0 的幂 零轨道 与其对 偶空间 0* 的幂 零轨道 一一 
对应. 研究 0* 的幂零 轨道的 重要意 义在于 ： 0 的伴随 群的每 一个不 可约表 示对应 
于 r 中的 一个代 数簇， 而这 个代数 簇是有 限个幂 零轨道 的并. 通常 情形下 它是一 
个单 轨道的 闭包， 而这 个轨道 是表示 得很好 的一个 几何不 变量. 现在的 问题是 ，首 
先， Bala-Carter 的 分类方 法只对 0 的幂 零轨道 适用， 并不 能直接 应用到 的幂零 
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轨道. 因此, 这一分 类不能 给出表 示的代 数簇的 自然的 刻画. 如何 克服这 一困难 ，目 
前尚无 很好的 办法. 其次， 目前 所有的 分类结 果都是 分情形 逐个讨 论的. 是 否存在 
一个 一般性 的分类 结果？ 这也 是一个 极具挑 战性的 问题. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


李群 表示的 分歧律 


Branching  Laws  for  Representations  of  Lie  Groups 


周 期函数 可以用 Fourier 级数来 表示是 一个众 所周知 的经典 结论， 而很 多人并 
不 知道这 其中蕴 含着很 重要的 紧李群 表示的 思想. 事 实上, 周期为 2jx 的平方 可积函 
数的全 体构成 一个复 Hilbert 空间 周期 性在其 上诱导 了一个 51  =  {^  G  C||z|  = 
1} 的 自然的 作用或 表示， 而将 W 分解为 义 的不可 约表示 （不 变子 空间） 的直和 
就 得到了  Fourier 级数. 这 是经典 的紧李 群表示 论在最 简单的 非平凡 的连通 紧李群 
51 上的 实现. 任 何连通 紧李群 G 都存在 极大交 换子群 （极大 环面) r, 它是 若干个 
51 的直积 . G 的不可 约表示 限制在 T 上可以 自然地 分解为 T 的不变 子空间 （权空 
间） 的 直和. Cartan 和 Weyl 证明 了连通 紧李群 G 的 不可约 表示与 G 的 支配权 一 
一对应 W. 

紧 李群表 示的分 歧律研 究的是 G 的不可 约表示 在它的 闭子群 上限 制的分 
解 问题. 设 t 是 G 的不 可约酉 表示， 则 t 在 的限 制表示 tU 可以 分解为 不可约 

表示的 直和： =  ^2  Wo-cr, 其中 为 H 的不 可约表 示的等 价类的 全体， ma 是 a 

在 t 中出 现的 重数. 紧李 群表示 的分歧 律的主 要目标 是计算 mCT. 这 与量子 物理学 
中的 breaking  symmetry 有 直接的 联系. 而当 丑 = T 时， 这就是 上述的 Cart  an- Weyl 
理论. 

如果 G 和丑 都 是紧连 通的， 已有 很好的 公式可 以计算 （至 少在 G 和欠的 
秩 相等的 情形， 可 以利用 软件计 算). 其中， 经典 的分歧 律问题 研究的 （G，iJ) 是 
(U(n),  U(n  —  1)),  (SO(n),SO(n  —  1))  fP  (Sp(n),  Sp(n  —  1)), 分别由  Weyl,  Mur- 
naghan 和 Zhelobenko 解决 ％ 对于 G 的给 定最高 权的不 可约酉 表示， 在其 分解中 
出现的 的不可 约表示 的最高 权都可 以确定 出来. 当 G  =  U{n),  SO(n)  在分 
解中出 现的表 示的重 数都是 1; 而当 G  = 办(71) 时, 其重 数也是 容易计 算的. 

而对 于一般 情形， Kostant 得到了 一个漂 亮的计 算重数 的公式 ％ 并由 Vogan 
推广 ％ 然 而我们 通常关 心的是 F 的哪些 表示在 G 的 不可约 表示的 限制中 出现， 
即重数 非零. 这一 问题从 Kostant 重 数公式 很难得 到令人 满意的 答案. 给定 G 的 
表示 t, 其最 高权为 /X.  /X 在 G 的余 伴随作 用下的 轨道在 丑 的支配 Weyl 房 的投影 
构成 一个凸 多面体 W, 这个多 面体可 以给出 所有在 中 出现的 丑 的 表示. 问题 
是如何 确定这 些凸多 面体， 即确 定其各 个面. 当 G  =  U{n)  x  U(n),  H 为对 角子群 
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时， 这一 问题本 质上由 Knutson-Taol5! 在前人 的基础 上最终 完成. 但 是他们 的想法 
对 其他情 形不太 适用. 除 了上述 的经典 例子等 少数情 况外， 目 前在此 领域的 结果还 
很少. 

当 G 是非 紧约化 群时， 也可以 考虑类 似的分 歧律. 如果 为 G 的极 大紧子 
群， Harish-Chandra 等人 得到了 著名的 (q,  K) 模理论 [6]. 当 H 不是紧 李群时 ，由 
于 G 的不可 约酉表 示除了 平凡的 以外都 是无穷 维的， 且其在 F 上 的限制 也并非 
离散 的， 因此缺 乏有效 的研究 工具. 其中， Metaplectic 群 （S^n, IR) 的二重 覆盖） 的 
Weil 表示 限制在 dual  pair 子群上 得到了 著名的 Howe 对应 （或 称为 dual  pair 对 
应、 Theta 对应) 对 g 般情 况的分 歧律, Kobayashi 做了 一 系列的 研究, 得到了 一 
些 有意思 的结果 
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李群 酉表示 的分类 

The  Unitary  Dual  of  A  Lie  Group 


约化实 李群的 不可约 酉表示 分类是 当今数 学研究 中一个 尚未完 全解决 的重要 
课题. 由 于这一 问题与 数论、 微分 几何、 调和分 析以及 理论物 理等领 域的研 究有着 
密切的 联系， 所 以李群 不可约 酉表示 分类倍 受当今 数学家 与物理 学家的 关注. 以下 
我们 将简单 叙述这 一研究 课题的 背景与 进展. 

(1)  李群及 其表示 

李群是 一个具 有光滑 微分流 形结构 的群, 且 群的运 算是光 滑映射 1 李群 G 的 
酉 表示是 G 在 Hilbert 空 间上的 连续的 作用， 而这 些作用 保持空 间内积 不变. 也就 
是说, 李群 G 的酉表 示是一 个从群 G 到某个 Hilbert 空间 W 上所有 酉算子 构成的 
群 U(H) 的同 态映射 

7T  ：G-^u(n), 

并且 G 的作用 

GxH-^n 

是 连续的 映射. 如果 G 不 变闭子 空间只 有零空 间和它 自身， 则称此 表示为 不可约 
酉 表示. 李群 G 的 不可约 酉表示 的等价 类的全 体称为 G 的 unitary  dual, 通 常记为 
G. 因为 在具体 数学问 题中， 很多函 数空间 都具有 Hilbert 空间的 结构， 所以 酉表示 
是研究 群在函 数空间 上作用 的基本 工具. 比如， 圆周 上的平 方可积 函数的 Fourier 
级数分 解和直 线上平 方可积 函数的 Fourier 变换 都对应 于相应 的群的 酉表示 分解. 

(2)  紧李群 的表示 

紧 李群表 示论是 数学中 的经典 理论. 紧 李群的 不可约 表示都 是有限 维的. 连通 
紧李 群的不 可约表 示由它 的最高 权完全 确定. 确 切地说 ，若 G 为连通 紧李群 ，而 T 
为 其极大 环面， 由 此产生 的根系 R(G,T) 确定了 支配权 的锥形 集合. 著名的 Cartan- 
Weyl 定理 证明了 连通紧 李群的 不可约 表示与 支配权 一一 对应 叫 一般 （非 紧） 李 
群表 示论是 在紧李 群表示 论的基 础上， 受 相对论 和量子 力学的 影响而 发展起 来的. 
李 群表示 论又超 越了理 论物理 的范畴 ，与 当代数 学的许 多重要 分支的 发展都 密切相 
关. 李群表 示论的 中心课 题是非 紧李群 的无穷 维表示 理论, 特 别是不 可约酉 表示的 
分类 理论. 

(3)  幂零李 群与可 解李群 的表示 

设 0 为李群 G 的李 代数， 记 为 0 的对偶 空间. 李群 G 的伴 随表示 


Ad:G-^  GL(g) 
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诱导了  G 在 S* 上的 余伴随 作用， 由此 生成的 轨道称 为余伴 随轨道 (coadjoint  or- 
bits). 在 G 为单连 通幂零 李群的 情形， KirillovW 证明了  G 的不 可约酉 表示与 G 
的余伴 随轨道 一一 对应， 而且 这个对 应有着 近乎完 美的函 子映射 （functoriality) 的 
性质： 诱 导表示 与限制 表示的 分解都 对应着 相应的 余伴随 轨道的 映射. Kirillov 的 
理论 开创了 以余伴 随轨道 研究酉 表示， 亦即轨 道方法 (orbit  method) 的 先河. Aus- 
lander 与 KostantW 进 一 步 成功地 将轨道 方法应 用于单 连通的 可解李 群上, 推广了 
Kirillov 的 理论. 然 而轨道 方法却 不能直 接推广 到约化 李群上 [5], 我 们将在 （7) 中进 
一步阐 述轨道 方法在 构造约 化李群 不可约 酉表示 所起的 作用. 

(4)  (非 紧） 约化李 群可容 许表示 

由于 Macky 和 Duflo 的 工作, 李群不 可约酉 表示的 分类归 结为约 化李群 不可约 
酉 表示的 分类. Harish-Chandral3! 证明了 不可约 酉表示 是可容 许的， 即它 限制在 一 
个极大 紧子群 上分解 为不可 约子表 示的直 和时, 每 个不可 约子表 示都只 出现有 限次. 
而 LanglandsI8! 给出了 （线 性） 约化李 群不可 约可容 许表示 的分类 .在 Langlands 分 
类中 找出约 化李群 的酉表 示是当 前李群 表示论 研究的 焦点. Knapp 和 Zuckerman 
找 出了在 Langlands 分 类中具 有不变 非退化 Hermite 型 的不可 约可容 许表示 R 而 
进 一步确 定这些 Hermite 型是否 正定是 不可约 酉表示 分类的 关键, 也 是最困 难的地 
方, 其中一 个重要 的步骤 是表示 特征的 计算. 

(5)  表 示特征 的计算 

如果 G 是 一个紧 李群, 那么它 的一个 表示的 特征是 对应的 群作用 的迹. 这是一 
个在群 G 的共 轭类上 取常值 的光滑 函数. 利用 Schwarz 广义 函数的 概念， Harish- 
Chandra 在约 化群可 容许表 示的研 究中发 展了可 容许表 示的特 征理论 [3].  Vogan 证 
明 并推出 了可容 许表示 的特征 计算的 Kazhdan-Lusztig 算法. 这为不 可约酉 表示分 
类提供 了有力 的工具 ％ 当时 这个算 法非常 复杂， 对一 些特殊 的群计 算量非 常大， 
难以 实现. 

(6)  Atlas  of  Lie  Groups  and  Representations 

Atlas  of  Lie  Groups  and  Representations 是 近年来 由十几 位数学 家组成 的研究 
团体. 他们关 于可容 许表示 特征的 计算的 研究成 果倍受 瞩目. 特 别地， 他们 利用超 
大型计 算机在 2007 年 1 月得出 了可裂 岛 的全部 Kazhdan-Lusztig 多项式 [n), 相 
关 的资料 和软件 可以从 http://www.liegroups.org 下载. 这为 不可约 酉表示 分类的 
彻底解 决提供 了新的 途径和 工具. 

(7)  轨道方 法与幂 单表示 

刻画不 可约酉 表示的 关键是 找出为 数不多 的几类 特殊不 可约酉 表示, 而 其他不 
可 约酉表 示都可 由这些 特殊酉 表示诱 导得出 .我 们称这 类特殊 不可约 酉表示 为幂单 
表示 (unipotent  representations). 轨道方 法在幂 零李群 与可解 李群上 的成功 虽然不 
能直接 推广到 约化李 群上, 然而很 多实例 使人们 相信, 幂零 的余伴 随轨道 (nilpotent 
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coadjoint  orbits) 的量 子化为 构造幕 单表示 提供了 一个有 力工具 _]. 


图 1 李 代数五 8 的根系 构成的 戈塞尔 多面体 421 的二维 投影图 
注：这 240 个根 按投影 长度不 同分为 8 组， 标 以不同 颜色， 每个 顶点与 相邻的 56 个顶点 相连. 

这张图 从一个 侧面反 映了丑 8 根 系的对 称性. 
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模 李代数 模表示 论中的 

卡茨 — Weisfeiler (Kac-Weisfeiler) 猜想 

Kac-Weisfeiler’s  Conjectures  in  The  Representation 
Theory  of  Modular  Lie  Algebras 


素特征 p>3 的代数 闭域上 单李代 数的“ 广义 Kostrikin-Shafarevich 分类 猜想” 
最终为 Strade-Premet 解 决后， 与结 构研究 同步的 模表示 论日益 受到新 的关注 .一 
个主要 的推动 是围绕 Kac-Weisfeiler 猜想 （基 于文献 ⑴〜问， 于 1971 年提出 [4]， 含 
KW 猜想 1 和 KW 猜想 2) 展开的 [5 〜 9]. 由 于模李 代数的 有限维 模范畴 比特征 0 域 
上的大 得多， 很 多单模 不再是 通常的 权模， 也 不再有 特征标 公式， 研 究此类 模主要 
侧重于 对维数 的整体 估计, 表 现为： 这类 单模的 维数被 域特征 的适当 幂次所 整除的 
“维 数素幂 整除性 问题” —— 其表 述涉及 代数群 和代数 几何的 语言. 粗 略地讲 ，参 
数 化所有 单模的 p 中心 特征 标形成 一个素 特征域 上高维 代数簇 (Zassenhaus 代数 
簇)， 其上 非分歧 点轨迹 (unramified  locus) 形 成一个 Zariski 开集, 其 中每个 p 中心 
特征标 X 唯一 地刻画 了一个 具有相 等极大 维数的 单模同 构类； 分 歧点的 P 中心特 
征标对 应的单 模则不 仅具有 较低的 维数， 且有 个单 模同 构类. 这 里问题 的实质 
涉 及处理 余伴随 幂零轨 道理论 （“orbit  method” 由 Kirillov 于 20 世纪 60 年 代初提 
出)、 有限 （仿 射） 群 概型理 论以及 限制李 代数的 支撑簇 (support  varieties) 理论 [5]. 

对限制 李代数 (0,  [p]) (即 作为内 导子, (adx)p  =  ad(x^),  V  x  e  q), 记  spec(t/(g)) : 
={有 限维单  0  模同构 类}.  Zassenhaus^  证明： Z0(=  (xp  —  x^p\x  e  g))  C  Z  = 
cent(C/(0)),  U(g) 是 整闭的 （即 spec(Z) 是正规 代数簇 )， （ 由 Nakayama 引理和 
Schur 引理给 出的） 典 范满射 ％  :  spec([/(g))  ^  spec(Z) 有 性质： 在一个 闭的判 
别 式轨迹 (discriminant  locus)  V  C  spec(Z) 之 外的开 集上， x 为 双射， 且所 有源自 
X_1(spec(Z)  -  V) 的表 示都有 维数〆 _r*， （d  =  dimg,  r  =  \Q{Z)  :  Q(Z0)],  Q(Z) 为 
整环 Z 的分式 域)； 源自 x_1(P) 的表示 维数均 <  pd~r.  Rudakov[3] 对简 约代数 
群的 李代数 0, 证明： r  =  rank ⑷. Weisfeiler-Kac^ 观 察到： 对限制 李代数 的单模 
结构 起掌控 作用的 p 中心 特征标 xv, 在為） 的生成 元上取 值的： P 次方根 是一个 
定义在 李代数 0 上 的线性 函数： &  G  0*, 其中 £v(x)  =  xv {xp  -  V  x  G  0, 

F  G  spec ([/ (0)). 线性 泛函& 基本掌 控了单 0 模 V 的维数 特征， 而 且和它 同处一 
个 （在 0 的内自 同构群 G 的） 余伴 随作用 轨道中 的元所 对应的 单模， 同属一 个单模 
等价类 （注： r 关于 g 的余伴 随作用 的不同 轨道， 对 应不同 （构） 的单 模等价 类). 
Kac-Weisfeiler  由此 猜测： 
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Kac-Weisfeiler  猜想  1  r  =  min^gg.  d(£), 其中  d(£)  =  dim{g  e  fl  |  £([g,  g]) = 
0}  =  dim  Stab ⑷ —— 线 性泛函 € 在 S 中确 定的稳 定化子 （是 0 的 一个子 代数) . KW 
猜想 1 是 对刻画 S 的具 有极大 维数的 单模的 内蕴量 r 做出 猜测. 

Kac-Weisfeiler 猜想 2  对 于简约 代数群 G 的李代 数的任 何单模 V, 有 
pidim(G.^)|dimy.  KW 猜想 2 是对 0 的 任意单 模的维 数的极 大素幂 整除性 提出猜 
测， 该素 幂的极 大次方 数恰为 该单模 V 所定 义的线 性泛函 ~ 在内 自同构 群或代 
数群 G 作用下 的轨道 维数的 一半. 

Weisfeiler-KacI4! 对完 全可解 李代数 解决了  KW 猜想 1;  Stradel10! 对任 意可解 
李 代数, 证明了  KW 猜想 1;  MiFnerl11! 用有 限群概 型理论 给出了  KW 猜想 1 的一 
个优 美证明 （但 Kac 认 为其证 明未被 大家理 解). 

Friedlander-Parshall 于 M 世纪 80 年代末 在文献 问 中， 对文献 [4] 的 参数化 
单模 V 的线 性函数 ~ 约化到 “幂零 部分” 的 思想作 了深入 挖掘和 展开， 并 发展了 
限制 李代数 的支撑 簇理论 ，于 1991 年仅对 A 型 李代数 给出了  KW 猜想 2 的 证明; 
PremetP) 对简约 代数群 G 的李代 数的忠 实单模 （在换 位子群 (G,  G) 单 连通和 p 为 
“好 素数” 条 件下） 解决了  KW 猜想 2  (两 个证明 ^ 都利用 了支撑 簇理论 ).  20 世 
纪末和 21 世 纪初， Jantzen 在文 献问、 [7] 等基 础上， 对限制 的代数 李代数 表示论 
作了系 统的新 推进％ 解决了  “子 正则” 幂零: p 中心 特征 标参数 化的单 模刻画 问题. 
但是 KW 猜想 2 的彻底 解决， 还有待 人们对 0* 中幂 零元被 G 余伴 随作用 的轨道 
几 何理论 （涉 及抽象 代数几 何学） 的深入 理解. 

KW 猜想 的新表 述形式 对 何种限 制李代 数具有 KW 性质 （见 Premet%114 
所 提问题 1 和 2, 另见 Kac 对文献 [7] 所作特 色评论 [MR1345285(96g:  17007) ] 中所 
提 3 个新问 题)？ 目前 KW 猜想 的进展 主要在 代数李 代数上 取得. 张禾 瑞关于 Witt 
代数 单模分 类的著 名工作 W 表明： KW 猜 想应该 适用于 Cartan 型李 代数， 这基本 
上还是 一个开 问题. 最近 的研究 表明， KW 猜想正 在被推 广到模 李超代 数情形 .此 
外， KW 猜想的 新发展 是它的 量子化 版本： DeConcini-Kac-Procesi 猜想 问， 20 世纪 
90 年代 初提出 ，揭 示了单 位根处 量子群 表示论 的类似 特征， 目前 仅获部 分解决 .可 
预见， 围绕着 KW 猜想和 CKP 猜想展 开的李 代数的 模表示 论和量 子群在 单位根 
处的 “模” 表 示论， 将 促进几 何表示 论的深 入发展 [9]. 李代数 模表示 论和量 子群单 
位 根处表 示论， 二者 何以具 有如此 神似的 面纱， 正期待 着数学 家们付 出艰辛 努力去 
揭开. 
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齐性爱 因斯坦 (Einstein) 流形 

Homogeneous  Einstein  Manifolds 


本 问题涉 及的是 李群在 微分几 何中的 应用. 我 们假定 读者熟 知微分 几何, 特别 
是 Riemann 几何 的基本 概念， 例如参 考文献 [1] 前 五章的 内容. 首先 回忆李 群的概 
念. 假定 G 既 是一个 抽象群 又是一 个光滑 流形， 且映射 

G  x  G  G  :  (x,y)  xy^1 

是光 滑的， 那么 G 就称为 一 个 李群. 1939 年 发表的 Myers-Steenrod 定 理指出 ，任 
何一个 Riemann 流形的 等距变 换群都 是李群 [2L 这一 定理为 利用李 群理论 研究微 
分 几何, 特别是 Riemann 流形 奠定了 基础. 一 个 Riemann 流形 (M, g) 称为齐 性的, 
如果 (M,g) 的等距 变换群 I、M,g) 在 M 上的作 用是可 迁的. 上述作 用的可 迁性使 
得我们 可以将 (M,g) 的 问题转 化为李 群和李 代数的 问题， 因 此有很 多代数 的工具 
可以 应用. 正是 因为上 述原因 ， 20 世 纪齐性 Riemann 流 形的研 究飞速 发展， 已经成 
为数学 中的一 个重要 分支. 

这方面 的最伟 大的成 就当属 E.  Cartan 的 对称空 间理论 . E.  Cartan 利用 李代数 
的 分类结 果得到 了整体 对称的 Riemann 流形 的完全 分类. Riemann 对称空 间的理 
论已 经相当 成熟, 感 兴趣的 读者可 以参考 S.  Helgason 的经 典名著 [3L 除了  Riemann 
对称空 间外, 很 多特殊 的齐性 Riemann 流形 的研究 也取得 了重要 成果, 其中 包括齐 
性 Einstein 流形的 研究. 

1916 年 Einstein 发表了 著名的 广义相 对论， 在 这一理 论中他 用到了  Riemann 
几何， 此后 Riemann 几 何便成 为理论 物理学 家必须 掌握的 工具. Riemann 几何中 
有一类 特殊研 究对象 在广义 相对论 中特别 有用， 后 人将这 一类流 形称为 Einstein 流 
形 .设 (M，g) 为 一 个 Riemann 流形, 如果 （M,g) 的 Ricci 张 量等于 g 的 常数倍 ，即 
存 在常数 c 使得 Ric  =  ncg, 其中 n 为 M 的 维数， 则称 (M，g) 为 Einstein 流形, 
c 称为 Einstein 常数. 关于 Einstein 流形的 在广义 相对论 中的应 用请参 考文献 [4]. 
一 个 Einstein 流形如 果作为 Riemann 流 形是齐 性的， 则称 该流形 为齐性 Einstein 
流形. 研 究齐性 Einstein 流形 的重要 目标是 给出其 分类. 但是 这一问 题非常 复杂, 
到现在 只得到 部分的 结果. 问题 的复杂 性主要 在于， 齐性 流形的 Ricci 曲率 公式十 
分 复杂， 很难 应用到 实际的 研究中 我 们将这 一领域 已获得 的主要 结果及 未解决 


齐性爱 因斯坦 (Einstein) 流形 


.  239  . 


的 问题简 单介绍 如下： 

1.  1975 年  D.  V.  Aleskseevskii  等 证明， 一 个  Einstein  常 数为零 的齐性  Einstein 
流形 必是平 坦的， 因 此它等 距同胚 于一个 Euclid 空 间或平 坦环面 W. 这个结 果给出 
了  c  =  0 情形 的齐性 Einstein 流形 的完全 分类. 

2 . 由 Riemann 几 何中的 Bonnet-Myers 定理 可知， 如果 （M，g) 是 一 个 c  >  0 
的齐性 Einstein 流形 ，则 Af 必是紧 致的. 因此 O  0 的情形 就是紧 致齐性 Einstein 
流形 的分类 问题. 这 一问题 至今没 有完全 解决. 一 些特殊 情形， 如正 规齐性 流形上 
的不变 Einstein 度量 的分类 问. 

3.  容易 证明， 如果 (M,  g) 是一个 c  <  0 的齐性 Einstein 流形， 那么 M 必是非 
紧的. 因此 c  <  0 的 情形归 结为非 紧齐性 Einstein 流形的 分类. 这一 方面有 一个著 
名的 Aleskseevskii 猜想： 任 何非紧 的齐性 Einstein 流 形必可 实现为 一个可 解李群 
上的 左不变 度量. 这一 猜想历 经三十 多年， 尚未 解决. 但 是受这 一猜想 的启发 ，很 
多人 研究了 可解李 群上的 左不变 Einstein 度量， 获得 了重要 的结果 [6L 不过， 可解 
李群上 左不变 Einstein 度量的 分类问 题也是 非常复 杂的， 迄 今没有 解决. 

除了 上 述问题 之外， 还可以 考虑更 为广泛 的齐性 Finsler-Einstein 流形. Finsler 
流形是 Riemann 流形的 推广， 是几 何大师 陈省身 晚年提 倡的研 究领域 .在 Finsler 几 
何中可 以定义 类似的 Ricci 张量， 由此可 以定义 Finsler-Einstein 流形的 概念.  2002 
年邓 少强等 证明： 任 何一个 Finsler 流形 的等 距变换 群一定 是李群 [7L 这使 得李群 
李 代数研 究齐性 Finsler-Einstein 流 形成为 可能. 不过这 也是一 个更为 复杂的 问题, 
迄今 没有获 得重要 结果. Finsler 几何 的基础 理论可 参见文 献问. 
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有理 顶点算 子代数 的分类 

Classifications  of  Rational  Vertex  Operator  Algebras 


有理顶 点算子 代数的 分类是 顶点算 子代数 理论研 究中最 重要和 最基本 的问题 
之一. 一个 顶点算 子代数 V 称为有 理的， 如 果其任 何容许 模都是 完全可 约的. 顶点 
算子代 数的定 义首先 由朱永 昌在研 究顶点 算子代 数的迹 函数的 模不变 性时提 出的, 
在由朱 永昌给 出的定 义中， 还要求 另外两 个条件 ，即 V 只有有 限多个 不可约 的可容 
许 模且每 个可容 许模都 是权空 间有限 维的. 后来, 董 崇英、 李 海生及 G.  Mason 证明 
了后两 个条件 可由完 全可约 性推出 .对于 经典的 有限维 李代数 和结合 代数这 等价于 
其半 单性. 顶点 算子代 数的产 生源于 对最大 的散在 单群- 魔群、 moonshine 猜想和 
物 理中共 形场论 的研究 .  20 世纪 80 年代 后期， Frenkel-J  I.  Lepowsky-A.  Meurman 
通 过构造 Leech 格顶点 算子代 数及其 twisted  moonshine- 模， 给出了  moonshine 顶 
点算子 代数的 结构， 并证 明了魔 群是此 顶点算 子代数 的自同 构群， 从 而给出 了魔群 
的自 然存在 形式. 1992 年， R.  E.  Borcherds 给出了  moonshine 猜想的 证明. 近二十 
年来， 顶点算 子代数 及其表 示理论 的研究 已经广 泛应用 到数学 和物理 的诸多 方向. 
如 代数、 几何、 拓扑、 量子 场论、 弦 理论、 黑洞 理论, 凝聚 态物理 等等. 共形 场论中 
很多 重要、 有趣 的研究 结果都 要求所 研究的 共形场 论是有 理的. 从数学 的角度 ，即 
研究 的顶点 算子代 数是有 理的. 目前很 多熟知 的顶点 算子代 数都是 有理顶 点算子 
代数 ，如 Virasoro 代数 的不可 约离散 表示构 成的顶 点算子 代数、 仿射 Kac-Moody 
代数 的可积 最高权 表示构 成的顶 点算子 代数、 格顶 点算子 代数、 moonshine 顶点算 
子 代数及 frame 顶点 算子代 数等. 围绕 有理顶 点算子 代数的 分类, 有很 多深刻 、有 
趣 的研究 工作. 但 到目前 为止， 做 到对有 理顶点 算子代 数完全 分类， 似乎还 有相当 
距离. 其 中一个 原因， 是因 为顶点 算子代 数的有 理性的 定义是 通过一 个外部 条件给 
出的， 而不 是通过 其内部 刻画. 给定 一个顶 点算子 代数， 判断 其任意 的容许 模是否 
完全可 约并不 是一件 容易的 事情. 因此， 在 对有理 顶点算 子代数 分类的 同时， 给出 
其 有理性 的一个 内部刻 画也是 一个很 重要的 问题. 
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酉表 示中的 狄拉克 (Dirac) 算子 

Dirac  Operators  in  Unitary  Representations 


Dirac 算子是 一个一 阶微分 算子, 它是 1928 年由著 名物理 学家、 诺贝尔 奖获得 
者 Paul  Dirac 作为 Laplace 算 子的平 方根引 入的. 利用这 一 算子， Dirac 解 释了电 
子的自 旋并预 言了正 电子的 存在， 进 而奠定 了相对 论量子 力学的 基础. 目前， 各种 
背景的 Dirac 算 子广泛 应用于 物理学 的许多 分支， 并且 被推广 到微分 流形， 是数学 
中非 常重要 的研究 对象. 

Dirac 算子 在李群 表示论 中的应 用始于 Parthasarathy,  Atiyah-Schmid 的离散 
序列表 示的几 何构造 W 由 Dirac 算子导 出的酉 表示的 Dirac 不等式 也是研 究酉表 
示分类 的有力 工具. 对于连 通实半 单李群 G,  Vogan 利用 泛包络 代数和 Clifford 代 
数定义 了一种 完全代 数化的 Dirac 算 子以及 （0，K) 模 X 的 Dirac 上 同调. 李群表 
示的 一个很 重要的 不变量 是它的 无穷小 特征. Vogan 猜想 若实半 单李群 G 的不可 
约 （0，if) 模 X 具有 非零的 Dirac 上同调 ，则 X 的无 穷小特 征由其 Dirac 上 同调完 
全 决定. 这个 猜想已 经被黄 劲松和 Pandzic 证明 [2L 事 实上， 上面的 结果可 以推广 
到更一 般的齐 性空间 G/ 丑 (即 H 为实半 单李群 G 的闭子 群)， 对于 Kostant 定义的 
cubic  Dirac 上 同调也 有类似 结论. 

Vogan 关于 Dirac 上 同调的 猜想, 刻画了  Dirac 算子的 一个深 刻的代 数性质 ，它 
进一步 刻画了 表示的 无穷小 特征， 这 为酉表 示的研 究提供 了新的 工具. 例如， 由此 
可 导出更 精细的 Dirac 不 等式， 不可 约酉表 示的几 何构造 也可以 简化. 同时, Dirac 
上 同调又 与李代 数上同 调密切 相关， 在很多 情形， Dirac 上同 调可以 简化李 代数上 
同调的 计算. Dirac 上同 调的应 用日益 广泛， 甚至 超出了 半单李 群表示 的范围 

1995 年， K.  Habermann 给出了 辛流形 上的辛 Dirac 算子 的定义 并作了 系统的 
研究 W. 我们 知道， 李 群的每 个余伴 随轨道 上都有 不变辛 结构， 而轨 道方法 对于 
研究 幂零李 群的表 示非常 有效. 另外， 辛空 间中的 Weyl 代数 与上面 Dirac 算子定 
义中用 到内积 空间的 Cillford 代 数有很 强的相 似性. 如果齐 性空间 G/H 上 存在不 
变辛 结构, 是 否也能 给出辛 Dirac 算子的 一个代 数化的 定义？ 是 否可以 利用辛 Dirac 
算子来 构造实 半单李 群的酉 表示？ 辛 Dirac 算子 与余伴 随轨道 是否有 联系？ 目前, 
这些问 题的研 究还处 于起步 阶段. 
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2D 瞬 时频率 


2D  Instantaneous  Frequency 


Fourier 分析 是数学 和物理 两门学 科中的 一个重 要组成 部分， 同 时也是 信号处 
理的 基石. Cooley 和 Tukey 于 1965 年在 计算机 上实现 了快速 Fourier 变换 (FFT), 
他们 原本的 动机是 监视核 试验和 追踪核 潜艇. 但 后来的 发展, FFT 成 为工业 现代化 
的关键 工具. 因此， Charles  van  Loan 曾 写到： “FFT 是 本世纪 （20 世纪） 真正重 
大的 计算数 学发展 之一. 它改 变了科 学和工 程学的 面貌， 以至于 可以毫 不夸张 的说， 
我们的 生活因 FFT 而 完全变 得不同 基于 Fourier 变 换人们 可以定 义频率 概念. 
包 括一维 （1D)、 二维 (2D) 以及 高维. 频率 是在频 谱方面 认识物 理世界 的基础 .但 
Fourier 分析存 在两个 基本的 限制： 系 统是线 性的， 数 据是平 稳的. 但是无 论在科 
学问 题还是 工程问 题中， 系 统大多 是非线 性的， 频 率都是 随时间 (1D) 或位置 （2D) 
变 化的. 这样瞬 时频率 （2D 时也称 为局部 频率） 就成 为对于 物理现 象一个 很好的 
描述 方式. 从某 种意义 上讲， 瞬时频 率这个 概念在 信号分 析中之 重要， 犹如 瞬时速 
度在牛 顿力学 中之重 要性. 它是 个物理 概念, 各 种各样 的数学 模型被 引入来 描述和 
计算瞬 时频率 ，但是 到现在 为止对 瞬时频 率的数 学描述 和计算 方法还 没有完 全满意 
解决. 

现 有两种 “瞬时 频率” 定义 方法， 一 种来源 于工程 直观， 将瞬时 频率定 义为复 
信 号相位 的导数 P 〜 31. 方 法是首 先对实 信号做 Fourier 变换, 然后 “抑 制负频 率同时 
将正 频率的 幅度乘 以二” 以 获得复 信号. Gabor 指出这 一过程 等价于 时域上 

z(t)  =  s(t)+JH[s(t)]  =  A(t)e^t\ 

其中 s ⑴ 为原实 信号， <2 ⑷是 Gabor 构 造的复 信号， F 是 Hilbert 变换 ， 4 ⑷ 称为 
振幅 ， 称为 幅角或 相位， 它 的导数 0'(幻 就 是瞬时 频率. 由 于在理 论上通 过一个 
实信 号构造 复信号 所需要 的虚部 信号可 以有多 种构造 方法, Gabor 通过 Hilbert 变 
换方 法唯一 地给出 了一个 构造复 信号的 方法， 同时这 个方法 构造出 的 复信号 是解析 
信号. 虽 然这种 定义在 大多数 情况下 合理， 但是我 们需要 对信号 做一些 限定： 文献 
[2] 和 [3] 都认 为仅对 单成分 （monocomponent) 信号时 这种定 义瞬时 频率的 方法才 
有 意义, 也就 是对于 那些仅 有单频 率或者 窄带信 号来说 可以反 映其频 率随时 间变化 
的 特征. 但是 当信号 为多成 分时， 这个通 过解析 信号相 位的导 数定义 瞬时频 率的方 
法不再 有效， 原因 在于当 信号非 窄带或 者多成 分时, 解 析信号 的瞬时 相位不 再反应 
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信号 的局部 特征， 从而 Hilbert 谱分 析不能 有效反 映信号 的时变 特征. 另外, 数学家 
说 它违背 测不准 原理. 

另一种 来源于 Wigner-Velle 变换, 得到瞬 时频率 的另一 种定义 W : 

[+°° 

m-  ^ - ， 

/  W(t,f)df 

J  —00 

其中 W(t,  /) 表示 Wigner-Velle 时 频分布 (WVD) 变换： 

f)  =  J  z  2)  z*  0  +  2) 

这里 z*(t) 为解 析信号 的共轭 符号. Ville 指出 ，从 WVD 的一阶 矩可以 得到瞬 
时 频率， 它 也可以 用窗口  Fourier 变换 得到， 工 程学者 认为那 是信号 的线性 表示工 
具， 不 能适用 于非平 稳信号 分析. 

1998 年， 美国宇 航局的 Norden  E.  Huang 等 发明了  Hilbert- 黄变换 （HHT)[5]. 
HHT 是 针对非 线性和 非平稳 数据一 种分析 工具. 与传统 的频谱 分析， 小波 分析和 
Vigner 分 布方法 不同， HHT 方 法是一 种自适 应的时 频分析 方法， 它 不需要 任何的 
先验基 函数. 首 先通过 EMD 的 筛过程 从采样 数据做 自适应 分解， 形 成近似 正交的 
内蕴模 式函数 (IMF),  一 般都是 单成分 信号. 然后根 据这些 IMF 的 Hilbert 变换所 
形 成的解 析信号 的俯角 导数做 为瞬时 频率, 在时间 频率能 量平面 上形成 谱值. HHT 
方法作 为一个 强大的 分析一 维非线 性非平 稳信号 的工具 ，被成 功应用 于很多 重要数 
据分析 领域. 尽 管还存 在很多 问题， 比如如 何保证 分解出 的每个 IMF 都是单 成分, 
如 何有效 解决模 式混叠 (mode  mixing) 问题； 甚 至如何 定义单 成分， 都是待 解决的 
问题. 

图像 是二维 信号， 图像中 的相位 信息， 进而频 率信息 的重要 性早已 为人重 
视 (图 1). 纹理图 像一般 都是非 平稳的 多成分 信号， 如何 对纹理 图像进 行分析 
I 直 是图像 处理和 计算机 视觉的 难题. 纹 理分析 在遥感 图像、 医学 图像、 文件 分析、 
目标 识别等 多个领 域都有 广泛的 应用. 纹理 分析主 要有四 个研究 方向： 纹理 分割、 
纹理 分类、 纹理合 成和根 据纹理 的三维 重建. 纹理 分析有 很多种 方法， 其中 信号处 
理方法 是人们 试图通 过滤波 器来刻 画图像 特征， 以前人 们常用 Gabor 变换、 Wavelet 
变 换等, 但它 是在固 定的基 下进行 分解. HHT 提供 了一种 自适应 分解的 方法, 它试 
图将 纹理图 像分解 为单分 量信号 之和， 从而可 以类似 一维的 情况分 析每个 IMF 的 
瞬时 频率等 特征. 这里 一个关 键概念 ——  “2D 瞬时 频率” 还没有 建立. 对此 问题， 
人们做 了一些 尝试， 但都不 能给出 科学的 2D 瞬时 频率的 定义. 基本想 法有三 i  一 
是用逼 近方法 ，如 T-K 算子 m、 QEA 算子、 AM-FM 分 解等， 它们求 出了振 幅和相 
位, 但没有 对相位 求导， 没 有涉及 频率的 概念， 并且 这是一 种近似 表示, 不能 完全重 
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构； 二是 用多复 变中解 析函数 概念％ 这 时会出 现两个 幅角， 再求偏 导数, 会 得出四 
个, 显然 做瞬时 频率不 合适; H 是利 用四元 数解析 概念， 也 遇到类 似困难 这时求 
导 会产生 四或六 个瞬时 频率， 不利于 表示. 文献问 还是 用一维 EMD 张量 积做的 
二维 EMD, 应用 于纹理 分析及 图像瞬 时频率 估计, 这里的 “图 像瞬时 频率” 是两个 
方向 的一维 瞬时频 率的张 量积， 该 文献注 意到了 二维瞬 时频率 的重要 价值， 但没有 
给出 科学的 定义. 


图 1 

注： 图中 分别把 Fourier 和 Hilbert 的图 像分解 为振幅 和相位 （见 前两 行)， 然后把 Hilbert 图像的 振幅和 
Fourier 图 像的相 位合成 （见第 3 行)， 合成的 结果显 示的是 Fourier 的 图像. 这个试 验说明 图像的 相位信 

息、 进 而频率 信息对 人的视 觉更为 重要. 

合理的 2D 瞬 时频率 定义, 应 该具有 如下特 征：① 可计算 性； © 两个方 向的瞬 
时频率 与物理 意义一 致性； ③ 有 相当广 泛的适 用性， 能计 算公认 的单成 分信号 ，模 
式混叠 不能太 严重； ④ 可检 验性， 即对平 稳频率 的图像 计算结 果应该 于线性 方法得 
出 的结果 相容. 
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3n+l  Conjecture  and  Complex  Analysis  Method 


设自 然数集 N 上的 自映照 / 的定义 如下： 如果 n 为 奇数, 那么令 /(n)  =  3n+l, 
如果 n 为 偶数， 则令 /(n)  =  n/2. 对于任 意的非 负整数 我们 用符号 /# 表示 / 
的 A; 次 迭代. 对 于函数 /, 有如 下既有 趣而又 长期悬 而未决 的困难 问题. 

3n+l 问题： 对于任 意预先 取定的 正整数 n, 相 应存在 正整数 使得 

产 (n)  =  l. 

3n+l 猜想 断言： 对 于任意 取定的 正整数 ，经 / 连 续作用 有限次 后均无 一例外 
地落入 {4,2,1} 这 一数字 陷讲. 

20 世纪 30 年代 L.  Collatz 为 了弄清 顶点集 是自然 数集而 有向边 集合为 {(n, 
fin))  :  n  e  N} 的有 向图是 否弱连 通以及 其上到 底有多 少个有 向圈的 问题， 产生 
了  3n+l 猜想的 萌芽. 直到 1952 年， Collatz 将这 一 问题 告诉了  H.  Hasse, 此后该 
问题在 世界各 地广为 流传， 因而此 问题也 就拥有 了许许 多多的 名字， 例如 3n+l 猜 
想、 Hasse 问题、 Syracuse 问题、 Kakutani 问题、 Ulam 问 题以及 Thwaites 问题等 
等. 人 们对于 3n+l 猜想 的探索 活动一 直长盛 不衰, 各 种各样 的数学 理论被 用于对 
这一 问题的 探究. 

1993 年， S.  Eliahou  证 明了： 如果  Diophantine  方程 (3  +  l/ni)(3  +  l/n2)  -  -  -  (3  + 
l/ns)  —  2P  (其中 s 和 p 为正 整数, n1,n2, ...  ,ns 为 s 个 两两互 不相同 的正的 奇数) 
只有 平凡解 s  =  l,  p=  2,m  =  1 的话, 那么 3n+l 函 数只有 一个周 期循环 {4,2,1}. 

然 而要想 弄清楚  Diophantine  方程 （3  +  l/ni)(3  +  l/n2) … （3  +  l/ns)  =  V (其 
中 s 和 p 为正 整数, ni,n2, ... ，ns 为 s 个 两两互 不相同 的正的 奇数） 解的状 况是一 
件极为 困难的 事情. 由此 可以看 出研究 3n+l 猜想 的困难 程度. 

J.  Hadamard 曾 说过： “沟通 实数域 中两个 真理之 间的最 短路近 往往是 通过复 
数 域”. 对于某 些数论 问题的 研究， 复 分析方 法是一 个行之 有效的 方法. 

1994 年, L.  Berg 和 G.  Meinardus 证 明了：  3n  +  1 猜想等 价于函 数方程 

h(z3)  =  h(z6)  +  {h(z2)  +  \h{\z2)  +  X2h{X2z2)}/3z  (其中  A  =  e2™/3) 

在 单位圆 盘仁： N  <  1} 中 的解析 函数解 呈如下 形式： h{z)  =  h0  +  hlZ/(l-z) 

+  ho,  h2 为复常 数). 
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设…） 为超越 整函数 ，卻 为复平 面中的 一点， 如果 函数列 {5ofc(^)}r=i 存在子 
列 在点％ 的某邻 域中局 部一致 收敛于 00 或某 个解析 函数, 则称 ％ 为〆 4 的正规 
点 .记 5(之） 的正 规点的 集合为 屯 (3). 显然， $(5) 是 复平面 ■£ 的开 子集. 少 (5) 的每 
一个最 大连通 子区域 均称为 的 分支. 

1998 年， S.  Letherman,  D.  Schleicher  和  R.  Wood  证 明了： 任何 整函数 "⑷ 均 
使得  g(z)  =  z/2  +  (1  —  cos  nz)(z  +  1/2)/2  +  1/jt(1/2  —  cos  nz)  sin  kz  +  h(z)  sin2  jt 之满 
足： iV  C  ^(g). 

如 果能证 明存在 整函数 h{z), 使 得对于 上述的 g{z),  $(<?) 的每一 个包含 某正整 
数的分 支 均 存在邳 G  £>, 使 {gok{z0)}f=l 收敛到 1, 那 么由此 可推出 3n  +  1 猜 
想 成立. 
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布洛克 (Bloch) 常数 

Bloch  Constant 


存在一 个常数 r  >  0, 只要 /(_z) 是单 位圆盘 C/ 上 的全纯 函数， /'(0)  =  1, 则 
/(C/) 就一 定包含 一个以 r 为半径 的圆盘 r), 并且 /-1 在 U(f(a),  r) 上有 
定 义且双 全纯. 这里的 r 的 上确界 被称为 Bloch 常数 S.  Bloch 首 先发现 B  >  0. 

利用 超双曲 度量的 办法， L.  V.  Ahlfors 于 1938 年首 先证明 B  1962 年, 

M.  Heins 证明了  Bloch 常数 S  >  ^, 随后这 个不等 式被不 断改进 ，如 H.  Chen 和 

P.  M.  Gauthier  等 [2] 得 到估计  B^^-+2x  10~4B  >  ^  +  0.0002. 

4  4 

L.  V.  Ahlfors  和  H.  Grunskyt1，2] 等进 一 ■步 猜测 


B  = 


=  0.4718617 ••- 


如 果限于 考虑凸 像全纯 函数， 则 相应的 Bloch 常数是 ^ 
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博克纳 -里斯 （Bochner-Riesz) 乘 子问题 

Bochner-Riesz  Multiplier  Problem 

19 世纪的 数学家 Fourier 为求 解波动 方程与 热传导 方程， 引进了  Fourier 级数. 
Fourier 展开可 以帮助 人们研 究函数 的整体 性质、 各种算 术问题 和微分 方程， 从而 
在数 学及相 关学科 的不同 领域中 产生了 广泛的 影响. 从此， 有关 Fourier 级 数的各 
种 收敛问 题一直 是分析 中的根 本问题 之一. 为利 用球形 平均来 研究周 期函数 的多重 
Fourier 级数 的求和 问题， S.  Bochner 于 1936 年 引入了  Bochner-Riesz 乘子. 相应 
地， 为研究 Fourier 积分 的球形 收敛， 人们 考察了 如下的 Bochner-Riesz 乘子： 

⑹三 （1 —旧 2)4/(0，  ^  Rn,  a  ^  0, 

其中  /  表示  /  的  Fourier  变换 ，即  /(^)  =  f  e_2jna^/(a:)  cLr  且  三  max{A,  0}. 

JR71 

Ta 也 被称为 Bochner-Riesz 平均. 

以下用 5 尺 (p,  a) 表示 在 LP(Kn) 上 有界， 即存在 正常数 Cv，a，n 使得 对所有 

的 其中  ||/||叫心) 三 (Y  |/0)rdx) . 

当 n=l 时 ，若 a  =  0 且 l<p<oo, 或 a>0 且 l<p<oo, 容 易证明 
BU{p,  a) 成立. 当 n 彡 2 时， 情形变 得相当 复杂. 1954 年， C.  S.  Herz 给 出了当 

n 彡 2 且 0<a<  n  2  1 时 BlZ(p,  a) 成 立的一 个必要 条件， 即若 BlZ{p,  a) 成立 ，则 

P* 三 max{p,  pf}  <  - - —— — , 其中〆 表示 p 的共辄 指标， BP 〆 满足 l/p+1/y  =  1. 

n  —  1  —  Za 

T)  —  1 

1956 年， E.  M.  Stein  证 明了当  n  ^  2 且  a>  — - 一  时 ，对  1  彡  p  彡 oo,  a) 成 

立. 

于 是人们 猜测： 当 n  >  2,  0  <  a  <  ^ 且〆 <  — 时，: 7- 在 iP(Rn) 

z  n  —  1  —  Za 

上 有界, 这就是 所谓的 Bochner-Riesz 乘子 问题. 当 a  =  0 时, 此猜测 即为著 名的圆 
盘 猜测. 

20 世纪 50 〜 70 年 代间， A.  P.  Calderon,  A.  Zygmund,  E.  M.  Stein  和  C.  Fefferman 
等 著名数 学家对 该猜测 的研究 做出了 重要的 贡献. 其中， C.  Feffernian 于 1971 年证 
明了当 n  >  2 且 a  =  0 时, BU{p,  a) 成立当 且仅当 p  =  2, 从而否 定了圆 盘猜测 .这 
也是 C.  Fefferman 于 1978 年获 Fields 奖 的主要 工作之 一 1972 年， L.  Carleson 和 
P.  Sjolin 利 用振荡 积分的 方法完 整地证 明了当 a  >  0 且 n  =  2 时, BU{p,  a) 成立. 


博克纳 _里斯 (Bochner-Riesz) 乘 子问题 
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注 意到， 由插值 定理可 将上述 猜测归 结为当 〆 >  且 a  %  ( 

n  —  1  V 


2 


时， B7Z(p,  a) 是否 成立. 特 别地， 当 n  =  3 时， 只需 证明对 >  3  R  a  >  ap, 


BK(p， a) 是否 成立. 

自 20 世纪 90 年 代起， J.  Bourgain,  T.  Wolff,  T.  Tao,  A.  Vargas  和  L.  Vega  先 
后通过 Kakeya 极大函 数的性 质和多 线性的 Fourier 变 换的限 制性质 出发来 对该猜 

测进行 研究.  2004 年， S.  Lee 证 明了当 n  >  3 时 ，若〆 >  且 a  >  a 则 

n 

BU{p,  a) 成立. 特 别地， 当 n  =  3 时, p*  >  4  -  ^ 这是目 前已知 的最好 结果. 

O 


现回到 Bochner-Riesz 平 均的点 态收敛 问题， 即研究 jim  T^f(x)  =  /(x)a.e. 

何时 成立， 其中 =  (l-  |CI2/^2)+/(6 - 该问题 归结为 S 立相 应的极 大算子 

—  1 

{TaYf  =  suPiJ>0  \Ty\  的 某种有 界性. 当  a  >  时， 由于 （Ta)*  被  Hardy- 


Littlewood 极大 函数所 控制， 所以 点态收 敛性是 容易得 到的； 而当 a  <  n ^时目 


前只知 道部分 结果. 

1958 年， E.  M.  Stein  证 明了当 0  <  a  < 


且 


2(n  — 丄） <P<  2n 
71  一  1  +  71  一  1  —  2(2 


时， 点态 收敛性 成立. 当 a  =  时, E.  M.  Stein 给 出关于 几乎处 处收敛 的一个 

否 定结论 . R.  FefTerman 引入了 一类熵 空间， 并猜 想点态 收敛在 该熵空 间成立 .陆 
善镇, M.  H.  Taibleson 和 G.  Weiss 通 过引入 一类块 空间解 决了该 猜想. 陆善 镇进一 
步 证明了  Bochner-Riesz 在临界 阶关于 L1^-%,  Jt)n) 中 函数收 敛的局 部性质 在强求 


和 意义下 成立. 
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1983 年， A.  Carbery  证 明了当  n  =  2 且 2<p<  —— - ~~ ^  时， （：Ta)*  在 

n  —  1  —  2a 


ri  —  1 

LP(Rn) 上 有界. 1985 年， M.  Christ 证 明了当 n 彡 3 时 ，若 a  >  - —— - 且 2  <  p  < 

2(n  +  1) 

—— - ~~ 则 （Ta)*  在  L^(Mn) 上 有界. 1988 年， A.  Carbery  和  F.  Soria  证明了 
n  —  1  —  Za 

2n 

当 a  =  0 时， 若点态 收敛在 LP(Rn) 中成立 ，则 2  <  p  <  ^ 反乙 A.  Carbery, 

n  —  1 

2?7> 

J.  L.  Rubio  de  Francia  和  L.  Vega  证 明了当  a  =  0,  2  ^  p  <  - 7 时， 点态 收敛在 

n  —  1 

LP(Rn) 中 成立. 1998 年， T.  Tao 证 明了当 p  <  2 时 ，若 (Ta)* 在 L 實) 上有界 ，则 
a  >  ^  -  2002 年 ，当  n  =  2 时， T.  Tao 补充了  A.  Carbery  的 工作， 即证明 

2p  2 

了当  1  <  p  <  2 且  a  >  max  (乒 - 时， (Ta)*  是从  U>{Rn)  flj 

L  8  op  o  J 
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有 界的.  2004 年， S.  Lee 证 明了当 n 彡 3 时 ，若 (p<  — 则 （7-)* 

n  n  —  1  —  2a 

在 LP(Kn) 上 有界. 

最后， 值 得指出 的是， 在寻 求解决 Bochner-Riesz 问 题的过 程中， C.  FefTerman 
和 E.  M.  Stein 使用 Fourier 变 换的限 制性定 理获得 一 ■些 一 般 性结果 . A.  Cordoba 
则 使用几 何论证 的方法 ，把 L.  Carleson 和 P.  Sjolin 的 证明与 Kakeya 极大 函数联 
系起来 . J.  Bourgain 和 T.  Wolff 则基于 进一步 获得的 Kakeya 极大 函数的 性质来 
研究  Bochner-Riesz  问题 . T.  Tao,  A.  Vargas,  L.  Vega  和  S.  Lee  更 多地从 多线性 
的 Fourier 变 换的限 制性质 出发来 研究该 问题. Bochner-Riesz 问题与 Kakeya 问题 
以及 Fourier 变换的 限制性 问题三 者的进 展几乎 同步, 三 者之间 有着很 密切的 联系. 
此外， 这互 个问题 与波动 方程的 解的局 部光滑 性猜测 有关. 但 是目前 已知的 这些方 
法看 起来仍 然不足 以解决 n  >  3 时 Bochner-Riesz 问题. 

参 考文献 

[1]  Bochner  S.  Summation  of  multiple  Fourier  series  by  spherical  means.  Trans  Amer  Math 
Soc,  1936,  40:  175-207 

[2]  Stein  E  M.  Localization  and  summability  of  multiple  Fourier  series.  Acta  Math,  1958, 
100:  93-147 

[3]  Fefferman  C.  The  multiplier  problem  for  the  ball.  Ann  of  Math,  1971,  94(2):  330-336 

[4]  Carleson  L,  Sjolin  P.  Oscillatory  integrals  and  a  multiplier  problem  for  the  disc.  Studia 
Math,  1972,  44:  287-299 

[5]  Lu  S,  Taibleson  M  H,  Weiss  G.  On  the  almost  everywhere  convergence  of  Bochner- 
Riesz  means  of  multiple  Fourier  series,  Harmonic  analysis  (Minneapolis,  Minn,  1981). 
Berlin-New  York:  Springer-Verlag,  1982.  311-318 

[6]  Carbery  A.  The  boundedness  of  the  maximal  Bochner-Riesz  operator  on  L4(R2).  Duke 
Math  J,  1983,  50:  409-416 

[7]  Bourgain  J.  Besicovitch  type  maximal  operators  and  applications  to  Fourier  analysis. 
Geom  Funct  Anal,  1991,  1:  147-187 

[8]  Wolff  T.  An  improved  bound  for  Kakeya  type  maximal  functions.  Rev  Mat  Iberoameri- 
cana,  1995,  11:  651-674 

[9]  Tao  T,  Vargas  A,  Vega  L.  A  bilinear  approach  to  the  restriction  and  Kakeya  conjectures. 
J  Amer  Math  Soc,  1998,  11:  967-1000 

[10]  Lee  S.  Improved  bounds  for  Bochner-Riesz  and  maximal  Bochner-Riesz  operators. 
Duke  Math  J,  2004,  122:  205-232 


撰 搞人： 杨大春 

北京师 范大学 


布伦南 (Brennan) 猜测 


.  255  . 


布伦南 （Brennan) 猜测 

The  Brennan  Conjecture 


众所 周知， 大学复 变函数 的内容 主要由 Cauchy 积分 理论、 Weierstrass 级数理 
论与 Riemann 共形 几何理 论构成 .在 Riemann 共形 几何理 论中， 其 中心内 容是以 
下非常 重要的 Riemann 存在 性定理 （有时 也称为 Riemann 映射定 理). 

Riemann 存在 性定理 设 $  C 是一 个单连 通区域 ，卻 e  则存在 唯一的 
从 D 到单 位圆盘 △ 的共 形映射 f{z), 使得 其满足 f{z0)  =  0,  f'{zo)>0. 

由上述 定理， 对任 何单连 通区域 a 只 要其边 界多于 两点， 总存在 n 到 单位圆 
盘的共 形映射 f(z). 这样 的映射 也称为 ri 上的 Riemann 映射. 

现设 ncC 是边 界多于 两点的 单连通 区域， /  :  0  —  △是 Riemann 映射 ，则 
由 初等微 积分知 


(单 位圆 盘的面 积). 


这 说明了  /'  e  L\n,dxdy).  一个自 然的问 题是尸 是 否属于 其它的 p? 在 这方面 
该问题 有以下 进展. 

(1)  在 一 篇没发 表的论 文中， Gehring 和 Haymam 证明了  /'  e  其中 p  € 
(會， 2 ，并 指出 | 的下 界是精 确的. 

(2)  Metzger(Proc.  AMS,  1973) 证明  /’  e  对  p  G  (言,3) 成立 • 

(3)  Brennan W  证明  f  e  Lp  对  p  &  (畫， P。) （Po  >  3) 成立. 

(4)  Bertililsson (博士 论文， KTH  Sweden,  1999) 证 明了在 （3) 中的  p0  >  3.422. 
这 是目前 最好的 结果. 

在这 方面, Brennan 在 1978 年曾作 出如下 猜测： 

Brennan 猜测 设 D  $  C 为一 单连通 区域， / 为从 0 到 △ 的共 形映射 ，则 
f  e  LP(n，d;rdy) 对  pe  (^0 成立. 

关于 Brennan 猜测， 我 们有以 下两个 注解： 


.  256  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


(1)  对于  Koebe  函数  /  :  C\  {  oo^  | ■  —  △可知  /’  貧  L4. 因此 ，若  Brennan 

猜测 正确， 则上界 4 是精 确的. 

(2)  Brennan 猜 测具有 很多有 意义的 推论， 许多 数学家 ，如 Carleson 和 Makarov 
等对此 进行了 研究. 最近， Bishop(Ark.  Math,  2001) 还指 出它与 Sullivan 关 于平面 
单 连通区 域的凸 包定理 中的拟 共形映 射最大 伸缩商 if 具 有密切 关系. 
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傅里叶 (Fourier) 变换 的限制 性问题 

Restriction  Problem  of  The  Fourier  Transform 


1970 年， C.  Fefferman 通过 Fourier 变 换在单 位球面 5n_1 上的 某些限 制性结 
果得到 了关于 Bochner-Riesz 问题的 一个一 般性的 结果. 此 后关于 Fourier 变换的 
限制性 质的研 究逐渐 引起了 人们的 兴趣. 设 S 为^ 中光 滑流形 ，如 为其 诱导的 
Lebesgue 测度, 1  <  p 彡 2 .称 Lp(Rn) 限制对 成立, 若 存在与 p 有关 的正数 q  >  1, 
使得 对所有 有紧支 集的光 滑函数 /， 有估计 


\  1/9 

\m\qda(0) 


^  Cp,q,S0\\f\\LP(Rn): 


其中 / 表示 / 的 Fourier 变换 ，即 / ⑹三 e~2n{x<f(x)dx,  &是 S 的任 意一个 

JRn 

开 子集， 并且其 闭包为 S 的紧 子集. 由于有 紧支集 的光滑 函数在 ^(K") 中 稠密, 
如果以 上估计 成立， 则由连 续性, 对任意 /  G  L^(Kn), 可 以定义 / 在 S 上的 限制为 
一个  Li(S,  da) 函数. 

下 面我们 用记号 nS(p,  q) 表 示估计 Wf\\Li((S,da))  <  CPtq-s\\f\\LP(Rn)- 人们发 
现 ，若 S 包含于 的 某个超 平面， 上述估 计只对 P  =  1 成立. 令 人吃惊 的是若 S 
有非 0 曲率， 则 能得到 一些非 平凡的 限制性 结果. 其中最 引人关 注的是  <5  =  5™-1 
的 情形. 对此， 人们 有如下 猜测：  / 

当 S  =  W-1 时, TZs(p,  q) 成立当 且仅当 〆 >  ^ 且〆》 匕- /))’， 其 


中对于 1  <  r  <  00, 〆 表示 r 的共 辄指标 ，即 〆 满足 1/r  +  1/r'  =  1. 

当 5  = 沪 -1 时， 若设 Us{p,  q) 成立, 并取 /  =  Xii, 其中 五为以 （1， 0, … ， 0) 为 
中心、 边长 分别为 52,  5,  •  •  •  ,  5 的 矩形且 乂 R%  R 的特征 函数, 则可 验证: p,  g 必须满 

足  p，>  - 且  <7'  >  ( 咖― .  1970 年, C.  Fefferman  证明了  n  =  2 时这 个猜测 

n—1  \  n+l  ) 


成立; 并且进 一步证 明了若 p  >  1 且 7^5 (p,  2) 成立, 则当 a  >  max  < 


时， Bochner-Riesz  平均  Ta  在  LP(Kn) 上 有界. 1984 年， E.  M.  Stein  进一步 证明了 


当 P， > 


2(n+l) 


Kq'> 


V(n-l)、 

、 n  + 1  . 


时， ns{p,  q) 成立 • 


由此及  C.  Fefferman 
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^  —  1  9r? 

的 结果可 导出： 当 a  >  - ^且 max{p,〆}  <  - - —— — - 时， Bochner-Riesz 平 

2n  +  2  2n  —  1  —  2a 

均 Ta 在 LP(Rn) 上 有界. 1991 年， J.  Bourgain 证 明了当 n 彡 3 且 〆， 〆 彡 (p(n)Y 

时， ns(p,  q) 成立， 其中: p(n) 可归 纳得出 且满足 <  p(n)  <  1996 年, 

n  +  o  n  +  1 

A.  Moyua,  A.  Vargas  和  L.  Vega  证 明了当  n  >  3 时， 若  q’  >  从几  +  3n  +  3) 且 

+  3n  +  1 

p'  >  2(n;  +  3n+13), 则  ns(p,  q) 成立.  2003 年， T.  Tao 证 明了当  n  >  3 时 ，若 
nz  n  —  1 

P'>  2^n±2i 且 g'  >  (V 卜 -uy， 则 ns{p^  q) 成立. 这个工 作是目 前已知 的最好 
n  \  n-\- 1  J 

结果. 

另一 方面， 当 n  >  3 且 S 为锥 体时， 由于 Fourier 限制 性定理 与波动 方程紧 
密 联系， 这 一问题 也引起 了人们 极大的 兴趣. 人们 猜测当 n  >  3 且 *5 为锥 体时, 

ns(p,  q) 成立当 且仅当 y  >  且 〆 >  — 2))’. 

n  —  2  \  n  J 

R.  S.  Strichartz 最早 开始这 方面的 研究， 并证 明了当 p'  >  6 且 〆 > 

时 Rs{p,  q) 成立 . T.  B.  Barcelo 证 明了当 n  =  3 时， 该猜 测成立 . T.  Wolff 证明 

了当 n  =  4 时， 该猜测 成立， 并进 一步证 明了当 n  >  5 时 ，若〆  >  且 

n 

q'  >  ，则  ^sip,  q) 成立 _ 

最后 指出， E.  M.  Stein 和 P.  Tomas 在证 明限制 性定理 时主要 使用了  L2{S,  da) 
的正交 性原理 . J.  Bourgain,  A.  Moyua,  A.  Vargas,  L.  Vega  和  T.  Tao 则通过 充分利 
用 da 的 Fourier 变换的 衰减性 在某些 LP{S,  da){p^2) 空间上 发展了 正交性 原理. 
另一 方面, J.  Bourgain 说明了 人们如 何能从 Kakeya 问 题取得 的任何 非平凡 的进展 
导致 限制性 问题取 得某些 部分的 进展. 但是， 从目 前已知 的方法 来看， 即使 Kakeya 
问 题彻底 解决也 不能完 整解决 限制性 问题. 
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朱莉娅 (Julia) 集的分 形维数 

Fractal  Dimensions  of  Julia  Sets 


复动力 系统主 要研究 复解析 映照迭 代生成 的动力 系统的 分析、 几何与 拓扑性 
质等， 从而对 一些自 然现象 作出更 深刻的 解释. 复 动力系 统的研 究始于 1920 年前 
后, 著名 数学家 P.  Fatou 与 G.  Julia 受 Newton 迭代 法以及 Klein 群理论 的启发 ，把 
当时 的最新 数学研 究成果 —— 正 规族理 论运用 到动力 系统， 证明了 一系列 奠基性 
的 结果， 形成了 经典的 Fatou-Julia 理论 .  20 世纪 80 年代 以来， 随着 现代数 学理论 
的不 断完善 和计算 机科学 的快速 发展， 复 动力系 统又一 次出现 了蓬勃 发展的 势头. 

设 /  :  G  P 土是有 理映照 ，则 /(4 可以 表示为 两个没 有公共 因子的 多项式 
之比， 以 下恒设 有理映 照的次 数大于 1. 任取 自然数 p, 用 F 表示 /(4 的 p 次迭 
代 ，称 卻 是 /(4 的周期 点是指 P(zo)  =  ^o, 满足 此式的 最小的 正整数 P 称之为 ％ 
的 周期， 且称 导数值 A  =  (fpy(zo) 为 z0 的特 征值. 若 0  <  |A|  <  1, 称卻是 /㈤ 的 
吸性周 期点； 若 |A|  =  1, 称 ％ 是 /(_2) 的 中性周 期点； 若 |A|  >  1, 称 是 /(_2) 的 
斥性周 期点. /(z) 的 Julia 集 J(/) 定义为 f{z) 的斥 性周期 点集的 闭包， 它是 /㈤ 
迭代的 不稳定 集合. Julia 集一 般具有 非常复 杂的分 形结构 ，若 J(/)  #  则 J(/) 
是无处 稠密的 集合. 对于超 越整函 数映照 /  :  C  —  C,  /(2) 的 Julia 集 J(/) 可类似 
于有 理映照 定义为 /(4 的斥 性周期 点集的 闭包, 研究 Julia 集的 HausdorfT 测度和 
HausdorfT 维 数是复 动力系 统的重 要研究 课题. 

设 X 是 n 维欧 氏空间 i?" 的子集 ，[/ j 是 iT 的非空 的有限 或可数 子集， X  C 
UUj(j  €  I),  diamJ/j  =  sup{|x  —  y\,x,  y  e  Uj} 满足 0  <  diam[/j  <  <5, 则称 {%} 是  X 
的一个  <5 子 覆盖. 令 s  >  0, 对 任意的 (5>0, 定义 

F|(X)  =inf  |  L(diam%)s|{%} 是  X  的 5 覆盖] >， 

^  jei  」 

则 称极限 HS{X)  =  lim  H!(X) 为集合 X 的 s 维 HausdorfT 测度， 且称 HD(X) = 
inf{s|7Js(X)  =  0}  =  sup{s|iJs(X)  =  oo} 为  X  的  Hausdorff  维数. 对 于复动 力系统 
Julia 集 的分形 维数, 有 下面两 个重要 问题, 它们是 复动力 系统、 分形 几何和 其他非 
线性 科学领 域共同 关注的 问题： 

(1) 若有 理函数 /(4 的 Julia 集 J(/) 连通 且不为 圆周， 是否有 >  1? 
何时  HD{J{f))  =  2? 
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(2) 超越 整函数 /(z) 的 Julia 集 J(f) 是否有 HD(J{f))  >  1? 何时 m 

2? 

关于 上述第 一 '个 问题， 目前 已有许 多研究 工作， 其中 C.  McMullen,  M.  Shish- 
ikura,  M.  Lyubich,  M.  Urbanski,  F.  Przytycki  等均做 出令人 关注的 结果. 1990 年 
A.  Zdimik  W 解决了 多项式 映照的 情形. 

关 于上述 第二个 问题, C.  McMullen[5]， G.  M.  Stallard[6,7] 等有 一 ■系 列研究 工作， 
对一些 超越整 函数映 照类他 们研究 了这一 问题. 但是 对于最 一般的 情形， 上 述两个 
问题 目前仍 未获得 解决. 
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挂谷 (Kakeya) 问题 

Kakeya  Problem 


1917 年， S.  Kakeya 提出 了著名 的投针 问题： 在 平面上 连续地 把一根 针旋转 
2jx 角度 所获得 的最小 面积是 多少？ 事 实上， 投针 问题等 价于求 Kakeya 集 （也 称为 
Besicovitch 集） 的最小 Lebesgue 测度. 这里 称集合 E 为 n 维欧 氏空间 的 Kakeya 
集是指 i? 为 R" 中的紧 子集且 包含了  R" 的 每个方 向的一 条单位 线段， 即对 任意的 
C  G  5™-1  (S'™-1 表示 中的 单位球 面)， 存在 a  e  使得 {a  + 圮： t  e  [0,  1]}  C  E. 
1928 年, A.  S.  Besicovitch 构造了  Lebesgue 测度 可以任 意小的 Kakeya 集. 此后 ，人 
们转 而研究 Kakeya 集的 Hausdorff 维数. 这 里集合 的 Hausdorff 维数 定义为 

dimH  -B  =  inf  / d  : 对任意 0  <  <5  <  1,  C  UiB(xi,  r*),  n  彡占且  ^  rf  <  ool  , 


其中对 任意的 a;  e  IR™ 和 r  >  0,  B(x,  r) 表示以 a; 为心， r 为 半径的 开球. 一 个看似 
合 理的猜 测是： IR" 中的 Kakeya 集 £； 的 Hausdorff 维数为 n. 

这 个猜测 在调和 分析的 振荡积 分理论 中起着 重要的 作用， 也与 Dirichlet 级数 
的 分布有 密切的 关系. 历 史上， 人 们取得 了如下 一系列 重要的 结果， 但除了  n  =  2, 
该猜 测还没 有彻底 解决. 1971 年, R.  O.  Davies 对 n  =  2 证 实了该 猜测. 1995 年， T_ 

Wolff  证明了  dirnn  E  ^  — - — .  1999 年， J.  Bourgain  证明了  dim^  E  >  —— — —— . 

A  AO 

1999 年， N.  H.  Katz  和  T.  Tao 证明了  2002 年， 他们还 证明了 

(2- — 4)  +  3, 从而改 进了当 n>5 时 已有的 结果. 

另一 方面, 关于 Kakeya 集的 Minkowski 维 数的研 究同样 也引起 人们的 极大兴 
趣， 并 且关于 Minkowski 维数 取得的 进展与 Hausdorff 维数取 得的进 展几乎 同步. 
在 此不再 赘述. 

关于 Kakeya 集的研 究强烈 地依赖 于如下 定义的 Kakeya 极大 函数. 给定 N  > 
1， 记 7Zjv 为 中 n  -  1 条 边长为 h,  h>  0, 且另 一 边长为 的矩形 组成的 集合. 
对 局部可 积函数 f  RxeRn, 定义其 Kakeya 极 大函数 1CNfix) 为 

ICNf(x)  =  sup  T^y  [  \f(y)\dy, 
xeRenN  l-^l  Jr 
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其中 |i?| 表示 i? 的 Lebesgue 测度. 显然， /C# 是从 到 有 界的, 
且有界 常数为 1. 另一 方面， 由于每 一个矩 形包含 在一个 半径为 cnNh 的球内 ，故 
/Cat/  <  CnNn~1Mf, 其中  Mf  为  /  的  Hardy-Littlewood  极大 函数. 因为  M  是 
从 L，"） 到 Ll'°°(Rn) 有 界的， 因此 /Cat 也是从 L1^)  3]  L^°°(Rn) 有 界的, 
且有界 常数为 CnNn-\ 应用插 值方法 可知， 对 1 〈: p  <  do, 有 \\ICNf\\LP{Rn)  < 

CnN^/P\\f\\LP{m, 其中  ||/||LP(K.)  =(  f  \f(x)\Pdx)  /P. 

VRn  / 

注 意到， Kakeya 极 大函数 /Cjv 的 Lp(Kn) 有界 常数为 W 的 函数. 确定 该常数 
关于 iV 的增 长阶直 接相关 于确定 Kakeya 集的 Hausdorff 维数和 Minkowski 维数; 
还与 Bochner-Riesz 问题、 Fourier 变换的 限制性 质以及 波动方 程的解 的局部 光滑性 
质紧密 相关. 一个公 开的问 题是： 当; p  =  n 时， 是 否存在 正常数 ％  =  c^, 使得 /CN 
的 LP(R") 有界常 数关于 iV 的增 长阶为 （logiV)%. 由 插值方 法可知 该问题 分别与 
以下两 个问题 等价： 

(i)  当  n  时， H/CAr/Hip^n)  <  Cn(log A/')ap||/||LP(Rn)； 

(ii)  当  1  <p<  n  时, ||/Cjv/IU，)  <  CniV"/P-1(log7V)^||/||LP(K.). 

历史上 有很多 数学家 在这个 问题上 做出过 贡献. 1977 年, A.  Cordoba 完 整解决 
T 该 问题当  n  =  2 时的 情形. 1986 年， M.  Christ,  J.  Duoandikoetxea  和  J.  L.  Rubio 

、  yy  _ 1  _  、 

de  Francia 对任 意维数 n 及 1  <  p 彡 一 - 一 证明了 (ii).  1991 年， J.  Bourgain 对任意 
维数 n 及 1  <  p  <  T^+en 证明了 （ii), 其中 e„ 可归纳 得到. 1995 年， T.  Wolff 

将 p 的范围 推广为 1  <  p  <  n~2^  ■  1999 年， J.  Bourgain 证 明了存 在常数 c  >  ^, 
使 得对充 分大的 n 及 p  <  cn,  (ii) 成立.  2002 年， N.  H.  Katz 和 T.  Tao 证 明了当 
1<P< :  4('- 丄) +  1 时 （ii) 成立, 从而 改进了  n^9 时 的已有 结果. 

目前已 知有两 种方法 来研究 Kakeya 问题. 第一种 为几何 方法， 这个方 法强烈 
地依 赖于组 合理论 和关联 几何. 最为典 型的是 A.  Cordoba 利用 此方法 解决了  n  =  2 
时的 Kakeya 问题. 但 是这个 方法对 高维情 形不再 有效. 另 一种方 法是算 术方法 ，它 
由  M.  Christ,  J.  L.  Rubio  de  Francia  和  J.  Duoandikoetxea  发展 起来， 且与  X  射线 
估 计问题 有密切 联系. 这 个方法 对高维 情形的 Kakeya 问题很 有效， 但很难 被扩展 
到其 他问题 的研究 中去. 此外， W.  Beckner,  A.  Carbery,  S.  Semmes 和 F.  Soria 证 
明 了限制 性猜测 的解决 能导致 Kakeya 问题的 解决. 目 前看起 来现有 的方法 仍然不 
足 以解决 Kakeya 问题. 


•  264  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


参 考文献 

[1]  Besicovitch  A  S.  On  Kakeya’s  problem  and  a  similar  one.  Math  Z,  1928,  27:  312-320 

[2]  Davies  R  O.  Some  remarks  on  the  Kakeya  problem.  Proc  Cambridge  Philos  Soc,  1971, 
69:  417-421 

[3]  Cordoba  A.  The  Kakeya  maximal  function  and  the  spherical  summation  multipliers. 
Amer  J  Math,  1977,  99:  1-22 

[4]  Christ  M,  Duoandikoetxea  J,  Rubio  de  Francia  J  L.  Maximal  operators  related  to  the 
Radon  transform  and  the  Calderon- Zygmund  method  of  rotations.  Duke  Math  J,  1986, 
53:  189-209 

[5]  Beckner  W,  Carbery  A,  Semmes  S,  Soria  F.  A  note  on  restriction  of  the  Fourier  transform 
to  spheres.  Bull  London  Math  Soc,  1989,  21:  394-398 

[6]  Bourgain  J.  Besicovitch  type  maximal  operators  and  applications  to  Fourier  analysis. 
Geom  Funct  Anal,  1991,  1:  147-187 

[7]  Wolff  T.  An  improved  bound  for  Kakeya  type  maximal  functions.  Rev  Mat  Iberoameri- 
cana,  1995,  11:  651-674 

[8]  Bourgain  J.  On  the  dimension  of  Kakeya  sets  and  related  maximal  inequalities.  Geom 
Funct  Anal,  1999,  9:  256-282 

[9]  Katz  N  H,  Tao  T.  Bounds  on  arithmetic  projections,  and  applications  to  the  Kakeya 
conjecture.  Math  Res  Lett,  1999,  6:  625-630 

[10]  Katz  N  H,  Tao  T.  New  bounds  for  Kakeya  problems.  J  Anal  Math,  2002,  87:  231-263 


撰 稿人： 杨大春 

北京师 范大学 


Koebe 问题 


.  265  - 


Koebe 问题 

Koebe  Problem 


如果 复球面 （扩 充复 平面） 上区 域的每 一个边 界分支 或者是 圆周， 或者 是一个 
点， 我们 称之为 圆域. 注意平 面区域 可以有 不可数 个边界 分支. 

Koebe 在 1908 年提出 了以下 猜测： 

Koebe 猜测 平面上 的任一 区域共 形等价 于一个 圆域. 

当区域 是单连 通时, 这就是 经典的 Riemann 映照 定理. 当 区域只 有有限 多个边 
界分 支时， P.  Koebe!1，2] 证明 了以上 猜测， 并且 证明相 关的圆 域在相 差糸个 Mobius 
变换 的意义 下是唯 一的. 当 区域的 边界满 足某些 极限性 质时， K.  L.  StrebelPl 等证 
明了 一 ■些 特殊 情况. 对于 区域有 可数个 边界分 支时， Z.  X.  He 和 0.  Schramm[4] 证 
明 了这个 猜测， 并且 证明相 关的圆 域在相 差一个 Mobius 变换 下是唯 一的. 他们的 
方 法是结 合不动 点的指 标和数 学归纳 法等. 

当区域 的边界 有不可 数个分 支时, Koebe 猜测还 没有得 到完全 解决， 而 且可以 
构造 实例说 明相应 的圆域 不是唯 一的. 比如, 考 虑复平 面上有 正面积 的一个 Cantor 
集合的 补集， 则利用 拟共形 映射理 论可以 证明此 区域所 对应的 圆域不 唯一. 
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庞加莱 (Poincare) 圆盘 上调和 映射的 
舍恩 (Schoen) 猜想 

The  Schoen’s  Conjecture  on  Harmonic  Maps  of  The  Poincare  Disc 

众所 周知， 紧曲面 上关于 Poincare 度 量的调 和映射 
与紧 Riemann 曲面的 Teichmuller 空间理 论之间 有着深 
刻的 联系， 如 亏格为 g  >  1 的紧 Riemann 曲面之 间的任 
何一个 同胚的 同伦类 中均存 在唯一 的一个 调和的 拟共形 
映 射*; 通 过调和 映射的 Hopf 微分可 以构造 Riemann 曲面 
& 的 Teichmuller 空间 Tpo) 与& 上的全 纯二次 微分空 
间 Q(S0) 之 间的一 个微分 同胚. 因此 ，紧 Riemann 曲面 
的 Teichmuller 空间的 一些性 质可以 不用拟 共形映 射而用 
调和 映射来 建立. 

为 了将紧 Riemann 曲面 的这些 结果推 广到一 般的开 
Riemann  曲面， SchoerJ1],  Wan[2,3]， Li  和  Tam[4,5], 以及 
Tam 和 Wan[6] 等 考察了  Poincare 圆盘 △ 上 的调和 映射. Wan[2] 证明了 对 △ 上的 
任一 全纯二 次微分 都存 在关于 Poincare 度 量的调 和映射 /^  :  A  ^  A 以 p 为其 
Hopf 微分， 并证 明了调 和映射 /  :  △  —  △ 是拟 共形的 充分必 要条件 是它的 Hopf 
微分外 具有 有限的 Bers 范数 ，即 

\WA\b  =  sup  k/0)p_20)l  <  +°°， 

2：GA 

其中 P(2：)  =  - ~~ 是 △ 上的 Poincare 密度. 由此 构造出 Bers 空间 B(A)， 即 △ 

上的具 有有限 Bers 范 数的全 纯二次 微分的 全体， 到万有 Teichmuller 空间 的 
一个 映射： 

5(A)  ^T(A), 

^  ^  f^p\dA^ 

其中 A 是以 W 为 Hopf 微分的 Poincare 圆盘 △ 到 自身并 保持士 1 和 f 不 动的拟 
共 形调和 映射. 这 里万有 Teidmmller 空间 T(A) 可以定 义为单 位圆周 的所有 
规范的 拟对称 自同胚 组成的 空间. 所谓单 位圆周 的拟对 称自同 胚就是 指可以 
拟共形 扩张到 △内 的自 同胚， 所谓规 范的就 是指它 保持士 1 和 i 不动. 
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文献 [2] 证明了 映射妒 关于 B(A) 上的 Bers 范数和 T(A) 上的 Teichmuller 度 
量是连 续的， 文献 [6] 进 一步证 明了岭 是解 析的， 而且 B(A) 在岭 下 的像是 T(A) 
中的 开集. 

一个 基本的 问题是 岭 是否是 双射？  Schoen 猜想 W: 岭 是 双射. 

关于 V1 是否为 满射， 有时 更多地 以拟共 形调和 映射的 Dirichlet 问题而 为人所 
知， 即是否 每个单 位圆周 到自身 的拟对 称同胚 都能拟 共性调 和扩张 到单位 圆内？ 许 
多人对 此进行 了研究 ，如  Akutagawa[7] ,  Li[8],  Markovic[9] 等. 

参 考文献 

[1]  Schoen  R.  A  role  of  harmonic  mappings  in  rigidity  and  deformation  problems/ /collection: 
Complex  Geometry  (Osaka,  1990).  Lecture  Notes  in  Pure  and  Applied  Mathematics. 
New  York:  Dekker,  1993,  143:  212-228 

[2]  Wan  Y  H.  Constant  mean  curvature  surfaces,  harmonic  maps  and  universal  Teichmuller 
space.  Stanford  Thesis,  1991 

[3]  Wan  Y  H.  Constant  mean  curvature  surfaces,  harmonic  maps  and  universal  Teichmuller 
space.  J  Diff  Geom,  1992,  35:  643-657 

[4]  Li  P,  Tam  L  F.  Uniqueness  and  regularity  of  proper  harmonic  maps  I.  Ann  Math,  1992, 
136:  169-203 

[5]  Li  P,  Tam  L  F.  Uniqueness  and  regularity  of  proper  harmonic  maps  II.  Indiana  U  Math 
J,  1993,  42:  593-635 

[6]  Tam  L  F,  Wan  Y  H.  Quasiconformal  harmonic  diffeomorphism  and  the  universal  Teich¬ 
muller  space.  J  Diff  Geom,  1995,  42:  368-410 

[7]  Akutagawa  K.  Harmonic  diffeomorphisms  of  the  hyperbolic  plane.  Trans  Amer  Math 
Soc,  1994,  342:  325-342 

[8]  Li  Z.  On  the  boundary  value  problem  for  harmonic  maps  of  the  Poincare  disc.  Chinese 
Science  Bull,  1997,  42:  2025-2045 

[9]  Markovic  V.  Harmonic  diffeomorphisms  of  noncompact  surfaces  and  Teichmuller  spaces. 
J  London  Math  Soc,  2002,  65:  103-124 


撰稿人 ： 1 漆毅 2 李忠 
1 北京 航空航 天大学 
2 北 京大学 


.  268  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


Sierpinski 地毯上 狄氏型 的构造 

Construction  of  The  Dirichlet  Form  on  Sierpinski  Carpet 

“ 分形”  (fractal)  一 ■词 是由 Benoit  Mandelbrot 于 1975 年提 出的， 来源于 拉丁文 
“fractus”， 意味 “破 碎”或 “破 损”， 但 分形的 数学思 想可以 追溯到 17 世纪 Leibniz 
提出的 “回归 自 相似” 概念. Sierpiiiski 篮和 Sierpinski 地毯 是两 个典型 分形， 由波 
兰 数学家 Waclaw  Sierpinski 分别于 1915 年和 1916 年构造 出来, 但性 质截然 不同, 
前 者属于 “ 有限分 枝”， 即不 同的小 块相交 为有限 集合, 而后 者属于 “无限 分枝” ，即 
不 同的小 块相交 为无限 集合. 

20 世纪 80 年代， 物理学 家和数 学家开 始研究 分形区 域上的 Brown 运动. 

M.  Barlow  和  E.  Perkins W  在  1988 年利用 
随 机过程 理论， 构 造性地 证明了  Sierpinski 
篮上 Brown 运 动的存 在性， 并得到 转移密 
度 （或 热核） 的 上下界 估计. 随后, Barlow 和 
Bass 合作 [2】， 构造了 平面上 Sierpinski 地毯 
上的 Brown 运动， 也得 到热核 优美的 Gauss 
估计； 七年 以后％ 他 们将此 结果推 广到高 
维空 间中的 Sierpinski 海绵 （sponge). 以 
上 工作， 都 借助于 复杂的 随机过 程理论 ，见 
Barlow 的综 述文章 W  —个自 然的问 题：是 
Sierpinski  Mk  否可 以用简 单的分 析方法 得到类 似结果 ，并 

推 广到其 他分形 区域？ 

M.  Fukushima 和 T.  Shima[5] 首先 进行这 方面的 研究， 构造了  Sierpinski 篮上 
的 局部狄 氏型， 该 局部狄 氏型正 好对应 Barlow 和 Perkins™ 中的 Brown 运动 ，进 
而他 们研究 Laplace 算 子的谱 维数. 随后， J.  Kigamil6'7! 对更 一 般的 一 类分形 区域， 
即 后临界 有限自 相似集 （post-critically  finite  (简 称为 p.c.f.)  self-similar  set), 用分析 
的 方法， 系统 地研究 了局部 狄氏型 存在性 . R.  Strichartzl8! 等人着 重研究 Sierpinski 
篮上 函数的 “梯 度”. 以上 p.c.f. 分形 属于有 限分枝 分形. 但对 Sierpinski 地 毯等无 
限分枝 分形， 上述分 析方法 却无能 为力. 

自然 而然， 有下面 一些非 常有趣 的公开 问题： 

(1) 如何 用纯分 析的方 法构造 Sierpinski 地 毯等分 形上的 局部狄 氏型？ 
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(2)  如 何刻画 局部狄 氏型的 定义域 (Sobolev 空间 )， 特 别地， 如何 求出对 应的游 
动维数 （或 函数 的最大 光滑指 数)？ 

(3)  如何得 到对应 热核的 Gauss 估计？ 
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Sierpinski 双 曲分支 的有界 性问题 

The  Boundedness  of  Hyperbolic  Components  of 
Sierpinski  Rational  maps 

平面 上的一 个紧集 称为是 Sierpinski 曲线， 如 果它是 连通且 局部连 通的、 无处 
稠 密的， 并且 它的余 集分支 是互不 相交的 Jordan 区域. 任 何两个 Sierpinski 曲线都 
是同 胚的， 因此 它是一 个万有 的拓扑 对象. 把一个 正方形 分为相 等的九 个小正 方形, 
挖掉中 心的正 方形的 内部， 对于剩 下的八 个正方 形重复 这样的 过程， 继 续下去 ，最 
后得到 的就是 Sierpinski 曲线. 

在很长 一段时 间里， 复动力 系统领 域的专 家相信 存在以 Sierpinski 曲线为 Julia 
集 的有理 函数， 1992 年, Minor 和 Tan  Lei™ 证明有 理函数 f(z)  =  ap  + 之-1)  +  6 的 
Julia  集是  Sierpinski  曲线， 其中  a  =  -0.138115091 ...  ,b=  —0.303108805 ... . 这里 
的 /(^) 是 双曲的 ，即 / 在其 Julia 集上的 作用是 扩张的 .称 Julia 集是 Sierpinski 
曲 线的双 曲有理 函数为 Sierpinski 有理 函数. 

Sullivan,  Thurston!2, 31  fP  McMullen I41  等 建立了  Klein  群与复 动力系 统研究 
的对应 关系. 我们知 道一个 Klein 流形 M 是 acylindral 当 且仅当 它的极 限集是 
Sierpinski 曲线， 并 且如果 是 acylindral, 那么 AH(ni(M)) 是紧的 . 对应 在复动 
力系 统中有 下面的 问题. 

记 Ratd 为度 d  >  1 的 有理函 数组成 的空间 .在 Ratd 中定义 一个等 价关系 
〜： V/,  ^  €  Ratd, 


f 〜 g 公 存在 Mobius 映射 7 使得 7  °  /  °  7  1  —  9 - 

令 M(d)  =  Ratd/ 〜. 对于 双曲有 理函数 /， 定义 它的双 曲分支 

H{f)  =  {[<?]  S  I  5 和 / 在 Julia 集上拟 共形共 轭}. 

McMullen 在 文献⑷ 中 提出了 下面的 问题： 

问题 如果 /  G  Ratd 是 Sierpinski 有理 函数， 那么 H{f)  C  Md 是紧 集吗？ 
McMullen 在 文献⑷ 中提到 tree 可 能是解 决这个 问题的 一个的 途径. 目前还 
不知 道一个 Sierpinski 有理 函数的 例子， 使得它 的双曲 分支的 闭包是 紧的. 
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斯梅尔 (Smale) 均 值猜想 

Smale’s  Mean  Value  Conjecture 


斯梅尔 

Smale 均 值猜想 


Fields 奖得主 Steve  Smale 于 1981 年在 《美 国数 
学会 通报》 上 发表了 一篇关 于复杂 性理论 的文章 ：“代 
数 和复杂 性理论 的基本 定理” W. 在文中 提出了 一个关 
于 临界点 与临界 值均值 估计的 猜想. 

具 体地， 任 意给定 一个阶 d 的复 多项式 P(z), 其 
临 界点％ 定义为 集合： 

^  =  {0j  : =  0}  • 

这样的 临界点 至多有 d  -  1 个. 临界值 定义为 
P(9j),j  =  1,2, ■■-  ,d-l. 


min 


m)  - 
—  z 


<K\P\z)\, 


z  ^  0j, 


K=l, 或 尺=  4 


在 国际数 学联盟 （IMU) 于 2000 年出版 的展望 21 世 纪数学 发展的 著作： 《数 
学： 前沿与 展望: M21 中， Smale 发表了 他的著 名综述 文章： “ 新世纪 的数学 问题” ，其 
中 再 次提出 关注 和研究 此均值 问题. 

此 问题与 Newton 方法、 计算 复杂性 问题、 数值 分析、 实代数 几何、 积分 几何、 
经 济均衡 理论均 有密切 联系， 因而引 起人们 的广泛 兴趣. 此问题 描述简 单易懂 ，但 
其 实十分 困难. 先后有 许多学 者不断 研究, 并取得 一系列 成果. Smale 本人得 到的上 
界 估计为 4, 近 年来所 有一般 性的结 果均只 能证明 均值上 界小于 4, 但 以不同 的速度 
都渐 近趋于 4. 因此离 此猜想 的完全 解决, 还有 很大的 距离. 
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双 曲猜想 

Hyperbolic  Conjecture 


记 Ratd 为度 d  >  1 的 Riemann 球 £ 上的有 理函数 组成的 空间. 有 理函数 
/  e  Ratd 的 Fatou 集 F{f) 是指 / 的迭 代序列 {/， /2,  •••,/",•••  } 的 正规点 集合, 
其余集 J(/)  =  C  -  F(f) 称为 Julia 集. 有 理函数 / 称为是 J 稳 定的， 如果 其扰动 
与 / 在 Julia 集 上拓扑 共轭. 

1983 年, MafiS,  Sad 和 SullivanW 证明 J 稳 定的有 理函数 全体在 Ratd 中形成 
一个稠 密的开 子集， 并且 此时在 Julia 集上的 拓扑共 轭一定 是拟共 形的. 复 动力系 
统的中 心问题 是刻画 J 稳定 的有理 函数. 

有 理函数 / 称为双 曲的， 如果 J(/) 上 存在度 量使得 / 是扩 张的. 一个 等价的 
定义是 J(/) 与 临界点 的正向 轨道的 闭包不 相交. 我们 知道双 曲有理 函数是 J 稳定 
的. Fatoul2! 提 出如下 猜想： 

猜想 1( 双曲 猜想） 双 曲有理 函数在 Ratd 中是稠 密的. 

双 曲猜想 是复动 力系统 的中心 猜想， 其 关键是 Julia 集的 刚性， 也 就是说 Julia 
集上是 否存在 拟共形 形变. McMullen 和 Sullivan^3] 提 出猜想 2. 

猜想 2( 无不 变线域 猜想） 除了  Lattes 映射 以外， 有理 函数的 Julia 集 上 没有 
不变 线域. 

Julia 集上的 一 个不 变线域 是指其 上不变 的模为 1 的 Beltrami 微分. 由猜想 2 
可以推 出猜想 1. 

复 动力系 统最简 单的研 究对象 是二次 多项式 fc(z)  =  P  +  C. 记 

M={ceC  |  J(/c) 是连通 的} 

= {c  e  C  |  {fc(0)}n^l  是有 界的 }. 

M 称为 Mandelbrot 集. Douady 和 Hubbard 证明 Mandelbrot 集是连 通的并 猜测： 

猜想 3(MLC)  Mandelbrot 集是 局部连 通的. 

他们 证明对 g 次多 项式, 猜想 3 可以推 出猜想 1 和猜想 2. 对于 非无穷 可重整 
化 的二次 多项式 /c,  YoccozW 证明 M 在 c 点是 局部连 通的. 对于无 穷可重 整化的 
实 二次多 项式, McMullen!5] 证明其 Julia 集上没 有不变 线域. 目前对 双曲猜 想的研 
究 主要集 中在无 穷可重 整化的 二次多 项式的 性质以 及抛物 重整化 的 方法. 
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和双 曲猜想 有关的 一 个 问题是 Julia 集的 面积. Fatou 曾经 猜想多 项式的 Julia 
集 具有零 面积， 显然 此猜想 可以推 出猜想 2. 最近 Buff 和 Cheritat 证明存 在二次 
多 项式其 Julia 集 具有正 面积， 从而 否定了  Fatou 的面 积猜想 [8L 

对实 多项式 的双曲 猜想， Kozlovski, 沈 维孝和 van  Strier^ 证 明是正 确的. 
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双 线性希 尔伯特 (Hilbert) 变换的 有界性 

Lp  Estimates  for  The  Bilinear  Hilbert  Transform 


20 世纪 60 年代， A.  P.  Calderon 研究 Lipschitz 曲 线上的 Cauchy 积 分算子 
的有界 性和相 关的交 换子理 论时， 引入 了如下 双线性 Hilbert 变换： 

厂  dt 

Ha(f,g)(x)  =  lim  /  f(x  -  t)g(x  +  at)  —  ,  a;,  a  e  K. 

t 

A.  P.  Calder6n 发现 一 阶 交换子 （分 布核为 —— ^\x)  e  的 i2 有 

{x  -  y)2 

界 性能够 由算子 的 有界性 得到. 于是， A.  P.  Calderon 猜 测：⑴ 算 子巩是 
关于 a 从 L2(R)  x  L2 ⑻到 L\R) 有 界的； （2) 当- 1  <  a  <  0 时， 算子 是从 
i2(K)  x  L°° ⑻到 L2(R)  一致有 界的. 注 意到当 a  e  {0,1} 时， H0(f,g)  =  Hf-g 及 
i?-i (/,<?)  =  H(f.g), 其 中丑是 Hilbert 变换. 因而 ，⑶ 的关 键是如 何证明 算子丑 《 
对于 -1  <  a  <  0 是 一致有 界的. 

Calderon 猜想 提出以 后很长 时间没 有任何 进展. 其复 杂性在 于算子 的双 
线 性象征 -ijtsgn(e  -  ari) 在相平 面沿线 $  =  m? 处 间断， 因而传 统的分 析工具 
如  Calder6n-Zygmund  和  Littlewood-Paley  理论 失效. 1996 年， M.  Lacey  和  C. 
Thiele!4-5! 发展 一套新 的相平 面分析 方法， 利 用时频 分解、 树 的组合 选择及 精细的 
正交 估计等 技巧证 明 了如下 结果： 

定理 (Lacey-Thiele) 若  ck  €  M\{0,  — 1},  1  <  Pi，P2  <  ⑺， _  =  —  +  — 且  P  >  tt, 

V  Pi  P2  3 

则 

II 丑 a(/，5)||p  <  ^a,pirp2  ll/llpi  ll^llpai 

其 中常数 Ca，Pl，P2 依赖于 a,p!,p2- 

Lacey-Thiele 定理 回答了  Calderon 的第 一 个猜鼠 同 时也证 明了当 - 1  <  0；  <  0 
时， 算子 是有 界的. 由 于这项 工作， 他们 获得了  1996 年度 Salem 奖. 之后 不久, 
L.  Grafakos 和 X.  Li[3] 证明了 算子丑 a  (关于 a) 的 一致有 界性， 证实了  Calder6n 的 
第 二个猜 想的正 确性， 从而也 得到了  Calderon  一阶交 换子的 i2 有 界性一 个新的 
证明. 

问题 1  能否将 Lacey-Thiele 定理中 的限制 性条件 p>2 - 去掉， 即研 究算子 

O 

在 的 P 有 界性， 这 仍是一 个公开 问题. 
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Muscalu  C,  Tao  T,  Thiele  C.  A  Carleson  type  theorem  for  a  Cantor  group  model  of  the 
scattering  transform.  Preprint 

Muscalu  C,  Tao  T,  Thiele  C.  Multi-linear  operators  given  by  singular  multipliers.  J 
Amer  Math  Soc,  2002,  15:  469-496 


问题 2  研究 双线性 Hilbert 变换 的一个 推广即 三线性 Hilbert 变换 Aa(/)5,  h) 
的 有 界性, 其中 

厂  dt 

Aa(f,g,h)(x)  =  \im.  /  f(x  —  t)g{x  +  t)hCx  —  at)  — ,  x,  a  G  R. 

有 关问题 2, 可 参见文 献问. 

目前， 这 一课题 仍然是 一个十 分活跃 的研究 领域.  2000 年， M.  Lacey 和 C. 
Thiele!6! 利 用他们 的定理 的证明 方法， 给出了  Carleson 极 大函数 

nN 

Cf(x)  =  sup  I  /  /(02略屯| 

N  J — oo 

弱 (2,2) 型的一 个简化 证明. 这个 估计是 著名的 Carleson 定 理关于 L2 函数的 
Fourier 级数 几乎处 处收敛 性证明 的核心 [2L 同时， 许多 人包括 C.  Muscalu,  J.  Pipher, 
T.  Tao 和 C.  Thiele 等 研究了 具有奇 性乘子 的双线 性或多 线性算 子的有 界性， 并成 
功 地解决 调和分 析和非 线性偏 微分方 程的一 些问题 [7,91. 


1  2  3  4  56  7  8  9 


撰 搞人： 颜立新 
中 山大学 
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亚纯函 数的亏 量问题 


The  Deficiency  Problem  of  Meromorphic  Functions 


设 是 复平面 C 中 的亚纯 函数， 则值分 布理论 主要关 注方程 /(z)  =  e 
C) 的根在 平面内 的分布 情况. 

记  log+  x  =  max(logx,0)(x  >0). 对  C  中亚 纯函数  f(z)， 记  n(r,/) 为  /(:) 在 
|2：|  <  r 上 的极点 个数. Nevanlinna 曾 引进了 

1  f2n  • 

m(r,  /)  =  —  ^  log+  \f(rew)\d9, 

N(rJ)=  rn^f)-n^f)dt  +  n(0J)logr 
Jo  t 

和 


T{r,  f)  =  m(r,  /)  +  N(r,  /). 

我 们知道 ，当 /(4 为非常 数整函 数时， /(4 在 N  <  r 的 最大模 M ㈦是 r~ 的严格 
递增 函数. 经过 简单的 分析， 我们可 以证明 T(rJ) 也是 r 的 严格递 增函数 .当 / 
是整函 数时， T{r，f) 与 log M(r,/) 具 有很多 类似的 性质. 因此 我们可 以定义 /(z) 
的下级 At 与级 A: 


ji  =  lim  inf 


log  T(r,/) 


A  =  lim 


log  T(r,/) 


I  5  , 

log  r  r— >-oo  log  r 

以 下定义 的亏值 是值分 布理论 中 最重要 的概念 之一： 


1 


m  I  r, 


6(a,  /)  =  lim  inf 


f  —  a, 

T(r,f) 


N  r, 


1 


lim  sup 


f  —  a, 

T(rJ) 


a  e  G, 当  a  =  oo 时， m  (r,  /). 当 6(a， /)  >  0 时， a  称为  /㈤ 的一个 

万值. Nevanlinna 证明了 


<2 对 一切超 越亚纯 函数均 成立. 

aGC 


Nevanlinna 曾 经猜测 当上述 等号成 立时， /(z) 必具 有特别 的性质 ，如 /(z) 的级必 
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是 其中 n 为一正 整数. 这个 猜测被 Drasin 所 证实. 现在 值分布 理论中 遗留的 
最重要 问题是 以下的 问题. 

问题 (亏量 问题） 设& 是下级 为 M<  +00) 的全 体亚纯 函数. 试确定 

=  sup  i  <5(a>  /)  \  - 

奶 1 3  J 

由于 n 是正整 数时， /㈤ = 〆* 是 级和下 级都为 n 的 整函数 ，且  <5(0)  =  5(oo)  =  1. 
对这种 情形， 亏量问 题是平 凡的. 换句 话说， 亏量问 题主要 是考虑 /X 是非整 数的情 
形. 

该问 题有以 下重要 进展： 当 M  <  1 时， A.  Edrei 于 1962 年 证明了 

[ 1?  0  ^  ^ 

W  =  <  x 

I  2  —  sin/ijr,  -  ^  1. 

而当 p  >  1 时， 亏 量问题 的研究 几乎没 有什么 进展. 

参 考文献 

[1]  杨乐. 值 分布论 及其新 研究. 北京： 科学出 版社， 1982 

[2]  Edrei  A,  Fuchs  W.  The  deficiencies  of  meromorphic  functions  of  order  less  than  one. 
Duke  Math  J,  1960,  27:  233-249 

[3]  Drasin  D,  Weitsman  A.  Meromorphic  functions  with  large  sums  of  deficiencies.  Advance 
in  Math,  1974,  15:  93-126 


撰 稿人： 伍胜健 
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亚 纯函数 与其导 函数有 公共的 
波雷尔 (Borel) 方 向吗？ 

Do  A  Meromorphic  Function  and  Its  Derivates 
Share  A  Common  Borel  Direction? 


一 些理论 和实际 问题的 研究往 往归结 为函数 的零点 分布. 这时人 们考虑 的对象 
往往是 整函数 （全 平面上 的解析 函数） 与亚纯 函数. 整函 数是多 项式的 推广， 而亚 
纯函数 是有理 函数的 推广. 一方 面它们 将许多 常见的 函数类 都包含 在内， 另 一方面 
它们保 持了许 多优良 的品质 .设 /(z) 为一 整函数 或亚纯 函数， a 为一 个任意 复数, 
研 究方程 /(4  =  a 是 否有根 以及根 的多少 与如何 分布， 形成 了一个 专门的 数学分 
支 一一 函数值 分布论 .自 19 世纪 以来, 这个领 域吸引 了许多 著名学 者的兴 趣并积 
累了 丰硕的 成果. 

1879 年， 法国 数学家 E.  Picard 借 助于模 函数证 明了定 理：若 /(z) 为 一整函 
数, 且不 蜕化为 常数, 则 对于任 意复数 a, 方程 /(4  =  a 都 有根, 至 多除去 a 的一个 
例 外值. 

Picard 定理是 数学历 史上一 个十分 重要的 结果， 它是 值分布 理论的 开端. 

代数 基本定 理告诉 我们， 复数域 多项式 的零点 个数由 其次数 确定. 那么， 如果 
考虑 整函数 或亚纯 函数, 有 没有一 个量可 以起到 象多项 式次数 那样的 作用来 度量零 
点个 数呢？  1896 年, Borel 正式引 入整函 数的级 的概念 ，把 Picard 定 理大大 推进了 
一步. 他证 明了定 理：若 /(Z) 为一整 函数， 其级 p 是有穷 正数， 则对于 任意复 数 a 
有 

-P — log  n(r,  f  =  a) 
lim  - 1 -  =  P, 

1 ^ >-oo  log  V 


至 多除去 a 的 一个例 外值. 这里 n(r,  f  =  a) 表 示圆盘 ㈤ <  r 上 /(z)  =  a 的 根的个 
数 （记重 数). 

若对 整函数 f(z), 上述 提到的 例外值 a 存在, 则把 a 叫做 /(2：) 的 Borel 例 外值. 
Borel 引入 的级可 以度量 整函数 取值的 情况！ 这 种级在 整函数 值分布 的研究 中起了 
巨大的 作用. Borel 定理 的证明 基于函 数的增 长性， 是纯分 析的, 对以 后值分 布论的 
发 展有很 大影响 .  20 世 纪初， 有很多 学者从 事值分 布论的 研究, 其 中应特 别提到 E. 
L.  Lindelof,  L.  0.  Blumenthal,  A.  Denjoy,  A.  Wiman,  G.  Varilon,  J.  E.  Littlewood 
等. 
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1919 年， G.  Julia 应用 P.  Montel 的正规 定则证 明了定 理：若 /㈤ 为超 越整函 
数， 则至少 存在一 条从原 点发出 的射线 J  :  arg2；  =  6>0  (0  <  00  <  2jt), 使得对 于任意 
正数 e 与所 有复数 a, 在角域 |  argz  -  e 内 /(4  =  a 都 有根, 至多可 能除去 a 
的 一个例 外值. 这样 的射线 称为的 Julia 方向. Julia 定 理开创 了在一 射线附 近函数 
取值 情况的 研究， 这 类研究 形成了 专门的 理论， 称为 辐角分 布论； 而 在整个 平面上 
函数 取值的 研究， 则称 为模分 布论. 

1925 年， 芬兰 数学家 R.  Nevanlinna 把亚 纯函数 作为主 要研究 对象， 建 立了两 
个基本 定理. 他的研 究使值 分布论 呈现了 崭新的 面貌， 开始 了值分 布的近 代理论 
(也常 常称为 Nevanlinna 理 论). 这是对 20 世纪 数学发 展的一 个重大 贡献. 对于一 
个亚 纯函数 f{z),  Nevanlinna 引 进了特 征函数 T(r，/).  T(r,  /) 刻划了  / ⑷ 的增长 
性， 例如 的级 /9 可 定义为 


P  = 


r^-oo  log  T 


当/ 是整函 数时， Nevanlinna 证 明了这 个级与 Borel 定义 的级相 吻合. 更 重要的 
是, Nevanlinna 建 立了两 个基本 定理, 成为函 数值分 布近代 理论的 基石. Nevanlinna 
借 此得到 了著名 的亏量 关系. 

应用 Nevanlinna 理论， G.  Valiron 于 1928 年将 Julia 方 向作了 重大 发展, 证明 
了  p 级 Borel 方向 的存在 性：若 /(z) 为 p  (0  <  p  <  oo) 级亚纯 函数， 则至少 存在一 
条从原 点出发 的射线 J  :  dirgz  =  6>0  (0  <  <  2jt), 使得 对于任 意正数 e 与 所有复 

数 a (包括 oo) 有 

-y ^ 吨， 6>o,£,/  =  a) 

t — 1^7 — =p' 

至多除 去关于 a 的两个 例外, 其中 n(r,  90,s,f  =  a) 表 示扇形 |_z|  <  r}n{z\  \argz- 
0o I  <  e} 上 /㈤ = a 的根的 个数. 

这 一 阶段 有很多 杰出的 学者从 事值分 布论的 研究. 除了  Nevanlinna 兄弟、 
Valiron,  Milloux 等 人外， 还有 Ahlfors,  Bloch,  Cartan 等. 在整 函数和 亚纯函 数的值 
分布 论中， 有 一个很 重要的 方向就 是将函 数取值 与其导 数的取 值联系 起来. Valiron 
曾经在 1928 年提出 了一个 重要而 困难的 问题： 

Valiron 问题 是否亚 纯函数 与其导 函数有 公共的 Borel 方向？ 

这个 问 题是值 分布论 中最受 人们关 注的问 题之 1 但是至 今还没 有完全 解决. 
在 A.  Rauch, 庄 圻泰等 获得了 一些附 加了条 件的结 论后， H.  Milloux 获得了 重大进 
展， 对 整函数 从正面 回答了  Valiron 的问 题：设 是 一个具 有正级 P 的整 函数, 
则 f'z) 的 p 级 Borel 方向是 / 的 p 级 Borel 方向. 

Milloux 本 人的证 明相当 复杂， 篇 幅长达 80 多页 .到 20 世纪 70 年代， 杨乐和 
张广 厚大大 简化了 原来的 证明. Milloux 的这一 工作问 世后， 人们的 目光自 然集中 
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参 考文献 
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撰 稿人： 张广远 

清 华大学 


到 了亚纯 函数， 但是 Valiron 问题 始终没 有完全 解决. 在 这一问 题的研 究上, 庄圻泰 
在假设 /(2：) 具 有两个 Borel 例外 值的条 件下， 证明了  / 及 其导数 有公共 Borel 方 
向. 杨乐、 张 广厚、 张庆 德等人 在假设 /(z) 具 有一个 Borel 例外 值的条 件下， 证明 
了  / 及 其导数 有公共 Borel 方向， 这似乎 是迄今 为止最 重要的 进展. 
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游 荡连续 统存在 性问题 

The  Existence  of  Wandering  Continua 


有 理函数 / 的 Fatou 集 F(f) 是指 / 的迭 代序列 {/， /2, …， 严， … } 的正规 
点 集合, 其余集 J(/)  =C- F(f) 称为 Julia 集. 我们 提出下 面这个 问题. 

问题 是否 存在非 退化的 连续统 K  C  J(/), 使得对 于所有 n  >  m  >  0,  fn(K)n 
fm(K)  =  0. 

上述问 题中的 if 称为 游荡连 续统. 

在 很多情 况下， 我们 知道没 有游荡 连续统 .当 / 是多 项式， J(/) 连通且 局部连 
通时， 则没 有游荡 连续统 W. 当 J(f) 不连 通时, 对周期 的连通 分支, McMullen!2] 证 
明其可 以拟共 形共轭 于一个 多项式 的连通 Julia 集. 对游荡 分支， 上 述问题 等价于 
著名的 Branner-Hubbard 猜想 [3], 这 个猜想 最近已 被解决 [4]. 

当 / 是几何 有限的 有理函 数时, 如果 J(/) 不 连通, 则其 Julia 集 的游荡 分支是 
单点或 Jordan 曲线吒 基 于这些 观察， 我们 猜测： 

猜想 设 / 是几 何有限 的有理 函数且 J(/) 连通， 如果 / 不是 flexible  Lattes 
映射 ，则 J(/) 上没有 充满的 游荡连 续统. 

一个连 续统称 为是充 满的， 如 果其余 集是连 通的. 如果 / 是 flexible  Latt 私映 
射， 那么 可以在 J(/) 上 找到游 荡的连 续统. 这是目 前知道 的唯一 反例. 

参 考文献 

[1]  Blokh  A,  Levin  G.  An  inequality  for  laminations,  Julia  sets  and  “growing  trees”.  Erg 
Th  Dyn  Sys,  2002,  22(1):  63-97 

[2]  McMullen  C.  Automorphism  of  rational  map/ /  Holomorphic  Functions  and  Moduli. 
Berlin:  Springer-Verlag,  1998:  31-60 

[3]  Branner  B,  Hubbard  J  H.  The  iteration  of  cubic  polynomials,  Part  II.  Acta  Mathematica, 
1992,  169:  229-325 

[4]  Qiu  W  Y,  Yin  Y  C.  A  proof  of  the  Branner-Hubbard  conjecture  on  Cantor  Julia  sets. 
Arxiv:  math.DS / 0608045 

[5]  Pilgrim  K,  TAN  Lei.  Rational  maps  with  disconnected  Julia  set.  Asterique,  2000,  261: 
349-384 
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阿诺德 (Arnold) 猜想 

Arnold  Conjecture 


Arnold 猜想 是辛几 何与辛 拓扑的 前沿焦 点问题 之一. 这个 问题涉 及微分 几何、 
微 分拓扑 与代数 拓扑、 微 分方程 与动力 系统以 及非线 性分析 和临界 点理论 等众多 
数 学分支 领域， 是近 二十年 来辛几 何与辛 拓扑领 域发展 的重要 动力之 3 这 个猜想 
是 Poincare-BirkhofT 定理的 推广. 

一个 2n 维流形 M 称为辛 流形， 如果其 上具有 一个处 处非退 化闭的 2 形式 w. 
它的 n 维 子流形 L 称为 Lagrange 子 流形， 如果 =  0. 设 丑 ： K/Z  x  ^  IR 是 
一 个光滑 函数， 它定 义了一 个向量 场 满足 u{-,XH)  =  dH, 这个 向量场 称之为 

Hamilton  向量场 .把  Hamilton  系统 —ip(t,x)  =  X(ip(t,x)) 满 足条件 (p{0,x)  =  X 

的解确 定的微 分同胚 •)  ..  M  —  M 称为 Hamilton 微分 同胚， 简记 p  =  ip{l,  •). 
Hamilton 微 分同胚 有退化 和非退 化两种 情况. 

Arnold 关于 Hamilton 微 分同胚 的不动 点个数 的猜想 （猜想 A): 

对于 一个紧 (无 边) 辛流形 # 的不动 点个数 不小于 M 上的 光滑函 数的临 
界点 个数的 下确界 W. 

这个命 题对于 ^ 很 靠近恒 等映射 时己被 证明. 大家 知道, 对于 M 上的 Morse 
函数 （每个 临界点 皆非退 化)， 其 临界点 的个数 不小于 M 的 Betti 数之和 （依 赖于 
系数 群). 一般情 况下, 任 何一个 M 上 的光滑 函数, 其 临界点 的个数 不小于 M 的畴 
数， 后者 不小于 M 的上同 调群的 cup 积长. 这些 量都是 M 的 拓扑不 变量. 

把 非退化 Hamilton 微 分同胚 的 不动点 个数用 M 的 Morse 函 数临界 点的下 
确界 （弱 化为用 M 的 Betti 数 之和） 估计的 命题称 为上述 Arnold 猜 想的非 退化情 
况. 把退化 Hamilton 微 分同胚 # 的 不动点 个数用 Af 的光滑 函数临 界点的 下确界 
(弱 化为用 M 的畴数 或上同 调群的 cup 积长） 估计的 命题称 为上述 Arnold 猜想的 
退化 情况. 

Eliashberg 在 1978 年对 n  =  1 证明 了这个 猜想， 但 是他未 发表他 的工作 .对 
于标 准环面 T2" 而言， 猜想 A 的 退化与 非退化 情况于 1983 年被 C.  Conley 和 E. 
Zehnder 证明 ％ 这个 工作是 用变分 方法于 Arnold 猜想研 究的第 一 个 突破. 接下来 
的突 破当属 Floer 于 20 世纪 80 年代末 的一系 列工作 [3,4], 他的这 个时期 的工作 ，除 
了在 某种条 件下证 明了上 述猜想 和后面 的猜想 B 外， 其方法 对于后 来的一 系列工 
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作 起着很 重要的 作用. 接 下来, Hofer 等的一 系列的 工作％ 为 研究这 个猜想 作出了 
重 要贡献 .  20 世纪 90 年 代末， 非退 化情况 ^ 的 不动点 的个数 不小于 关于实 数域的 
Betti 数之和 的命题 分别被 Fukaya-Onol6]、 刘刚、 田刚 间、 阮勇斌 [9] 等 证明. 在这 
些 证明中 Gromov 的 J 全 纯曲线 理论和 Floer 同 调理论 等起到 了关键 作用. 其实， 
Floer 当 年就是 为了研 究这个 猜想而 发展了  Floer 同 调理论 [3>4L 对于退 化情况 ，无 
论是用 M 的畴 数还是 M 的上同 调类的 cup 积长做 p 的不 动点的 个数的 下界估 
计， 没有完 全被证 明^ 些部分 结果可 见文献 [2]、 [10]. 

Arnold 关于 Lagrange 子流形 相交数 的猜想 （猜想 B): 

对于 辛流形 M 的紧 Lagrange 子流形 L, 它与另 一 个紧 Lagrange 子流形 ip(L) 
的交 点个数 不小于 L 上 的光滑 函数的 临界点 个数的 下确界 W. 

这个命 题对于 ^ 很 靠近恒 等映射 时已被 证明. 猜想 A 可 从猜想 B 推出. 猜想 
B 也有 非退化 （L 与 ip(L) 横截 相交） 与退 化两种 情况. 和猜想 A  —样， 对 于非退 
化情 况可弱 化为用 i 的 Betti 数之 和来做 相交数 的下界 估计. 退化情 况可弱 化为用 
L 的畴数 或上同 调群的 cup 积 长来做 相交数 的下界 估计. 但是， 值得注 意的是 ，这 
个命 题一般 情况下 还需要 加一个 条件， 否则有 反例， 例如 2 维环 面上的 经圆， 可用 
一个 Hamilton 微 分同胚 推开而 与之不 相交. 找 到合适 的附加 条件或 者针对 一些特 
例， 证 明这个 命题， 也 是相当 有意义 的工作 [5,7]. 
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Dry  Ten  Martini  问题 

The  Dry  Ten  Martini  Problem 


Schrodinger 算子 在量子 力学， 晶体学 等方面 有重要 的背景 Schr6dinger 算 
子的 谱问题 有很长 的研究 历史. Simon[7] 在 21 世纪初 曾撰文 总结了  20 世 纪这个 
问题的 研究成 果并为 21 世纪 提出一 些公开 问题. 我 们介绍 其中的 一个. 

考虑 定义在 /2(Z) 上的 准周期 Schrodinger 算子丑 = HXv^e： 

=  1  +  Uji—i  (沒  +  Tio^Uji , 

这里 r(6>) 是周期 函数， A  G  R,a  G  R\Q,  0  eR. 通常 称为 位势， a 称为 频率， 6> 
称 为相位 . A 称为稱 合参数 .当 咖） = cos6>  时 ，称 HXcos,a，e 为 Mathieu 算子. 准周 
期 Schrodinger 算 子是一 族特殊 的有界 自共轭 算子， 我 们要研 究这类 算子谱 的信息 
(如 谱集 是否为 Cantor 集？ 谱集的 Lebesgue 测度？ 是否有 绝对连 续谱、 奇 异连续 
谱、 点谱？ ）. 我 们知道 HXv^e 的 谱集与 0 无关， 正则 点是开 集且其 每一个 连通开 

子区间 （称为 谱隙） 和一 个形如 的旋 转数唯 一对应 (本结 果称为 Gap  Labelling 

定理 [6]). 下 面关于 Mathieu 算 子的谱 问题被 Kac 和 Simon[7] 称为 Ten  Martini 问 
题和  Dry  Ten  Martini  问题. 

Ten  Martini 问题  Mathieu 算子 H\Cos,a,e 的谱集 是否为 Cantor 集？ 

这 个问题 近期被 Avila- Jit omirskaya 解决 [3]. 

Dry  Ten  Martini 问题 ]\^心11算子仏^0：，6>  的 所有谱 隙是否 都是打 开的？ 
即 是否对 所有的 fc, 存在 谱隙使 得其对 应的旋 转数为 \kal 

这个问 题目前 只有部 分结果 [3,4].  Mathieu 算子只 是极其 特殊的 Schr6dinger 算 
子. 进号步 的问题 还有： 是否对 通有的 v(9),  H  =  Hv，a，e 的 谱集是 Cantor 集？ 是否 
对 通有的 v(9),H  =  Hv^e 的谱隙 都是打 开的？ 其中第 一个问 题等价 于一致 双曲系 
统在下 面特殊 的单参 数族动 力系统 中的稠 密性. 

准周期 Schrodinger 算子 H  =  HXv>ct}g 对 应一个 T1  x  SL{2,R) 上的线 性斜积 
映射： 

(a,  A)  :  T1  x  5X(2,  K)  ^  T1  x  SL(2,R) 

(沒, x)  (0  -\r  a,  A{0)x)^ 
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其中 


我们把 HXv，a，e 的谱问 题归入 动力系 统是因 为它的 谱性质 和其对 应的斜 积映射 
(a,A) 的动力 学性质 有着极 其密切 的关系 （如正 则点和 一致双 曲性、 点谱和 非一致 
双 曲性、 绝对连 续谱和 可约性 等)， 因此 谱理论 问题可 以被转 化为动 力系统 问题. 动 
力系统 的许多 理论和 方法, 如 光滑遍 历论、 KAM 理论、 重整化 方法、 Green 函数方 
法等对 研究这 个问题 起重要 作用. 另外， 这个问 题还和 频率的 数论性 质密切 相关. 


■1.  2  .3.  .4.  5  P 
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菲尔斯 滕贝格 (Fiirstenberg) 猜想 

Fiirstenberg’s  Conjecture 


复 平面单 位圆周 T 上最简 单的连 续映射 之一是 xn:  z  eT  zn  &  T, 这里 n 
是自 然数. 对单 个映射 x„ 而言, T 中存 在大量 x„- 不 变的闭 子集， 同时 T 上也存 
在大量 x„- 不变 Borel 概率 测度. 现 在如果 考虑两 个映射 x„,  xm, 情况就 非常不 
同了. 为了让 x„,  xm 本质 上是两 个不同 非恒同 映射， 我们 自然地 要假设 n,m  >  2 

且 n，m 为乘 积独立 ，即 为无 理数. 在 这种情 况下， 1967 年, FiirstenbergW 证 

logm 

明了  T 中只有 特殊少 数闭子 集同时 在映射 xn,  xm 下 不变. 

Fiirstenberg 定理 设 n,m  ^  2 为两个 乘积独 立的自 然数. 假设 X 是 TT 
的非空 闭子集 且在映 射 xn,  xm 下不变 （即 xn(X)  C  X,  xm(X)  C  X), 则要么 
X  =  T, 要么 X 为有 限集. 且当 X 为有限 集时, X 的每 个元素 均为单 位根. 

同年， Fiirstenberg 猜想对 T 上在映 射 xn,  xm 下不变 Borel 概 率测度 也有类 
似 的测度 刚性的 结论. 为此对 自然数 /c, 我们称 T 上 Borel 概 率测度 p 为 xk 不变， 
如果对 T 的任 意一个 Borel 子集 A 均有 ^(x^A)  =  对 自然数 /c,Z, 我们称 
M 在 xk,xi 生成 的半群 作用下 遍历， 如果 A 同时为 Xfc， xz 不变， 且对 T 的 任意一 
个满足  A  和  xz_1^4  =  A  的  Borel  子集  ^4 均有  fi(A)  =  1  或  i^t(A)  =  0. 

Fiirstenberg 猜想 设 n，m 彡 2 为两个 乘积独 立的自 然数. 如果 // 是 T 
上一个 Borel 概率测 度且在 xn,  xm 生 成的半 群作用 下遍历 ，则 M 要么为 T 上的 
Lebesgue 测度， 要么为 等分布 在有限 个点上 的原子 测度. 

Fiirstenberg 猜想是 遍历理 论中的 最著名 的问题 之一. 该 猜想的 第一个 本质进 
展是 Lyons [2] 在 1988 年获 得的， 他证 明了在 Fiirstenberg 猜想原 有的条 件下， 如果 
还要求 M 相对于 xn 具有 Kolmogorov 属性 （即保 测系统 (T,/i,xn) 没有非 平凡的 
零熵因 子)， 则 p 为 T 上的 Lebesgue 测度. 随后， 1990 年 Rudolph[3] 证 明了： 

Rudolph 定理 设 n，m  >  2 为 两个互 素的自 然数， M 是 T 上一个 Borel 概 
率测 度且在 xn， xm 生成 的半群 作用下 遍历. 如果 M 相对于 Xn 有正熵 ，则 M 为 TT 
上的 Lebesgue 测度. 

1992 年， Johnson [4] 将 Rudolph 定理 推广到 n,  m 乘积 独立的 情形. 随后 Feld- 
man[5],  Host [6] 和  Lindenstrauss,  Meiri,  Peres[7] 也分 别给出  Roudolph  定理不 同的证 
明, 特别是 Host 的证明 巧妙的 使用了 调和分 析中的 想法和 技巧. 这些在 Fiirstenberg 
猜 想研究 中所产 生的方 法和思 想目前 已 经成功 地应用 到微分 几何和 数论等 领域的 
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一些问 题的研 究中， 例如， Lindenstrauss[8,9] 将 它用到 微分几 何量子 唯一遍 历性问 
题的研 究中； Lindenstrauss,  Einsieder  和  Katok[9，1Q] 将它用 到数论  Littlewood  猜测 
的研 究中. 尽管 Fiirstenberg 猜想 研究对 正熵的 情形已 经完全 解决， 但对于 零熵的 
情形目 前还没 有任何 进展, 它的完 全解决 将是一 件任重 道远的 事情. 
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埃农 (Henon) 映射族 中奇异 吸引子 的存在 性问题 

Existence  of  Strange  Attractors  in  Henon  Family 


Henon 映射族 中奇异 吸引子 的存在 性问题 是非双 曲动力 系统研 究中的 一 个焦 
点 问题. 现代 动力系 统的研 究始于 20 世纪 Smale 等人 关于双 曲动力 系统的 理论工 
作， 而关于 非双曲 动力系 统的研 究则主 要是围 绕几类 著名的 系统展 开的， 而 通过这 
些 特例的 研究也 带动了 一般的 非双曲 系统的 研究. 

目前 受到人 们普遍 重视并 得到充 分研究 的几类 含有奇 异吸引 子的系 统包括 
gistic 映 射族、 Henon 映射 族以及 Lorenz 方 程等. 关于 Logistic 映射 族人们 已经有 
了 充分的 理解， Lorenz 方 程也证 明了奇 异吸引 子的存 在性, 但 是有关 Henon 映射族 
在 原始参 数附近 奇异吸 引子的 存在性 问题的 进展却 很少. 

问题  Henon  映射族  Ha,b{x,y)  =  (1  -  ax2  +  by,x) 在参数  a  =  1.4,6  =  0.3 附 
近是 否存在 奇异吸 引子？ 

1991 年， Benedicks 和 Carleson 利用 一 ■维 扰动的 方法探 讨了在 a 接近 2,  6 接 
近 0 时 Henon 映射族 的动力 行为， 他 们证明 了对于 正测度 的参数 集合, Henon 映射 
都具有 奇异吸 引子. Benedicks,  Carleson 等人的 工作使 非双曲 系统的 研究得 到了迅 
速 而富有 成果的 发展, 许 多数学 家进一 步探讨 了同宿 相切、 各 类分支 问题等 复杂的 
动力 现象， 他们的 工作推 动了整 个动力 系统的 研究， 而 相关的 研究也 在其他 学科以 
及数学 的其他 分支中 得到了 广泛的 应用. 

就 Henon 映射 族本身 来讲， 目前人 们只是 关于非 常特殊 的参数 获得了 一些成 
果， 至今 尚不知 道在初 始参数 附近存 在奇异 吸引子 还是周 期非常 大的周 期轨道 .如 
果能 够证明 Henon 映射族 在初始 参数附 近存在 奇异吸 引子， 那么就 解决了 目前的 
一维系 统的扰 动方法 所无法 处理的 情形， 这必然 是引进 了新的 方法或 思想的 结果, 
因此， 该问 题的解 决必将 带动整 个非双 曲系统 研究的 进一步 发展， 使 人们能 够更好 
地 理解复 杂系统 的动力 性态， 同时 这些新 的方法 与技巧 也会在 一般的 动力系 统的研 
究中 发挥强 有力的 作用. 
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希 尔伯特 (Hilbert) 第 I6 问题 

Hilbert’s  16th  Problem 


Hilbert 第 16 问题的 后半部 分是寻 求全体 n 次平 面多项 式微分 系统极 限环的 
最 大个数 H(n), 以 及这些 极限环 可能出 现的各 种相对 位置. 这 是德国 数学家 Hilbert 
在一百 多年前 所提的 23 个 著名数 学难题 之一， 也 是其中 少数尚 未解决 的问题 之一. 

极 限环是 平面动 力系统 的孤立 闭轨. 当时间 （正 向或 负向） 趋于无 穷时， 它是 
临近轨 道的极 限集. 从数学 上看， 当研究 一个平 面系统 的轨道 拓扑结 构时， 最核心 
和最困 难的问 题就是 掌握它 的极限 环的个 数及其 分布； 从应用 上看, 在 物理、 力学、 
工程、 生物、 医学， 乃至社 会科学 等领域 的大量 数学模 型中， 极限环 代表着 某种稳 
定的周 期态, 它 的存在 与否、 存在 时的个 数与分 布都是 至关重 要的. 

然而对 此问题 的研究 却波折 迭出. 1923 年， 法国人 Dulac 证明， 一个给 定的平 
面多 项式系 统的极 限环个 数是有 限的. 但是在 20 世纪 80 年代, 人们 发现他 的证明 
中有一 个严重 漏洞. 俄 罗斯的 Ilyashenko 和 法国的 Ecalle 等 人经过 坚苦努 力独立 
给出长 篇修补 证明， 受到 了广泛 关注. 1955 年， 前 苏联的 Petrovskii 和 Landis  “证 
明”  H{2)  =  3. 但其证 明长期 受到一 些西方 学者的 质疑, 直到 1979 年 我国的 史松龄 
和陈 M 荪、 王明 淑分别 举出至 少存在 4 个极限 环的； :次 系统的 反例， 这个问 题才尘 
埃 落定， 并重新 引发了 人们对 平面二 次系统 的研究 热情. 

值 得指出 的是, 上 述有限 性结果 只是对 每一个 给定的 n 次多 项式系 统而言 .而 
H{n) 的有 限性， 是 指全体 n 次多项 式系统 极限环 个数的 一致有 限性. 尽管 人们猜 
测 丑 (2)  =  4, 但 H(2) 是 否有限 的问题 都没有 结果， 这 也是国 际上一 批数学 家至今 
还 在研究 的一个 课题， 而对 n  >  2 的 情形下 H(n) 是否有 限的研 究尚无 头绪. 

对 Hilbert 第 16 问 题的研 究如此 艰难， 缘 于缺乏 有效的 数学工 具对极 限环的 
个数给 出精确 刻画. 俄罗斯 数学家 Arnold 从 20 世纪 70 年代 以来多 次提出 所谓弱 
化的 Hilbert 第 16 问题： 寻 求全体 n 次 多项式 1 形式 沿所有 可能的 n  +  1 次闭代 
数曲 线族的 Abel 积 分零点 个数的 上确界 Z{n). 粗略 地说， 当 把多项 式系统 限制在 
接近 Hamilton 系统 的范围 内时， H(n) 就 可以用 Z(n) 代替. 对这 个限制 形式， 可以 
应用 一些实 分析， 复分析 和代数 拓扑的 工具. Z(n) 的有限 性已在 1984 年得 到了证 
明. 另外， 经过 很多人 十余年 的努力 ，对 Z(2) 的研 究也于 2002 年取得 突破. 如果 
把 “接近 Hamilton 系统” 扩展为 “接近 可积系 统”， 或考虑 n  >  2 的 情形， 弱化的 
问题依 然十分 困难. 
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近几十 年来， 国 际上对 Hilbert 第 16 问 题的研 究相当 活跃， 文章大 量涌现 ，这 
其 中也包 括我国 数学工 作者的 多方面 贡献. 我们 在参考 文献里 列出了  Ilyashenko 
和李继 彬的两 篇综述 文章， 以及 叶彦谦 等和张 芷芬、 丁 同仁等 的两本 专著. 

困 难与挑 战召唤 并激励 着有为 青年， 也 促进着 数学的 发展与 创新. 我们 有理由 
相信, 这个世 纪难题 的解决 之日， 将是 数学理 论走上 一个更 高阶梯 之时. 

参 考文献 
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Palis 猜测 

Palis’  Conjecture 


微 分动力 系统是 20 世纪 60 年代 以来， 以 结构稳 定性研 究为缘 起发展 起来的 
一 个数学 学科. 该学科 一方面 有微分 方程定 性论和 拓扑动 力系统 的深厚 背景， 一方 
面有 物理、 力学、 工程 技术， 乃至生 物学、 金融等 多方面 的实际 应用， 很受 各界的 
关注 .像 “浑 沛”、 “ 奇异吸 引子” 这样一 些引人 入胜的 概念， 就是这 个学科 中的一 
些 “关 键词” .这 一 学 科早期 的著名 人物有 S.  Smale,  D.  Anosov,  J.  Moser,  Ya.  Sinai 
等， 后来渐 渐群英 荟萃, 竟不胜 枚举. 

微 分动力 系统几 十年来 的发展 线索， 从结 构稳定 性角度 来看， 大体是 从结构 
稳 定系统 到结构 不稳定 系统， 或者说 从双曲 系统到 “ 双曲之 夕卜” (“beyond  hyperboli- 
City”). 早 些年这 方面的 一个中 心问题 是所谓 稳定性 猜测， 是 以双曲 性为要 素的关 
于 结构稳 定系统 的特征 刻划. 这 一问题 经过几 十年的 努力， 特 别是廖 山涛和 Mane 
等人 的系统 贡献， 已基本 解决. 目前微 分动力 系统的 主要发 展趋势 是试图 “ 走出双 
曲之 外”. Palis 猜测就 是这方 面一个 有重大 影响的 问题. 该猜测 粗略地 是说： 大多 
数微分 同胚， 或 者相当 稳定， 或 者极不 稳定. 其准 确陈述 如下： 

Palis 猜测： 任一 微分同 胚或者 能被双 曲系统 CAr 逼近， 或者 能被具 有同宿 
切 或异维 环现象 的系统 逼近. 

这里， 所谓 双曲系 统是指 非游荡 集为双 曲集的 系统. 这种 系统概 括了结 构稳定 
系统的 精髓， 具 有相当 程度的 结构稳 定性. 与此相 对照， 所谓 同宿切 是指一 个双曲 
周期点 的稳定 和不稳 定流形 不横截 相交的 现象， 而异维 环是指 两个不 同指标 的双曲 
周期 点的稳 定和不 稳定流 形连接 成环的 现象. 就精 神实质 而言， 这两 种现象 是一百 
年前 庞加莱 (Poincare) 就 注意到 的极不 稳定的 现象. 庞加莱 发现其 动力形 态极端 
复杂、 瞬息 万变. 这个猜 测如果 成立， 就 说明在 “双曲 之外” 的 世界， 处处会 碰到这 
两 种经典 的极不 稳定的 现象. 有 人曾问 Palis 他为 什么做 这样的 猜测， 他简 单地回 
答： “ 我相信 庞加莱 的洞察 力”. 

对于 2 - 维情形 ，在 CA1 拓 扑下， 这一 猜测在 2000 年被 E.  Pujals 和 M.  Sam- 
barino 合作 解决. 由于 异维环 现象在 2 - 维 不可能 出现， 他 们所证 明的， 也即 Palis 
对 2 - 维 情形所 特别猜 测的， 实际上 是曲面 上任一 微分同 胚或者 能被双 曲系统 CA1 
逼近， 或者 能被具 有同宿 切现象 的系统 CA1 逼近. 这 是一个 重大的 进展. 
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目前, 对于这 一猜测 的高维 情形的 研究在 CA1 拓扑 下出现 了一些 重要的 进展, 
引起 了整个 学科的 注意. 其结果 和方法 有许多 本质的 创新， 牵动 了许多 的方面 .近 
些年 出现的 关于部 分双曲 (partially  hyperbolic) 系统的 理论、 由连接 引理引 发刷新 
了 的通有 (generic) 理论和 一 些经典 的筛滤 理论、 Conley 理 论等， 也 不约而 同为此 
准备了 条件. 该猜 测高维 情形的 研究目 前颇为 看好. 

如上 所述， 到目前 为止， 关于这 一猜测 所取得 的进展 都是对 CA1 拓扑而 言的, 
也即 r  =  1 的 情形. 这与 微分动 力系统 的若干 基本扰 动技术 如封闭 引理和 连接引 
理 都是对 CA1 拓 扑而言 的现状 有关. 在 这个意 义上， 微 分动力 系统更 广阔、 更精彩 
的故 事还在 前方. 
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罗林 (Rohlin) 问题 

Rohlin’s  Problem 


Rohlin 猜测 是遍历 理论中 前沿焦 点问题 之一. 遍 历理论 是动力 系统的 一个重 
要 分支， 它与概 率论、 调和 分析、 泛函 分析、 组合 数论、 拓 扑动力 系统等 其他数 
学 分支有 着密切 的联系 .称 为 一个保 测系统 ，指 {X,X,fx) 为概率 空间, 
T  _•  X  —  X 为 可测的 ，且 n(T^A) = "㈤， VA  e 尤 对于 一个保 测系统 {X,X,n,T), 
如果对 Ae  X,  T~XA  =  A, 那 么就有 /j(A)  =  1 或 0, 此 时称系 统为遍 历的. 遍历系 
统是 遍历理 论的主 要研究 对象. 如 果一个 遍历系 统和自 己的乘 积系统 仍为遍 历的, 
那 么此时 系统称 为弱混 合的. 可以 证明保 测系统 (X,X,n,T) 为弱混 合的当 且仅当 
对于 任何可 测子集 A,B 都有 


lim  n(AD  T~nB)  = 

J3n ― >-oo 

其中 J 为 密度为 l 的 序列. 如 果对于 任何可 测子集 都有 

n  T_rii?)  — > n  oo, 

那么称 系统为 2 混 合的， 或直接 称为混 合的. 遍 历性、 弱混合 和强混 合性都 是动力 
系 统谱的 性质. 

Rohlin 问题 是一个 与混合 相关的 问题. 系 统称为 3 混合的 是指， 对于 任何可 
测子集 A,B,C, 都有 n{AnT-nBnT-^n+m^C), 当 n，m 趋 向于无 穷时， 它 趋向于 
^(A)n(B)n{C). 类似可 以定义 n 混 合性. Rohlin 的问 题是： 

是否 2 混合性 蕴涵了 任意的 n 混 合性？ 

Rohlin 问题是 遍历理 论中的 一个核 心问题 W, 自它 提出来 以后许 多优秀 的数学 
工作 者为之 奋斗， 但是迄 今尚未 彻底解 决这个 问题. 

这个问 题对于 一般的 群作用 是不正 确的, LedrappierK 指出在 Z2 的 作用下 ，存 
在 2 混合但 是不是 3 混合的 例子. Rohlin 问题的 相对化 问题也 是不正 确的， 最近 
Rue!5! 指出了 此点. 但是也 有许多 例子支 持了这 个问题 的正面 回答： HostW 证明了 
在 奇异谱 的时候 ， 2 混 合蕴涵 了任意 混合； KalikowM 和 RyzhikovI6! 分别对 阶为一 
和 阶有限 的系统 证明了  2 混 合蕴涵 了任意 混合. 

Rohlin 问 题的解 决对于 深入理 解保测 系统的 内在结 构有着 重要的 意义. 它是 
遍历 论中一 个十分 重要的 问题， 围绕 着这个 问题， 这个 领域的 数学工 作者已 经创立 
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了许 多新的 技巧和 方法， 这些都 已经极 大丰富 了遍历 理论的 本身. 但是彻 底解决 
Rohlin 问题 仍是一 件十分 艰难的 工作. 
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Veech 猜测 

Veech’s  Conjecture 


Veech 猜测 是拓扑 动力系 统中一 个长期 未解决 的重要 问题. 众所 周知， 拓扑动 
力系 统是动 力系统 理论的 一个重 要研究 分支. 它 与遍历 理论、 调和 分析、 组合数 
论、 Ramsey 理论 等众多 数学分 支有着 密切的 关系. 运 用拓扑 动力系 统的方 法可以 
解 决许多 其他分 支中的 问题， 例如， Wolf 奖得主 Furstenberg 运用拓 扑动力 系统的 
方 法重新 证明了  van  der  Waerden 定理， 并且 得到一 系列的 推广， 其 中很多 结果至 
今 没有组 合证明 H 

很 久以前 ，拓扑 动力系 统专家 们就认 识到许 多组合 数论以 及调和 分析中 的问题 
与 动力系 统中的 回复属 性密切 联系在 一起. Veech 猜测 就是其 中一个 古老的 问题. 
这个 问题虽 然很早 就有， 但是最 早是由 VeechW 明确提 出的： 

如果 S 是 一个相 对稠密 的整数 集合， 那么 S  -  <5 是否为 0 在 整数集 Z 中的 
Bohr 邻域？ 

其中一 个序列 具有相 对稠密 性是指 它有一 个有限 的间距 （即 如果 S  =  {a,  < 
a2  <  ■  ■  ■  <  an  <  ■  ■  ■}, 那么  <5 为相对 稠密或 者称为 syndetic 是 指存在 M  >  0 使得 
an  —  an-i  <  M,  Vn  彡 2), 而  S  —  S  =  {m  —  n  :  m,  n  属于 }.  — 个群的  Bohr  紧 
化 是指它 的一个 万有群 紧化， 对于 Z 的 Bohr 紧化 就是在 离散拓 扑下一 维环面 T1 
的对 偶群. 在文献 ⑷中， Veech 在 刻画交 换群下 极小系 统的等 度连续 结构关 系时, 
证明了 在忽略 一个零 密度集 合的情 况下， 对 相对稠 密集合 为 0 在 Z 中的 
Bohr 邻域. 但 是对于 一般的 情况直 到现在 还没有 进展. 

现 在已经 知道这 个问题 与许多 其他重 要的问 题密切 相关， 其中 比较著 名的是 
Katznelson 的 问题. 一 个集合 4 称 为拓扑 回复的 是指， 对 于任何 拓扑动 力系统 
(X,d,T) (其中 X 为紧 致度量 空间， d 为其 度量， T  ••  X  —  X 为连续 映射） 以及 
任何 a  >  0, 存在点 a;  e  X 和 A 中数 n 使得 d{Tnx,x)  <  a. 如果在 上面定 义中将 
“任 何动力 系统” 改为 “ 任何有 限维环 面的旋 转”， 那 么集合 4 称为 Bohr 回 复集. 
明 显地， 根 据定义 任何拓 扑回复 集必为 Bohr 回 复集. Katznelson 的问 题是： 

是 否任何 Bohr 回 复集必 为拓扑 回复集 [2,3]? 

可以 证明， 一 个集合 4 为拓 扑回复 的当且 仅当对 任意相 对稠密 集合&  An(S- 
S)  ^  0. 根据 这个结 果可以 看出： 如果 Veech 猜测 成立， 那么 Katznelson 的问题 
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的答案 也是肯 定的. 我 们还可 以举出 许多类 似的例 子说明 Veech 问题的 重要性 .这 

个问题 的解决 将不仅 对理解 动力系 统的回 复属性 有着重 要帮助 ，而且 也将对 组合数 

论、 调和 分析等 其他领 域有着 重要的 意义. 但是 从目前 的发展 来看， 这个问 题的完 

全 解决似 乎还是 一件遥 远而困 难的 事情. 
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魏因 施泰因 （Weinstein) 猜想 

Weinstein  Conjecture 


Weinstein 猜想 是关于 Hamilton 系 统在给 定能量 面上周 期解存 在性的 一个猜 
想 ，由 A.  Weinstein 在 1979 年提出 [1]. 问题 的背景 如下： 考虑 Hamilton 系统 

. dH(x，y)  .  dH(x，y) 

很容易 发现， 对上述 Hamilton 系统的 一 个解 （x ⑴， y(i)) 有 = 常数. 
方程 （1) 的最 简单的 解为常 数解， 除常数 解外， 最简单 的解就 是周期 解了， 因此研 
究方程 （1) 的周期 解存在 性具有 重要的 意义. 对 于给定 的常数 c, 设 =  c 时 
▽丑兴 0, 那么  r  =  {(x,y)  G  R2n,H{x,y)  =  c} 就是  R2n  中的 超曲面 ，且  Hamilton 
系统 （1) 在 上周 期解存 在性不 依赖于 Hamilton 函数丑 的 选取， 即给 定另外 
Hamilton  函数 迅， 若  17  =  {{x,y)  G  R2n,H1(x,y)  =  ci},  VH*i  0  (x，y)  e  X1， 则 
Hamilton 系 统⑴在 r 上的 解经过 适当的 参数变 换后就 是以下 Hamilton 系统 


(2) 


在 X1 上 的解. Weinstein 猜 想要解 决的问 题是在 一定的 几何条 件下， Hamilton 系 
统 （1) 在给定 能量面 r 上周期 解的存 在性. 因为 Hamilton 系统⑴ 可以 推广到 
一般的 辛流形 （M2'w) 上， 因此也 可以对 一般的 辛流形 (M2n,u) 提 相应的 问题. 
(M2n,co) 称为辛 流形， 若 满足⑴ M2n 是 2n 维微 分流形 ， （ii)  w 是闭 2 形式， 非退 
化 ，即 I  =  0,  _  0. 给定可 微函数 丑： M2™  —  i?, 可 由等式 一册 ■⑹ =  oj(Xh，0 
V 之 定义 M2n 上 的一个 向量场 XH,  M2n 上的 Hamilton 系 统由以 下方程 


x  =  XH{x)  (3) 

n 

所定义 .当 (M,  u;)  =  (R2n,u；o),  =  ^^dxi  A 咖 时 ， （3) 和⑴ 是等 价的. 

1 

1978 年， A.  Weinstein  和  P.  H.  Rabinowitz  分别 证明了 当  Z1  是  i?2n  中 凸或者 
星形 紧致超 曲面时 ，以 r 为能 量面的 Hamilton 系 统⑴在 r 上 存在周 期解. 
Hamilton 系统⑴ 是关 于辛变 换是不 变的， 即若 i?2n 的微 分同胚 (X,Y) 

n  n 

(x(X,  Y),y(X,  y)) 满足  ^2  dXi  A  dYi  =  y^  dxj  A  咖， 则  Hamilton  系统⑴ 等价于 

l  l 
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Hamilton  系统 

☆  dK(X,Y)  dK(X^Y)  “、 

—x=  dr  1  dX  ，  ⑷ 

其中 K{X,  Y)  =  H(x{X,Y),y{X,  Y)). 但 凸和星 形的条 件不是 关于辛 变换不 变的. 
为此, A.  Weinstein 在 1979 年提出 了如下 猜想： 

Weinstein 猜想 W  设 C  (M2n,io) 为紧致 切触超 曲面， H1^^)  =  0, 
H  :  M2n  -4  R  为光滑 函数， H(x)  =  c,VH  ^0\/x  €  E, 那么  Hamilton  系统 （3) 在 
超曲面 上 存在周 期解. 

这里 超曲面 S  c  (M2n,co) 称为 切触超 曲面， 若存在 定义在 i： 附 近的非 零向量 
场 C 使得 与 X 横截 ， （ii)  =  w, 其中 为 u; 关于 《 的 Lie 导数. 此猜想 
的另外 一种叙 述形式 如下： 称 为切触 流形， 若满足 （i)  E^-1 是 2n  -  1 
维微 分流形 ， （ii)  a 是 1 形 式满足 cr 八 (da)n- 1  #  0. 由等式 a(X)  =  1,  da(X, ^)=0 
可定 义一个 S2^1 上的 Reeb 向量场 X. 

Weinstein 猜想 紧致切 触流形 （r2"-1#) 上 Reeb 向量场 X 存在 闭轨. 

目前 的研究 状况： （以 下所 有结果 没有假 设条件 H\S,R)  =  0.) 

1.  当 (M,u) = (丑2™:, 狗） 时， 此 猜想由 C.  Viterbo 在 1987 年 证明， 随后, 
H.  Hofer-E.Zehnder 给 出了一 个简单 的证明 和推广 [2,31 将 他们的 这一结 果用于 
H{x,y)  =  \\y\2  +  V{x) 情形， 就得到  H.  Seifert,  S.  Bolotin,  V.  Bend  等人关 于二阶 
Hamilton 系 统的有 关结果 . A.  Floer-H.  Hofer-C.  Viterbo 在文献 [4] 中将这 一 结果 
推广到 辛流形 （iw  X  R2n,UJ®CU0), 其中 (M, lo) 为 紧致无 边辛流 形满足 7T2(M)  =  0, 
n^l. 刘刚， 田刚 问 证明 了不需 要假设 tt2(M)  =  0, 同 样结果 成立. 

2 . 当 (M,w)  -  (: rjV，Wiv) 时, 其中 iv 为 紧致无 边流形 , WJV 是 余切从 T*N 上 
标准辛 形式， H.  Hofer-C.  Viterbo!10) 证 明了当 所 围的有 界区域 包含零 截面时 ，猜 
想 成立. 没有这 一附加 条件， 蒋美跃 和卢广 存分别 证明了  N  =  Tn,N  =  S1x  Nu 
其中 iVi 为紧 致无边 流形， 猜想 成立， C.  Viterbo 证明了  iV 的基 本群有 限时， 猜想 

成參 6】. 

3 . 当 (M,w)  =  (CPn,n0)  其中 CPn 为 n 维 复射影 空间， ％ 为标 准辛形 
式， H.  Hofer,  C.  Viterbo 证 明了此 猜想. 刘刚， 田刚 [5] 证明了 若干个 复射影 空间的 
乘积 猜想 成立. 

4.  H.  HoferW 对 3 维 紧致切 触流形 (M,a), 满 足条件 M  =  S3 或者 tt2(M)  ^  0 
或者 a  overtwisted, 猜想 成立. 最近， C.  H.  Taubes[8] 宣布 对所有 3 维紧致 切触流 
形, 猜想 成立. 

5.  对于 (M,w)  =  {T*N,ujN  +  n) 情形, 其中 D 为 iV 上闭 2 形式， 关于 这个猜 
想近年 来有许 多结果 

6.  对 于周期 轨道的 多重性 问题, 特 别是凸 能量面 上周期 轨道的 多重性 问题， H. 


魏因 施泰因 （Weinstein) 猜想 
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Hofer,  K.  Wysocki,  E.  Zehnder 和龙 以明、 朱朝 锋得到 了重要 的结果 [1G]. 
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多重遍 历定理 

Multiple  Ergodic  Theorems 


遍历 理论研 究群在 概率空 间作用 的定性 性质， 它是 研究动 力系统 的基本 工具, 
并在 数学的 许多分 支中有 应用. 遍历理 论的起 源与统 计物理 学的研 究有密 切的关 
系， 当时 人们猜 想系统 的时间 平均和 空间平 均是一 样的. 如果 (X，B，p) 为 概率空 
间， T  :  X  —  X 为保 测变换 ，即 n{A)  =  niT^A) 对 于所有 AgB 成立， 那么称 r 
为遍 历的， 如果对 于满足 T~lA  =  A 的 A  e  6 有 n{A)  =  0 或者 ii{A)  =  1.  20 世纪 
40 年代 BirkhoffW 证 明了： 如果 为概率 空间， T  ..  X  —  X 为保 测变换 ，那 
么对 于任意 /  e  i1(x，M), 存在 /*  e  L\x,^) 使得对 于几乎 所有的 $  e  X 

1  n—1 

lim  -J2fTi(x)  =  f*(x). 

n  ― >oo  Ti  1 - — ‘ 
i=0 

特别地 ，当 r 为遍 历时， r  =  J  fdfji. 也 就是说 ，当: r 为遍 历时， 时 间平均 和空间 
平 均才是 一 样的. 上面的 Birkhoff 遍 历定理 一 般 称为逐 点遍历 定理. von  Neumann 
平均遍 历定理 W 是说， 如果 (X,B^,T) 为保测 系统， 1  <  p  <  00, 那 么对于 /  e 
LP{X,fi), 那 么存在 广  e  LP{X,fx) 满足  f*oT  =  f*K 

1  n—1 

-j2fTi(x)-r(x)-^o 


在 LP 意义下 成立. 

自然 数的一 个子集 S 的上半 Banach 密度 定义为 

BD*(S)  =  lim  sup  ^ , 
|J  卜 +00  H 


其中了 取遍自 然数的 所有子 区间. 著名的 Szemeredi 定理 说明： 如果 S 为 自然数 
的具 有正上 Banach 密度 的子集 ，则 S1 包含了 任意长 的算术 级数. Furstenberg!2] 利 
用遍 历理论 给出了  Szemeredi 定理 的一个 证明. 在 他的证 明中， 他首 先给出 遍历系 
统的一 个结构 定理， 然后证 明了： 如果 T^T2, ■■-  ,Tk 为概 率空间 {X,B^) 上的相 
互 可交换 的保测 变换, Ag  13 满足 n(A)  >  0, 那么 

1  N-1 

^  E  t2-m  n  … n  T^nA)  >  o. 

N^f-oo  z ‘ 


多重遍 历定理 
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于是 一个自 然的问 题是： 如果 T!,T2, ••-  ,Tk 为概 率空间 (X,B,n) 上 的相互 可交换 
的保测 变换， 是否 对于任 意的有 界函数 /i,/2, ••-  Jk, 

1  N-l 

h(T^x)f2(T^x)  -  -  -  fk(T^x) 

n=0 

在逐 点或在 平均的 意义下 成立？ 

关于多 重遍历 定理, 一个 很大的 进展是 Host 和 KraP) 的 工作. 他 们证明 了：如 
果 为保测 系统， fc  >  1 为整 数以及 /i,/2, ••-  ,fk 为有界 函数, 那么 

N-1 

h(Tnx)f2(T2nx)---  fk(Tknx) 

n=0 

在 L2 ⑻ 中 收敛. 另外 ZieglerW 独立 地给出 了这个 定理的 不同的 证明. 最近 Tao[5] 
证 明了当 ，…， 为 上可 交换的 保测变 换并且 /i,/2, ••- ，/ fe 为 有界函 
数时 

N-1 

fi(T^x)f2(T^x) ■■-  fk(T^x) 

n=0 

在 L2(/x) 中 收敛, 从 而彻底 证明了 多重遍 历定理 （在 L2(/z) 意义 下). 有意 思的是 Tao 
的证 明采用 有限遍 历理论 （finitary  ergodic  theory), 并 没有用 到遍历 理论中 的高深 
知识. 目前 人们正 在寻找 标准遍 历理论 的证明 . H.  P.  Towsner  (arXiv:org:0711.1180) 
和  T.  Austin  (arXiv:0805.0320v2) 进行了  尝试. 

1  N-1 

另外 值得一 提的是 4  f  MT^MT^x)  -  -  -  fk{T^x) 是 否是逐 点收敛 的是目 

n=0 

前遍 历理论 中的一 个重要 问题. Bourgainl6'7! 在 Z  =  2 和 =  T2 时 解决了 这个问 

1  n— 1 

题. 另外, J.  Bourgain[8] 证明 了如果 为多 项式或 素数则 - ^  fTaix 是逐 点收敛 

nU 

的. 
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关于闸 轨道多 重性的 塞弗特 （Seifert) 猜想 

Seifert’s  Conjecture  on  The  Multiple  Existence 
of  Brake  Orbits 


设 Hamilton 函数丑 G  C2(M2n,  R)  =  {R2n 上二次 连续可 微实值 函数全 体} ，它 
具 有以下 形式： 

n 

H{p,q)  =  ^2  a 勿⑷邮 j  +V ⑷， 
i,j=l 

其中  F  G  C2(Mn,M),  aij  =  aji  G  C2(Mn,M), 对任意  q  e  Rn  均有 （a 勿 -(g)L=1) 是  n 
阶对 称正定 矩阵. 相应的 Hamilton 系统为 

r  .  oh 

对于 系统⑴ 的任 意一个 周期解 (p(t),q(t)),  H(p(t),q(t))  =  i/(p(0)，g(0))， 即 
(p(t),q(t)) 均落在 能量面  =  F-1 (丑 (p(0)，<?(0)) 上， 其中亡  e  当  aij(q)  =  ^  0f, 
q 可以 看作单 位质量 质点的 位移, p  =  4 为 速度, V 为势 函数, H(p,  q) 为该质 点的动 
能 与势能 之和， 我 们称之 为能量 函数. 系统 （1) 描 述了保 守系统 中质点 的运动 .对 
于 给定能 量面上 的周期 解的多 重性以 及稳定 性已经 有许多 的研究 [6]. 

1948 年， Seifert!9] 研究了 （1) 的 一 种 特殊的 非常值 周期解 {p{t),q(t)), 它满足 
p(0)  =  p(T)  =0. 因为 Hamilton 函数 关于 p 是偶 函数， 所以 (p,q)  ^  2T 
周 期的， 且其中 p 在 t  =  0 和 i  =  T 处 是奇的 （即 对任意 t  G  M. 皆有 p (- 1) = 
-p{t),p(T-t)  =  -p(T  +  t)),  g 在 t  =  0 和 i  =  T 处 是偶的 （即 对任意 尤 e  R 皆有 
q(-t)  =  q(t),q(T-t)  =  q(T  +  t)). 这样 的周期 解我们 称之为 闸轨道 .记 (p,q) 的能 
ME=  F(p ⑷， g ⑹, 则 V(q(0))  =  V(q(T))  =  E. 自 然地, 我们 可以把 闸轨道 周期延 
拓到  K  上, 若 闸轨道 (p,q)  fP  (p,  q) 的像集 {(p(t),q(t))\t  e  M}  _  {(p(t) ,  q(t))\t  G  M} 
我们称 它们是 几何相 异的， 否则称 它们是 几何相 同的. 

p\TT 

Seifert ⑼ 研究 了势井 n  =  {qG  K™|  V{q)  <  E} 内闸轨 道的存 在性. 当％ :在 

on 上恒 不为零 ， 与 v 均 为解析 函数且 Q 同胚于 中标准 单位闭 球时， 运用 
Jacobi 度量 
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ds2  =  (E-V(q)) 

i,j=l 

Seifert 证明 了系统 （1) 至 少存在 一 条 能量为 五 的闸 轨道. 该证 明基于 Maupertuis- 
Jacobi 准则： 任 意一条 Jacobi 度 量下的 非常值 的测地 线都可 以经过 重新参 数化使 
之成 为系统 （1) 的具 有能量 丑 的闸 轨道. 同时 SeifertM 提 出如下 猜想： 在上 述条件 
下， 系统 （1) 存 在至少 n 条 几何相 异的能 量为五 的闸 轨道. 

这 一猜想 及闸轨 道的相 关问题 引起了 许多数 学家的 兴趣. 1978 〜 1987 年间 ，在 
与文献 [9] 中不同 或者更 弱的条 件下， Bolotin,  Hayashi,  Gluck 与 Ziller,  Bend 和 
Rabinowitz 等许多 数学家 证明了 闸 轨道的 存在性 结果. 

关 于闸轨 道的多 重性， 也有 许多人 进行了 研究. 1989 年 Szulkin ⑽ 证 明若丑 e 
C2(K2n,K),  H 关于 p 是偶 函数， e  H-^l) 是 星形曲 面且被 R2n 中两个 半径之 
比小于 力 的 同心球 面夹住 ，则 上 至少有 n 条几 何相异 的系统 （1) 的 闸轨道 .在 
不同 的夹条 件之下 1985 年 van  GroesenI5!,  1993 年 Ambrosetti,  Benci 和 龙以明 ⑴ 
分别 得到了  n 条几 何相 异阐轨 道的存 在性. 以 上论文 中假设 夹条件 都是为 了保证 
其证明 过程中 应用变 分方法 和临界 点理论 得到的 n 条 闸轨道 是两两 几何相 异的. 

在不 假定两 面夹条 件时， 龙 以明、 张端智 和朱朝 锋[7] 于 2005 年对 Hamilton 系 
统的 闸轨道 定义了  Maslov 型 指标. 以此 为工具 他们证 明了： 当 n  >  2 时 ，若 丑关于 
变量 P 与 q 均为 偶函数 ，即 H(±p,q)  =  H(p,q)  =  H(p,±q), 且丑 S  C2(R2'R) 严 
格 凸时， 对任意  h  >  mm{H{p,q)\(p,q)  e  x  W1} = 丑 (0,0)， 能量面  H~\h) 上至 

少有 两条几 何相异 的系统 （1) 的闸 轨道. 由此当 aij(q) 三 ^ 时 ，若 F  e  C2(K",K), 
V 为 偶函数 ，则 内至 少有两 条几何 相异的 能量为 i? 的闸 轨道. 

但是, 迄 今为止 Seifert 关于 闸轨道 多重性 的猜想 还远未 解决. 即 使是在 a^q) = 
有 界严格 凸时的 特殊情 形下, n  >  2 时两条 几何相 异闸轨 道的存 在性也 还没有 

得 到证明 （文献 [7] 中 需要对 D 加对称 性条件 ，即 V 为偶函 数). 该 猜想中 Q 同胚 
于 R" 中标准 单位闭 球是一 个拓扑 条件， 困难之 处在于 如何有 效地运 用它. Seifert 
这一猜 想涉及 分析、 拓扑、 几何 等众多 领域， 我 们相信 通过对 该猜想 及相关 问题的 
研 究一定 会促进 上述各 领域的 进一步 发展. 
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哈密顿 (Hamilton) 系统平 衡点附 近的不 变环面 

Invariant  Tori  in  The  Neighborhood  of  An  Elliptic 
Equilibrium  of  Hamiltonian  Systems 

考虑 原点为 平衡点 的哈密 顿系统 


x  =  J{Ax  +  VP{x)),  x  €  R2n,  (1) 

这里 A 为 对称常 矩阵， P(x)  G  03{x), 我们有 下面的 Liapunov 中心 定理. 

定理 (Liapunov 中心 定理） 如果 X4 有一对 纯虚根 ±A! ，且 

kX\  7^  A*,  i  =  2,  ■■-  ,  n;  fc  G  Z, 

这里 ±\(纟=  2,3，... ，n) 是 的 其他特 征根， 则非线 性系统 （1) 在 平衡点 附近有 
一个 （局 部） 两 维不变 流形， 上面 充满周 期解. 

如果 有 Z 对有 理无关 的纯虚 特征根 ±Ai ，… •，土 <  n, 则线 性系统 （即 
=  0) 有 一 ■个 2Z 维 不变子 空间， 上面 都是/ 维不变 环面. 我 们考虑 Liapunov 中心 
定理 的推广 问题： 

问题 对线 性系统 加一些 条件， 使 得线性 系统在 平衡点 附近的 大多数 不变环 
面对 任意的 高阶非 线性扰 动保存 下来. 

这个问 题属于 KAM 理论的 范畴. 通常 我们需 要假设 A  =  (Ai, …， 是 Di〜 
phantine 向量， 即要 求存在 r  >  0 使得 (k,X)  >  对 任意的 k  ^  0 成立， 不然结 

论 不对. 另 外我们 假设扰 动是解 析的. 

这 个问题 的特殊 情况是 下面的 Herman 猜测： 

Herman  猜测 设  A  =  (Ai, … , A„) 为 Diophantine 向量， P(x)  G  0^{x) 解析， 
则非线 性系统 （1) 在平衡 点附近 有一族 n 维不变 环面， 且不变 环面全 体构成 2n 
维 Lebesgue 正 测集. 

Herman 猜测对 n  =  2 成立 [6,7], 但对 n  >  3 仍 是公开 问题. 扰动 的解析 性假设 
至关 重要， 不然 猜测可 能不对 凡 

这个 问题的 困难点 是未扰 系统没 有任何 “扭 转”. 应用 规范型 理论和 KAM 理 
论可以 证明对 通有的 高阶扰 动上述 问题的 答案是 肯定的 I1 〜 4〗. 但 这不是 Liapunov 
中心定 理在；  >  2 时的对 应物. 我们 希望结 论对任 意的高 阶非线 性扰动 成立. 
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紧流 形上的 闭测地 线猜想 

Closed  Geodesic  Conjectures  on  Compact  Manifolds 


如所 周知, 平 面上连 接给定 两点的 测地线 （即 最短 曲线） 为 直线. 但在地 球表面 
上来确 定这些 最短曲 线却是 非常困 难的, 确定地 球表面 上封闭 的测地 线的问 题则是 
更加困 难的. 数学上 对于这 个问题 的刻画 一般需 要引进 Finsler 流形与 Riemann 流 
形 的概念 .设 M 为一个 有限维 流形， 如 果函数 F  ..TM  —  [0,+oo) 为满足 下述条 
件 的连续 函数： 

(1)  F:TM\{0}-^  [0,  +oo) 是光 滑的， 这里 {0} 表示 M 的切丛 TM 的零截 
面， 

(2)  F(x,  Xy)  =  XF(x,y) 对所有  y  G  TXM,  a;  G  M  f P  A  >  0 成立， 

(3)  对所有 : r  G  iW 和 w  e  TXM, 下面的 二次型 总是正 定的： 

1  d2 

9x,y(u,v)  =  2~d^gtp2^x,  V  +  su  +  tv)\t=s=o, 

则称 F 为 M 上 的一个 Finsler 结构. (M,  F) 称 为一个 Finsler 流形. 如果 F 还满 
足 F{x,-y)  =  F(x,y), 则称 F 是可 逆的. 如果存 在光滑 依赖于 xgM 的对 称正定 

矩阵  G(x)  €  使  F(x,y)2  =  ^G(x)y  -  y  总 成立， 则称  为一个  Riemann 

结构 ，称 (M，F) 为 一 个 Riemann 流形. 

设 M  =  (M, F) 为一个 Finsler 流形. 记 周长为 1 的 圆周为 妒 = R/Z. 记由 
妒到 M 的所有 绝对连 续一阶 导数平 方可积 的映射 （称 为闭 曲线） 的 集合为 AM, 
称为 iW 的圈 空间. 对任意 c  e  A7W 和两 个实数 a  <  b, 曲线 c 由 c(a) 到 c(6) 的 

长度定 义为/  F(c(t),^tc(t))dt. 对 c  6  AM, 如果 cp1) 上 足够接 近的任 意二点 

P 与 q 都有曲 i c 总是 M 上连接 p 与 g 的所 有绝对 连续一 阶导数 平方可 积的曲 
线 中之最 短者， 则称 c 为一 条闭测 地线. 对任意 自然数 m, 定义 c 的 m 次 迭代为 
cm(t)  =  c(mt), 其中 i  e  R. 如果 c 不是 其他闭 测地线 的迭代 ，称 c 为本 原的. 称一 
个 Finsler 流形上 的两条 本原闭 测地线 Cl 与 c2 是相 异的， 如果 不存在 s  e  K 使得 
Ci(t)  =  C2 {t  +  s) 对所有 i  e  R 成立 .称 一 个可逆 Finsler  (或 Riemann) 流形 上的两 
条闭 测地线 q 与 c2 是 几何相 异的， 如果 aiS1)  ^  c2(S1). 

n 维紧 Finsler 或 Riemann 流形上 的闭测 地线的 最简单 的例子 为经典 n 维 
球 面上的 大圆. 显然， 这样 的大圆 有无穷 多条. 一个 非常著 名的猜 想是： 任意紧 


紧流 形上的 闭测地 线猜想 


.  313  . 


Riemann 流形上 总存在 无穷多 条几何 相异的 闭测 地线. 关于闭 测地线 的研究 可以追 
'溯到  J.  Hadamard,  H.  Poincare,  G.  D.  BirkhofF,  M.  Morse,  L.  Lyusternik  与  L. 
Schnirlman 等许 多著名 数学家 一 个多 世纪来 的工作 . G.  D.  BirkhoffW 在 1920 年代 
证明了 任意 Riemann 球面 上总存 在至少 一 条闭测 地线. 1951 年, L.  Lyusternik 与 A. 
Fetl0] 证明了 任意紧 Riemann 流形上 总存在 至少一 条闭测 地线. 1960 年代 以后, W. 
Klingenberg 领 导的研 究团队 对闭测 地线问 题做出 了许多 基本的 工作， 获得 了许多 
有趣的 成果. 判定 几何相 异性的 两面夹 条件就 是他们 提出的 A  1969 年, D.  Gromoll 
与 W.  Meyer!4] 证 明了紧 Riemann 流形 M 的圈 空间的 Betti 数列无 界蕴涵 M 上 
总存 在无穷 多条几 何相异 的闭测 地线. 由于 M.  ViguS-Poirrier 和 D.  Sullivanl976 年 
的工作 [1Q] ，当 M 为单连 通时， M 的圈 空间的 Betti 数列 无界当 且仅当 M 的上同 
调 环只有 一个生 成元， 目 前关于 闭测地 线研究 的兴趣 主要集 中在球 面上. 1990 年前 
后， V.  Bangert[2! 与 J.  Franks!3! 证明了 任意 2 维 Riemann 球面 S12 上总存 在无穷 
多条几 何相异 的闭测 地线. 但是 当维数 n  >  2 时， 即使 是每个 n 维 Riemann 球面 
Sn 上是 否总存 在至少 2 条 几何相 异的闭 测地线 的问题 仍尚未 解决. 

上述 关于有 限多重 性的成 果均可 用变分 方法来 导出， 因此类 似的结 果对紧 Fin- 
sler 流形也 成立. 1973 年 A.  Katok[6] 构造了  n 维球面 W 上 的一类 不可逆 Finsler 
结构, 使得其 上恰有 2[(n+l)/2] 条相 异的本 原闭测 地线. 这 一成果 揭示了  Finsler 结 
构 的可逆 性对闭 测地线 的重要 影响.  2003 年, H.  Hofer,  K.  Wysocki 和 E.  Zehnder[5] 
证 明了如 果一个 2 维 Finsler 球面 上的所 有闭测 地线非 退化, 而且所 有双曲 闭测地 
线的稳 定与不 稳定流 形横截 相交， 则 其上相 异本原 闭测地 线的条 数必为 2 或无穷 
多.  2005 年， V.  Bangert 与龙以 明证明 了任意 2 维 Finsler 球面 上总存 在至少 2 条 
相异的 本原闭 测地线 K 由于这 些结果 自然产 生的关 于一般 Finsler 球面上 的闭测 
地线 多重性 的一个 相关猜 想是： 对任意 正整数 n^2, 存在仅 依赖于 n 的 正整数 
Pn  与  满足 2  <  Pra  <  当  n  —  +00 时有  Pn  —  +00, 而且  P2  =  92  =  2 成 
立， 使 得任意 n 维 Finsler 球面 （<Sn,F) 上 的相异 本原闭 测地线 的条数 kn(F) 总满 
足 Pn  <  kn(F)  <  或 kn{F)  =  +oo[8L 目前关 于这一 猜想的 研究仅 有一些 部分性 
的 成果. 

一百多 年来关 于闭测 地线的 研究已 经导致 了许多 数学新 思想、 新理论 和新领 
域的 出现和 发展, 但目前 距离上 述闭测 地线猜 想的彻 底解决 还相差 甚远. 相 信解决 
这 些猜想 的努力 必将进 步促 进数学 事业的 发展. 
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弱 Pinsker 猜想 

Weak  Pinsker  Conjecture 


在我们 日常生 活中， 经 常会碰 到不确 定性的 问题. 例如， 明天下 雨的可 能性是 
80%, 就 是一个 典型的 不确性 问题. 不确定 性问题 所包含 复杂度 （或 者说不 确定性 
程度） 在 多数的 情況下 是可以 用数学 来定量 的描述 .  20 世纪 40 年 代末, Shannon 在 
信息 理论中 提出的 Shannon 熵， 1958 年, 著名 数学家 Kolmogorov 对 保测系 统引入 
测 度熵， 以及 20 世纪 60 年代 中期， 人们对 拓扑动 力系统 引入的 拓扑熵 等概念 ，都 
是关于 不确定 性事物 复杂度 的数学 度量. 它们 是现代 动力系 统和遍 历理论 中不可 
或缺的 概念. 在 自然科 学和社 会科学 中有着 广泛的 应用. 需 要指出 的是， Shannon 
熵、 测度熵 或拓扑 熵与热 力学中 Boltzmann 熵并非 一致, 但由 于在它 们的定 义中均 
采 用了形 如热力 学熵的 Boltzmann 公式的 思想， 以及均 有体系 结构越 规则， 功能越 
完善, 这些 量就越 小这一 特性, 所以 也称为 “ 熵”. 

正如 我们所 说的， 测度熵 反映了 保测系 统的不 确定性 程度'  — 直以来 人们对 
不确 定性程 度高的 系统有 着浓厚 的研究 兴趣. 在不确 定性程 度高的 系统中 ， 1958 
年， Kolmogorov!3! 引入 的测度 K 系统 是最为 典型的 一类. 在这里 一个保 测系统 
为测度 K 系 统当且 仅当它 的每个 非平凡 因子系 统都有 正熵， 测度 K 系统 包含所 
有 Bernoulli 系统， 关于它 的研究 多年来 一直是 遍历理 论的主 要课题 之一. 1960 年, 
Pinsker 就正 熵的保 测系统 与测度 K 系统 的内在 关系提 出如下 猜测叫 

每个 遍历的 正熵系 统可以 分解为 # 个 零熵系 统和一 个测度 K 系统的 直积. 
Pinsker 猜测研 究方面 的第一 个重要 的进展 是著名 数学家 Sinai 在 1962 年获得 
的， 他 证明了 每个遍 历的正 熵系统 具有一 个等熵 Bernoulli 因 子系统 [8]. 但 在随后 
的 十多年 时间中 Pinsker 猜测 没有什 么大的 进展. 直到 1973 年 Ornstein[5) 取得了 
本质的 突破， 他使用 Ornstein 同 构理论 否定了  Pinsker 猜测. 1977 年， Thouvenot[9) 
称 一 个 遍历的 有限正 熵系统 具有弱 Pinsker 属性， 如果 对每个 充分小 的正数 a, 该 
遍历系 统均能 分解为 一 个熵为 a 的 系统和 一 个 Bernoulli 系统的 直积. 与此 同时, 
Thouvenotl9! 提 出了弱  Pinsker  猜想： 

每个遍 历的有 限正熵 系统均 具有弱 Pinsker 属性. 

弱 Pinsker 猜想是 熵基本 属性和 Ornstein 同构理 论方面 仅有的 一个主 要的结 
构性 的公开 问题， 到 目前为 止关于 它的研 究人们 只有一 些零星 的结果 t1，2,4,7，1^ 还 
没有本 质性的 突破. 


.  316  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


参 考文献 


[1]  Fieldsteel  A.  Stability  of  the  weak  Pinsker  property  for  flows.  Ergodic  Theory  Dynam 
Systems,  1984,  4:  381-390 

[2]  Glasner  E,  Weiss  B.  Quasifactors  of  ergodic  systems  with  positive  entropy.  Israel  of 
Math,  2003,  134:  363-380 

[3]  Kolmogorov  A  N.  A  new  metric  invariant  of  transient  dynamical  systems  and  automor¬ 
phisms  in  Lebesgue  spaces.  Doklady  Akademii  Nauk  SSSR  (N.S.),  1985,  119:  861-864 

[4]  Marton  K,  Shields  P  C.  How  many  future  measures  can  there  be?  Ergodic  Theory 
Dynam  Systems,  2002,  22:  257-280 

[5]  Ornstein  D  S.  A  mixing  transformation  for  which  Pinsker ’s  conjecture  fails.  Advances 
in  Mathematics,  1973,  10:  103-123 

[6]  Pinsker  M  S.  Dynamical  systems  with  completely  positive  or  zero  entropy.  Dokl  Akad 
Nauk  SSSR,  1960,  133:  1025-1026 

[7]  Rosenthal  A.  Weak  Pinsker  property  and  Markov  processes.  Ann  Inst  H  Poincare 
Probab  Statist,  1986,  22:  347-369 

[8]  Sinai  Ja  G.  A  weak  isomorphism  of  transformations  with  an  invariant  measure.  Dokl 
Akad  Nauk  SSSR,  1962,  147:  797-800 

[9]  Thouvenot  J  P.  On  the  stability  of  the  weak  Pinsker  property.  Israel  J  of  Math,  1977, 
27:  150-162 

[10]  Thouvenot  J  P.  Weak  Pinsker  joinings  of  processes  satisfying  the  weak  Pinsker  property 
J  Dynam  Control  Systems,  1999,  5:431-436 


撰稿人 ：黄文 叶向东 

中国 科学技 术大学 


天体力 学中的 中心构 型有限 性猜想 


•  317- 


天 体力学 中的中 心 构型有 限 性猜想 

Finiteness  Conjecture  of  Central  Configurations 
in  Celestial  Mechanics 


Wintnei •在 其关于 天体力 学的经 典著作 [1G] 中提出 了中心 构型的 概念. 中心构 
型是下 述关于 A 和 A 的实 系数非 线性代 数方程 组的解 

( oc^) 

XrriiXi  H - - - =  0,  i  =  1,  ■■-  ,n; 而  G  R2 或 IR3，  A  G  K, 

OXi 


其 中参数 >  0 为天体 的质量 ，〜 为 天体的 位置， V(x)  =  J2  I,  °  I， 

77^  IF*  ^  x3\\ 


为 相应的 


Newton 力学系 统的势 函数. 定义 惯量/ ㈤ = TOiH^f, 并 注意到 惯量和 势函数 

的 齐次性 ，由 Euler 定理， 易知 A  =  V{x)/I{x)>  0. 简单 地说， 中心 构型是 这样一 
种天体 的相对 位置， 当这些 天体在 万有引 力的作 用下运 动时， 它们将 从静止 状态由 
该相 对位置 出发， 并 在他们 的重心 （坐标 原点） 发 生完全 碰撞. 如果 两个解 之间仅 
差 一个放 缩或者 SO ⑷ (d  =  2 或 3) 变换, 我 们认为 它们确 定相同 的中心 构型. 


Wintner^10! 同时提 出如下 有限性 问题: 


在天体 力学的 n 体问 题中， 对 于任何 选定的 正实数 mi, ••-  ,mn 作 为质量 ，中 
心构 型的数 目是否 有限？ 

在 这一领 域工作 的人们 普遍认 为该数 目应该 为有限 ，故而 上述问 题也称 为中心 
构型 有限性 猜想. Smale 更将 其列为 21 世纪的 18 个待 解决的 数学问 题之一 [91. 


平面时 候的中 心构型 又称为 相对平 衡点， 因 为从它 出发可 以通过 平面旋 转构造 
Newton 方程 的解， 所以上 述猜想 也称之 为相对 平衡点 有限性 猜想. 

中心构 型也可 以解释 为某函 数的临 界点, 其 中该函 数来自 n- 体问 题的势 函数. 
更精确 地说， 中心构 型对应 于函数 


V  :  (5- A)/SO(3) 

的临 界点， 其中  S  =  {x  G  (K3)n|  =  0,  ^  y^TOj||a：i|l2  =  1}， 碰撞集 △ = 

{x  e  对于 i  #  j， 有而 = %}. 旋转群 SO(3) 作用在  <5-  △上， 夕 是 势函数 
v{x)  =  y  „  milTlj  „ 在 商空间 (S  — AVSCKS) 上 诱导的 函数. 注 意函数 —  R 

II 
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是在 旋转群 SO(3) 下不 变的. 对于 相对平 衡点有 类似的 解释, 只 需将本 段中的 3 换 
成 2, 而且 商空间 5/SO(2) 同胚于 n  -  2 维 复射影 空间. 

因此 Wintner 问题的 一 个 等价描 述是： 对 于任何 选定的 正实数 m：L, … ，mTC ，上 
述 的临 界点个 数是否 有限？ 

ShubPl 已经 证明临 界点集 合是紧 致集， 因 此中心 构型的 有限性 等价于 的临 
界 点的孤 立性. 应该指 出文献 中已证 明了当 n  =  3 时 f 没有退 化的临 界点， 但当 
n>4 时 确有退 化的临 界点. 

3 体 问题共 有五个 相对平 衡点： 其中的 三个被 Lagrange 发现， 另外 两个被 Euler 
所 发现. 太阳 系中的 Trojans 和 Greeks 小 行星群 相应于 Lagrange 相对平 衡点. 
Euler 相对平 衡点和 人造卫 星轨道 的设计 有关. Hampton 和 MoeckelW 证明 了该猜 
想对 4 体问题 成立, 但 他们的 方法不 容易被 推广到 （平面 或空间 )5 体的 情形. 迄今 
该问题 5 体以 上的情 形尚未 解决. 

当 叫 允许为 负时， 中 心构型 也有很 强的物 理背景 （漩 涡和 静电学 等). Roberts!6! 
通 过构造 例子证 明此时 有限性 猜想不 成立. 

众所 周知， n 体 问题有 10 个著名 的首次 积分： 重心， 线 动量， 能 量和角 动量守 
恒分 别给出 其中的 3 个、 3 个、 1 个和 3 个首 次积分 . G.  D.  Birkhoff 提出 如下问 
题：在 n 体问 题中， 相 空间中 的角动 量为常 数的子 流形的 拓扑是 什么？  Smal#] 在 
平面 n 体问 题的情 况下讨 论了拓 扑发生 变化的 特征, AlbouyW 对空间 n 体 问题得 
到了和 Smale 同样的 结果. 该 问题的 一 个 阻碍即 Wintner 问题. 所 以平面 和空间 n 
体问 题中的 Birkhoff 问 题的最 后解决 依赖于 Wintner 问题的 解答. 最近, McCord- 
Meyer-Wangl5! 对空间 3 体问 题情形 解决了  Birkhoff 问题. 对于诸 多相关 材料的 一 
个 很好的 历史概 述和数 学背景 知识, 也请 参见文 献问. 

中心 构型在 天体力 学中占 有重要 地位. 除了 上文提 及的它 和平面 或空间 n 体 
问 题的积 分流形 的密切 关系之 夕卜， 它还和 周期解 的构造 （如 同形解 (homographic 
solutions),  “8”  字型解 等)、 所 有天体 的完全 碰撞、 非碰撞 奇性的 研究、 n 体 问题的 
不 可积性 等天体 力学的 根本问 题息息 相关. 另外， 从求解 实代数 方程组 的角度 来说， 
研 究中心 构型方 程本身 也很有 意义. 

和中心 构型有 限性猜 想相关 的一个 猜想是 对 于任意 选定的 正实数 mi ，…， 
TU4 作 为质量 ,  4 体 凸相对 平衡点 在每种 相对位 置下唯 一 . 

更多的 背景知 识可在 Moeckel 关于中 心构型 的讲义 (http://www.math.umn.edu/ 
rick/notes/Notes.html) 以及  Abraham  和  Marsden  的书 中 找到. 
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波利亚 （PcSlya) 猜测 

Polya  Conjecture 


1960 年, Polya 本人在 文献问 中就 n  =  2 且 0 是 平面覆 盖区域 的情形 证明了 
上述 猜想. 平面 覆盖区 域是一 类非常 特殊的 区域， 它是 指用该 区域不 相交地 铺垫起 
来 可以覆 盖整个 平面. 如长 方形和 三角 形是平 面覆盖 区域, 但 圆盘不 是平面 覆盖区 
域. 

20 年 之后， E.  Lieb 于 1980 年在 文献⑷ 中 证明： 存 在一个 正常数 使 
得 

_  /  fc  \  " 

Afe  ^  Cn  (  |q|  )  ， k  =  1,2,  ■■- . 
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据我们 所知， 关于 P61ya 猜测 的最好 结果是 

Xk  ^  W+2°n  (pj)  '  k=l'2'"'  '  (O.2) 

这一结 果是由 Peter  Li 和丘 成桐在 1983 年的 文献问 中证 明的， 并被 他们于 1994 
年写进 了专著 [6]. 

到目前 为止, Polya 猜测仍 然是穸 个悬而 未决的 难题. 另外， 关于 Neumann 边 
值的 特征值 P61ya 也给出 了一个 不等式 反向的 猜测， 但除了 文献问 中的部 分结果 
外没 有任何 进展. 人 们也可 考虑多 重调和 算子特 征值的 Polya 型猜测 [7L 


.1.  2  .3.  .4.  .5.  .6.  7 
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玻 尔兹曼 (Boltzmann) 方程的 

Boltzmann-Grad  极限 

Boltzmann-Grad  Limit  for  The  Boltzmann  Equation 


下面 介绍的 是从微 观到介 观尺度 极限的 问题， 当 中也牵 涉到可 逆到不 可逆的 
转变。 

Boltzmann 方 程是统 计物理 中的一 个基本 方程， 它 描述了 稀薄气 体中大 量粒子 
通 过碰撞 相互作 用的各 种物理 现象中 其分布 随时间 的统计 演化。 

无量 纲化的 Boltzmann 方程具 有如下 形式： 

Shft  +  c  •  Vx/  +  Vc  -  (Ff)  =  -Q(f,  /),  (t,x,e)eK+xK3xK3.  (1) 

tv 

这里 f{x,^,t)  ^  0 为粒子 的分布 函数， 为外力 向量， Q(f,  f) 为碰撞 算子， 它是微 
观速 度的一 个双线 性非局 部算子 且其核 由 粒子间 相互碰 撞的物 理特性 所决定 .上 
述方程 中的两 个参数 Sh 与 k 分别是 Strouhal 数以及 Knudsen 数. 它们 的乘积 
Sh.K 等于 平均自 由时 间与参 考时间 之比的 2v^ 倍. 无 量纲化 的参数 灿与 k 不仅 
刻画了 分子碰 撞的不 同效应 ，而且 给出了 与碰撞 算子相 关的时 间和空 间导数 的权. 

虽 然关于 Boltzmann 方 程的数 学理论 的研究 已取得 了许多 进展， 比如 大初值 
整 体弱解 （重正 化解） 的存 在性、 平衡态 (Maxwell 分布） 附近 小扰动 整体解 的存在 
性 及上述 整体解 的流体 力学极 限等， 关于从 Newton 力学到 Boltzmann 方 程的极 
限， 即 所谓的 Boltzmann-Grad 极限的 严格数 学论证 基本上 只限于 Lanford 的经典 
工作 A 事 实上由 粒子所 满足的 Newton 方程组 通过取 

N  00,  a  — >  0,  No2  — +  a 

的极限 来从数 学上严 格推导 Boltzmann 方 程是由 Grad 提出的 W 并被 Lanford 从 
数 学上严 格证明 ％ 这从 数学上 证实了  Boltzmann 方程 推导的 正确性 （见下 面的示 
意 图). 这里 iV 为 粒子数 , ex 为粒子 的半径 , a  >  0 为一 常数. 

与下 述示意 图有关 的历史 与进展 的一个 比较好 的综述 可见文 献问. 到 目前为 
止与这 一示意 图的严 格数学 理论相 关的工 作有： 对硬球 模型, 关于大 初值、 小 时间段 
的结果 见文献 [7], 小 初值、 大时 间段的 结果见 文献问 、问. 另 外对小 初值以 及大时 
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Newton 方程 o  Liouville 方程 

0 

BBGKY 层次 

i  Boltzmann-Grad  极限 
N—°°,  d—Q， N(r2—a 
Boltzmann  层次 

j| 分 子混沌 的传播 
Boltzmann  方程 

Boltzmann-Grad  极限 

间段， 文献 h 讨 论了一 类修改 了的软 位势的 情形. 所 有上面 的结果 都是限 于全空 
间 的情形 且没有 考虑外 力项的 影响. Uchiyama 在文献 [8] 考虑 了离散 速度模 型并给 
出了  一 个 Lanford 的结论 不成立 的粒子 系统. 文献网 利用 一 个推 广了的 Cauchy- 
Kovalevskaya 定理 给出了 上述 结果的 一 个比较 简洁的 证明. 事实 上关于 Newton 方 
程与 Boltzmann 方 程之间 的数学 联系有 两个关 键点： Boltzmann-Grad 极 限和分 
子混沌 传播的 模式. 

总之， 如 何在如 下两种 情形下 来证实 Boltzmann-Grad 极限是 一 个非常 具有挑 
战性 的数学 问题： 其一是 对大初 值以及 大的时 间段, 其 二是对 其他的 物理情 形比如 
一般的 粒子相 互作用 位势的 情形、 具有 外力的 情形和 具有物 理边界 条件的 情形. 
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玻 尔兹曼 (Boltzmann) 方 程的流 体动力 学极限 

Fluid  Dynamical  Limits  of  The  Boltzmann  Equation 


在气 体和流 体动力 学中， 许多著 名的运 动方程 已经被 推导， 它们 着重于 考虑气 
体和流 体在不 同物理 尺度下 的不同 方面， 而且 它们中 的大多 数是经 典的， 可 以追溯 
到 19 世纪或 更早. 下面 介绍的 问题是 关于介 观到宏 观尺度 的极限 问题. 

气体 和流体 在宏观 尺度下 被看作 一个连 续体, 它们的 运动由 诸如物 质密度 、宏 
观 速度、 绝对 温度、 压强、 张力、 热 流等宏 观量来 描述. 迄今 为止， 在 流体力 学所提 
出的方 程组中 最著名 的当属 （可 压或不 可压） Euler 方 程组和 Navier-Stokes 方 程组. 

之相反 的是， 在微观 尺度， 气体、 流体乃 至任何 物质都 被看作 一个由 微观粒 
子 （原子 / 分子 ） 组成 的多体 系统. 于是， 这个系 统的运 动可在 经典力 学的框 架下由 
耦合的 Newton 方 程组来 描述. 如 果微观 粒子的 数目为 7V, 所 涉及方 程的数 目则为 
6N. 


虽然 Newton 方程是 经典力 学的第 一 原理, 但 由于方 程的数 目太大 （iV 与 Avo- 
gadro 常数 6  x  1023 同 阶)， 故 不可能 给出所 有的初 始值， 从而 这些方 程在实 际应用 
中用处 不大， 人们 只得转 向统计 方法. 另一 方面， 前面 提及的 流体动 力学宏 观量是 
与依赖 于某个 微观状 态的量 的统计 平均有 关的. 动力 学理论 则给出 了气体 和流体 
的中观 描述， 它 被认为 是联系 宏观和 微观尺 度的一 个核心 理论. 一个 基本且 经典的 
动力学 方程是 Boltzmann 方程 

ft  +  Hf=  lQ(fJ),  (t,x,  €  R+  x  K3  x  K3. 

K 

这里 ^  0 为粒子 的分布 函数， AC 称为 Krmdsen 数， 它 等于微 观尺度 与宏观 
尺度 之比, Q(f,f) 为碰撞 算子, 它 是微观 速度的 一个双 线性非 局部算 子且其 核由粒 
子间相 互碰撞 的物理 特性所 决定. 

第一 个从动 力学方 程推导 出流体 力学方 程的是 Maxwell 和 Boltzmann. 这些 
早期的 推导基 于动力 学方程 中不同 项之间 的相互 平衡的 技巧. 从 某种程 度上讲 ，这 
些平衡 技巧似 乎是任 意的. 因此， Hilbert 认为 这些推 导应该 基于关 于非量 纲的小 
参数 ac 的一 个系统 的展开 ，即 Hilbert 展开. 稍后 Chapman 和 Enskog 独立 提出了 
关 于这一 小参数 的一个 不同的 展开， 即 所谓的 Chapman-Enskog 展开. 

Hilbert 展开和 Chapman-Enskog 展开的 首项为 可压缩 Euler 方程， 其 他阶依 
次为 可压缩 Navier-Stokes 方程、 Burnett 方 程及超 Burnett 方 程等. 验证这 些形式 
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展开 是很困 难的， 部 分原因 在于对 这些流 体力学 方程基 本的适 定性与 正则性 结果都 
仍 旧没有 解决. 我 们将从 下面三 个方面 介绍流 体力学 极限的 验证： 

(1)  注意， 可压缩 Navier-Stokes 方程 并不是 Boltzmann 方 程的任 何极限 所导出 
的 方程. 另一 方面， 即使 Boltzmann 方程和 可压缩 Euler 方程 在描述 不同尺 度下的 
波现象 时有相 似之处 ，从 Boltzmann 方程到 可压缩 Euler 方程 的流体 力学极 限仍是 
一 个本领 域具有 挑战性 的公开 问题. 其中 的一个 主要困 难在于 可压缩 Euler 方程的 
解一般 会产生 奇性， 即 激波的 形成， 因而人 们不得 不转向 弱解的 研究. 于是， 问题是 
如何 对满足 适当熵 条件的 弱解验 证上述 极限. 关 于这方 面的一 些特殊 情形的 工作有 
Caflisch[5l,  Nishida^7! ,  Ukai-Asano 間和  Yu[10]. 

(2)  对 不可压 方程， 有许 多工作 H 研 究了在 长时间 尺度下 直接得 到不可 
压  Navier-Stokes  方程. 特 别地， Golse-Saint  Raymond!6) 证明了  Boltzmann  方程的 
DiPerna-Lions 的重 整解的 适当的 rescaled 序列 收敛到 不可压 Navier-Stokes 方程的 
Leray 解. 即便 如此， 该解的 唯一性 和正则 性还是 一个大 的公开 问题. 

(3)  最后， 与经 典的流 体力学 方程组 相比， Boltzmann 方程 提供了 更多的 信息， 
所以它 可以用 来描述 一 ■些 经典的 方程如 Euler 和 Navier-Stokes 方程 等所不 能描述 
的 现象. 这些 有趣的 现象， 比如 稀薄气 体中的 thermal  creep  flow, 早在 Maxwell 时 
代 已为人 知晓. 关 于它们 的研究 ，从 20 世纪 60 年代 起就有 一些基 于动力 学方程 
的渐近 推导和 数值计 算的工 作问， 但是这 些现象 严格的 数学理 论至今 完全是 一个空 
白. 
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不可压 缩纳维 耶-斯 托克斯 (Navier-Stokes) 方程 

Incompressible  Navier-Stokes  Equations 


不 可压缩 Navier-Stokes 方 程描述 了黏性 不可压 缩齐次 流体的 运动. 根据 New¬ 
ton  力学 中的质 量守恒 和动量 守恒, 我们得 到如下 方程： 

dtu  —  uAu  +  (u  -  V)u  =  —Vp  +  /,  (1) 

n 

V  •  li  =  ^  diUi  =  0,  (2) 

i=l 

其中， u 表示速 度场， P 表示压 强函数 ， 〃 是黏性 系数， / 表示外 力场. 方程 （1) 表 
示流体 的动量 守恒， 方程 （2) 表 示流体 的质量 守恒， 即不 可压缩 条件. 在恒 温的情 
况下， 若速度 场适当 光滑， 对不可 压缩齐 次流体 来说， 能量守 恒是动 量守恒 和质量 
守恒的 推论. 该方程 是法国 工程师 Navier 于 1822 年以 适当分 子模型 为基础 建立起 
来的. 随后， 由于  Poisson(1831),  de  Saint  Venant(1843), 特别是  Stokes(1845) 等人 
的 贡献， 他 们以连 续介质 力学为 基础， 重新建 立了该 方程. 因此， 后 人称该 方程为 
Navier-Stokes  方程. 

法 国著名 数学家 J.  Leray 于 1933 年和 1934 年连续 发表了  3 篇 论文， 建立了 
黏性不 可压缩 流体力 学的数 学理论 基础. 特 别地， Leray 构造 了二维 和兰维 Navier- 
Stokes  方程 Cauchy 问 题具有 有限能 量的一 类整体 弱解； 当初 始值光 滑时， 存在 
7\(>0), 使 得该弱 解在局 部时间 （0,  7\) 内是光 滑的; 且 在某个 适当大 的时间 r2  > 
之后， 该弱解 也是光 滑的. Leray 进一 步分析 并证明 了他所 构造的 弱解关 于时间 
的可能 奇异点 集合的 Lebesgue 测度 为零. Hopf(1951) 证 明了， 在任意 3 维区域 
上， Navier-Stokes 方 程初边 值问题 具有有 限能量 弱解的 整体存 在性. 随后， Lions, 
Prodi(1959) 和  Ladyzhenskaya(1959) 等人 证明了 对二维  Navier-Stokes  方程， 当初 
始值 适当光 滑时, 其 整体弱 解的唯 一性、 正则 性和稳 定性， 从 而证明 了二维 Navier- 
Stokes  方程 解的适 定性. 

关于 3 维 初边值 问题, 在如 下特殊 情形之 一：① 所 给初始 值关于 某个轴 具有轴 
对 称性, 且 充满流 体的区 域不包 括该对 称轴； ② 所给 初值是 旋转对 称的； ③ 所给初 
值 是螺旋 对称的 ，则 Navier-Stokes 方程 是整体 唯一可 解的. 对 于一般 情形， 在给定 
的 初始值 的某种 范数适 当小或 流体运 动区域 适当小 的假设 条件下 ，证 明了整 体光滑 
解的存 在性; 或 在各种 不同的 正则性 假设条 件下, 研究了  Leray-Hopf 弱解的 唯一性 
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和正 则性. 但是， 当初 始值是 无穷光 滑且有 紧支集 （初 始值和 流体运 动区域 的大小 
没 有任何 限制） 时 ，其 Leray-Hopf 弱 解的唯 一‘ 性和正 则性， 或 光滑解 的整体 存在性 
至今没 有解决 .从 1976 年起, Scheffer 发表 了系列 论文, 开始 研究一 类弱解 (suitable 
weak  solution) 奇异点 集合的 大小， 即弱解 的部分 正则性 问题. 到目前 为止， 最好的 
结果由 Caffarelli,  Kohn 和 Nirenberg(1982) 得到. 对于 一 ■类满 足广义 能量不 等式的 
弱解 （suitable  weak  solution), 他们 证明了 关于 时间空 间的可 能奇异 点集合 的一维 
Hausdorff 测度 为零. 林芳 华教授 简化了 他们的 证明. 1995 年， Necas,  Ruzicka 和 
Sverak 等 证明了  Navier-Stokes 方程 不存在 非平凡 的后向 自相 似解. Miller,  O’Leary 
和 Schonbek(2001) 证明 了不存 在非平 凡的更 广的一 类后向 自相 似解. 

因此， 当 初始值 是无穷 光滑， 散度为 零且有 紧支集 （初始 值和区 域的大 小没有 
任何 限制） 时， 三维不 可压缩 Navier-Stokes 方程光 滑解的 整体存 在性， 或光 滑解在 
有限时 间的爆 破性, 是不 可压缩 流体力 学数学 理论中 最基本 的公开 问题. 它是 Clay 
研究所 悬赏一 百万的 七个著 名千禧 年问题 之一， 也是 俄罗斯 科学院 和著名 数学家 
Smale 认为 本世纪 需要解 决的重 大问题 之一. 

当黏性 系数〃 趋于 零时， Navier-Stokes 方 程初边 值问题 的解， 在 流体运 动区域 
的 内部， 是 否趋向 于相应 的理想 流体即 Euler 方 程初边 值问题 的解， 以及流 体边界 
层 问题的 刻画？  Navier-Stokes 方 程初边 值问题 的解究 竟在何 种程度 精确地 描述了 
实际 流体的 流动？ 这些 也是不 可压缩 Navier-Stokes 方 程研究 中最基 本而很 重要的 
问题. 
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等 谱问题 

On  The  Isospectral  Problem 


设 仏和％ 为 R" 中两 个有界 区域， 分 别考虑 其上的 Laplace 算子的 特征值 

问题 

…、 }  -Am  =  Xu,  x  €  fii,  .  .  j  -Av  =  nv,  x  €  fi2, 

\  w|an!  =  0,  I  v\gn2  =  0, 

则特征 值问题 （Di) 和 （D2) 分别有 离散谱 {Ai}ieN 和 {M 參 若对 每一个 i  e  N, 
均有 


=  IM，  (1) 

则称 和 ％ 关于 Dirichlet  Laplacian (也 可考虑 类似的 Neumann  Laplacian) 是两 
个 等谱的 区域. 于是 可以提 出这样 的问题 ，即 

等谱问 题若％ 和 是等谱 的两个 区域, 那么 它们一 定是等 距同构 的吗？ 

在 应用背 景下， 每一个 特征值 \ 可以看 成是对 D 在 作某种 测量， 所以 形象地 
说， 以上等 谱问题 是指如 果对％ 和 在所有 的那些 （无穷 多种） 测 量下得 到的数 
据 都是相 同时， 是否在 几何上 可推出 ^和％ 是 可以完 全的重 叠在一 起的？ 遗憾 
的是对 于这一 问题的 回答, 我们得 到的答 案一般 却是否 定的. 

这 方面的 第一个 反例是 MilnorM 给 出的， 他当时 构造出 了一对 等谱的 但非等 
距 同构的 16 维 环面的 例子. 但 人们真 正感兴 趣的是 在平面 R2 上是 否有上 述的等 
谱问 题成立 W. 这方 面的研 究涉及 到分析 （椭圆 算子的 谱)、 几 何和拓 扑等学 科交叉 
的内容 P 1992 年， Gordon- Webb- Wolpert  161 在 这方面 取得了 突破性 的进展 ，他 
们 在平面 R2 上构 造出了 一对边 界逐段 光滑的 等谱但 非等距 同构的 例子. 随 后文献 
[6] 中的复 杂证明 被文献 [7] 和 [8] 利用新 的证明 思想简 化了. 接下来 这方面 还有两 
个困 难的问 题一直 困惑着 人们： ①是否 在平面 R2 上可 以构造 一对有 界连通 区域, 
其边界 是非常 不光滑 （甚至 于是具 分形的 边界） 的， 使 得它们 是等谱 的但却 非等距 
同构？ ② 是否 在平面 R2 上可以 构造一 对具光 滑边界 （至 少要 C1 光滑的 ） 的有界 
连通 区域， 它 们是等 谱的但 却不是 等距同 构的？ 

2000 年， 文献問 在平面 R2 中 构造出 了一对 具分形 边界的 连通有 界区域 ，它 
们是等 谱的， 但 非等距 同构， 从而解 决了以 上所提 的问题 （1). 但按 照专家 们的共 
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识， 以 上所提 的问题 （2) 是一个 有相当 难度的 问题， 到 目前为 止还未 见有能 被解决 
的 迹象. 让我 们再次 叙述一 下这个 问题： 

问题 平面 R2 上是否 存在一 对具光 滑边界 （至 少为 C1 光滑的 边界） 的有 界连通 
区域， 它 们是等 谱的， 但却 非等距 同构？ 

以 上所提 的问题 是分析 学家、 几何拓 扑学家 共同感 兴趣的 问题, 读者可 通过这 
里所 列举的 参考文 献进一 步深入 了解和 研究. 
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钝 体超音 速绕流 问题的 数 学分析 

Problem  on  Supersonic  Flow  Around  Blunt  Bodies 


当一个 飞行体 在空气 中以超 音速的 速度飞 行时， 一般在 飞行体 前方就 会产生 
一个 激波. 按相 对运动 的观点 也可理 解为， 当一个 超音速 气流越 过一个 固定物 体时, 
由于 物体的 阻绕， 在 物体前 方会形 成一个 激波. 这个激 波面的 形成， 将大大 改变气 
流的 状态， 从而改 变物体 受力的 情况. 研 究超音 速气流 受固定 物体阻 绕后所 产生的 
激波面 的位置 以及波 后的流 场就称 为超音 速绕流 问题. 显然， 它对于 现代高 速飞行 
技术的 发展是 至关重 要的. 

力 学实验 指出， 当 超音速 流越过 的物体 具有尖 头部时 （例 如物体 呈薄翼 或尖头 
锥体时 )， 物体 前方的 激波是 附着在 物体头 部的. 这时， 在物体 表面与 激波之 间的区 
域中流 动仍然 是超音 速的. 相反， 当 物体头 部是钝 头时， 例如该 物体是 球体、 具有 
球形头 部的锥 体或具 有大顶 角的锥 体等， 这个 激波面 将是脱 体的， 即 激波面 与物体 
表面有 一定的 距离. 在激 波的正 后方， 流动 是亚音 速的， 而在波 后下游 较远处 ，流 
动仍可 以是超 音速的 H 所以 在激波 到物面 的整个 区域中 所出现 的是一 个跨音 
速流. 

对于力 学实验 中观察 到的现 象在理 论上给 以严格 的证明 将能更 深刻地 了解运 
动的 特性, 也能 为相应 的数值 计算提 供可靠 的理论 基础. 空气动 力学中 通常用 Euler 
方程或 Navier-Stokes 方程 来描写 流动. 如果 将空气 的黏性 忽略, 又将激 波视为 一 个 
流动 量的间 断面, 则 确定激 波以及 激波后 的流场 就导致 Euler 方程组 的一个 自由边 
界 问题. 这 是偏微 分方程 理论中 一个很 复杂的 问题. 将问题 稍简化 一些， 例 如将激 
波后的 流动用 无旋流 描述， 则 通过引 入位势 函数也 可以将 Euler 方 程组简 化为一 
个二阶 非线性 偏微分 方程, 称为 位势流 方程. 

E 矗 (丑 (▽煞 J  =。， 

i=l  1 

这个方 程在超 音速区 域中为 双曲型 方程, 而在亚 音速区 域中为 椭圆型 方程. 这样钝 
体绕 流的整 个流动 就必须 用一个 混合型 方程来 描写. 由于流 场内流 体速度 的分布 
是未 知的， 所以 从双曲 型方程 变化到 椭圆型 方程的 变型线 也是未 知的. 又因 为流体 
运动方 程是非 线性的 ，从而 在描写 钝体绕 流问题 时人们 将面对 一个非 线性混 合型方 
程的 问题. 若 直接用 Euler 方 程组讨 论纯体 超音速 绕流， 方程 的变型 又会与 流线特 
征 交织在 一起. 相应的 问题自 然更为 困难. 
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对于尖 头物体 的超音 速绕流 问题， 已 经在一 定条件 下证明 了在物 体头部 含附体 
激波 解的存 在性与 稳定性 P 〜 71  . 但 是对于 钝头物 体超音 速绕流 问题， 由于方 程的变 
型不可 避免, 至 今无论 是关于 解的存 在性、 稳定 性或是 关于解 的结构 等都缺 乏数学 
理论 已严格 证明的 结果. 因为 即使是 对线性 混合型 方程， 其系 统理论 成果与 椭圆型 
方 程或双 曲型方 程相比 也要少 得多. 但 由于纯 体超音 速绕流 问题在 空气动 力学中 
的重 要性， 而在 数学分 析的处 理上又 会同时 涉及非 线性、 混 合型、 自由 边界、 整体 
解 等在偏 微分方 程理论 中普遍 认为是 最困难 的因素 ，所 以这个 问题在 偏微分 方程领 
域中 很受人 关注. 对这个 问题研 究的进 展将会 对偏微 分方程 理论的 发展起 重大的 
推动 作用. 
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非 线性双 曲型守 恒律方 程组的 
高 维黎曼 (Riemann) 问题 

Multi-dimensional  Riemann  Problems  of  Nonlinear 
Hyperbolic  Systems  of  Conservation  Laws 


Riemann 问 题是非 线性双 曲型守 恒律方 程组理 论中的 一个特 殊的初 值问题 .在 
一 个空间 变量的 情形， Riemann 问题就 是初始 资料在 正负: r 半轴上 分别取 常状态 
的 间断始 值问题 .在 20 世纪 50 年代 Peter  Lax 对于 含一个 空间变 量的拟 线性严 
格 双曲型 方程组 证明了 如下的 结论： 如 果它是 真正非 线性或 线性退 化的， 那 么当在 
正负; c 半轴 上所取 的常状 态很接 近时， Riemann 问题 在该状 态的邻 域中存 在唯一 
的 具有小 幅度的 熵弱解 I1，2]. 对于 含一个 空间变 量的拟 线性双 曲型方 程组， Riemann 
问题 的解可 以作为 “基本 结构”  (building  block) 来构造 非线性 双曲型 守恒律 方程组 
一般 初始值 问题的 整体熵 弱解, 又 在一定 条件下 代表了 初始值 问 题整体 熵弱解 的渐 
近性态 吼 所以， 它的重 要性是 不言而 喻的. 

在多 个空间 变数的 情形, 人们 也自然 想从最 基本的 间断始 值问题 着手研 究非线 
性双曲 型守恒 律方程 组理论 的各类 问题. 例 如在两 个空间 变数的 情形， 将初 始平面 
划 分成以 原点为 心的几 个角状 区域, 在每 个区域 中初始 资料取 为常态 的始值 问题就 
是 这样的 问题， 它称 为二维 Riemann 问题. 对于 含更多 空间变 数的情 形也可 以类似 
地 定义更 高空间 维数的 Riemann 问题. 由于 Riemann 问题的 初始条 件在自 变量的 
伸缩 变换下 不变. 而 很多守 恒律方 程组, 例如空 气动力 学中的 Euler 方程组 ，在 自变 
量的伸 缩变换 下也保 持形式 不变， 所以这 时相应 Riemann 问 题的解 也具有 在这种 
变换下 不变的 性质， 这 样的解 称为自 模解. 但是， 即使 在含两 个空间 变数的 双曲型 
方程组 Riemann 问题的 情形, 只 要方程 组含有 真正非 线性的 特征, 它 的自模 解所满 
足的方 程就不 是纯双 曲的， 通 常会是 混合型 方程. 于是 一个双 曲型方 程组的 间断始 
值问 题将 转化为 混合型 方程的 具无穷 远处边 界条件 的边值 问题 .加上 所考察 的解可 
能含有 间断， 问 题就变 得十分 复杂. 

高维 Riemann 问题的 研究要 求对非 线性波 的相互 作用有 深入的 了解与 细致的 
刻画， 它 会导致 对非线 性方程 许多特 定边值 问题的 研究， 也同 时提供 了混合 型方程 
各 种边值 问题的 实例， 此外， 一 些特定 的物理 问题也 可以视 为高维 Riemann 问题 
的 特例. 例如 角状区 域的水 坝坍塌 问题、 平 面激波 被斜坡 反射问 题等. 所以， 高维 
Riemann 问题 的研究 不仅对 非线性 双曲型 守恒律 方程组 理论有 重要的 意义, 而且对 
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于整 个偏微 分方程 理论的 发展也 有重要 影响. 
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非线性 椭圆方 程中的 De  Giorgi 
及 吉本斯 (Gibbons) 猜想 

De  Giorgi  and  Gibbons  Conjectures  in  Nonlinear  Elliptic  Equations 

许多实 际问题 通过一 些规范 的数学 技巧, 可以 简化为 研究下 面两类 方程： 

(I)  Au  —  w  =  0,  w  >  0,  x  G  RN , 

(II)  Au  —  u  —  u3  =  0^  |w|  <  1,  x  G 

其中 p>  1,N 是空间 维数. 我们 称问题 （I) 为 非线性 Schrodinger 方程， 称问题 （II) 
称为 Allen- Cahn 方程. 

一个基 本的问 题是对 CO 和 （II) 的 解进行 分类. 

Gidas-Ni-NirenbergW 证明 了如下 著名的 结果： 如果⑴ 的 解满足 

lim  u{x)  =  0,  (1) 

|x| — >-+oo 

那么， w 必然 关于某 个点为 径向对 称的， 这 样方程 （I) 就可以 化为常 微分方 程了. 
对方程 （II), 我们 已知当 iV  =  1 时 为^个 常微分 方程， 并 有如下 的解： 

u  =  tanh  ~^=z .  (2) 

v2 

1978 年， De  Giorgi P) 提 出如下 猜想： 

De  Giorgi 猜想 如 果假设 m 满足 （II) 以及 


则 至少当 iV  <  8 时， u 的 水平集 是 超平面 (也 就是说 u  =  tanh 
/ x • a  —  b\\ 

V  y/2 

De  Giorgi 的猜 想是和 极小曲 面中的 Bernstein 猜想有 密切关 系的. Bernstein 
猜 想为： 

Bernstein 猜想 的极 小曲面 如果是 图像， 它一 定是超 平面. 

Simons[3] 证 明了当 7V  彡 7 时， Bernstein  猜想是 对的； Bombieri,  De  Giorgi  及 
Giusti[4] 给出 了一个 Bernstein 猜想在 N  >  7 时的 反例. 
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最近 十年对 De  Giorgi 猜想 的研究 有很大 的进展 .如 Ghoixsscmb 及 Gui[5] 证明 
了当 7V  =  2 时， De  Giorgi 猜 想是成 立的. CabM 及 Amrosio^ 证明了  N  =  3 时的 
De  Giorgi 猜想. Savin[7] 证 明了当 4 彡 AT 彡 8 时， 如 果假定 

lim  u(xf  ,xn)  =  il?  (4) 

Xn - > •土 +oo 


则 De  Giorgi 猜想是 对的. 

于 是我们 可以提 出如下 问题： 

问题 1 当 4  <  iV  <  8 时， 如果去 掉条件 （4)， De  Giorgi 猜 想是否 成立？ 

当  JV  彡 9 时， Del  Pino,  Kowalczyk  及  Wei[8l  构造了 一 个  De  Giorgi  猜 想的反 
例， 他 们的证 明主要 是用到 Bombieri,  De  Giorgi 及 GiustiW 的 反例. 

问题 2 当 iV  >  9 时， 是否还 可以构 造其他 更多的 反例？ 

条件 （4) 是和 下面的 Gibbons 猜测有 关的. 

Gibbons 猜想 如 果假设 w 满 足方程 （II) 以及 

lim  u{x',Xn)  =  ±1  (5) 

xn - > ■士  oo 

对 a/  —致地 成立， 那么 w  =  tanh  (x 工 &) . 

Barlow-Bass-Gui  (2000),  Berestycki-Hamel-Momeau  (2000) 以及  Farina  (1999) 
分别 给出了  Gibbons 猜想的 不同的 证明. 

问题 1 的研 究更加 困难， 在某些 方面， 它 和几何 中的常 平均曲 率曲面 (CMC) 
的 研究有 很大的 关系， 并 且它的 解的结 构极为 复杂. 例如 Del  Pino,  Kowalczyk， 
Pacard 及 Wei[9] 证明 了对任 何一个 Toda 系统 的解， 都 对应着 （I) 的一 个解. 
同样的 ，对 （I), 我们可 以提出 下面的 问题及 猜想： 

问题 3 (Gibbons 猜想） 如 果假设 w 满 足方程 （I) 以及 

lim  u(xf  ,xn)  =  0  (6) 

I^iv|— ^+00 

对 /  —致地 成立， 那么 u(x\xn) 对于〆 是 径向对 称的， 对于 TJV 是周 期的. 

条件⑹ 说明了  w 只有两 个末端 （ends). 对 CMC 曲面， Korevaar,  Kusner 及 
Solomon t10] 证明 了只有 两个末 端的常 平均曲 率曲面 一 ■定是 Delaunay 曲面. Gibbons 
猜想 （问题 3) 可看作 是此几 何上的 结果所 对应的 PDE 方 面的一 个自然 推广. 
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冯 •诺 伊曼 （Von  Neumann) 悍论 

Von  Neumann  Paradox 


激波 反射的 转换问 题是在 激波反 射研究 中一个 长期未 解决的 问题. 如所知 ，当 
激波遇 上障碍 物时就 会被障 碍物所 反射. 一个 典型的 情形是 平面激 波被平 直表面 
的 反射. 当入 射角较 小时， 激 波反射 与线性 波反射 的图像 相近. 但当入 射角较 大时, 
激波反 射与线 性波反 射的图 像会有 很大的 区别. 这时， 入射波 与反射 波的交 点不在 
障碍 物的表 面上， 而 是与物 体表面 有一段 距离. 另有一 个激波 将交点 与物面 相连， 
这个激 波称为 Mach 杆. 在定常 流中的 激波反 射与在 非定常 流中的 激波反 射都会 
出 现这一 现象. 

1M3 年， Von  Neumann 通过激 波面上 应当成 立的激 波关系 （Rankine-Hugoniot 
关系） 的分析 指出， 在上述 三个激 波交点 处仅含 三个激 波不含 其他类 型间断 的非线 
性 波结构 不可能 存在， 从而引 入了三 个激波 加一个 接触间 断的波 结构， 称为 Mach 
结构. 在 激波反 射问题 中何时 出现正 则反射 结构或 Mach 结 构可以 用激波 极线理 
论来 分析. 激波极 线是在 相平面 （例 如以速 度分量 为 坐标， 或以 压力: p 与速度 
方向角 0 为 坐标的 平面） 上能 与一个 确定状 态相连 接的所 有可能 状态的 轨迹. 激波 
极线与 坐标轴 的交点 或不同 激波极 线的交 点对应 于可能 的正则 反射或 Mach 反射. 
这 一 模型 也称为 Von  Neumann 模型. 

在多数 情形下 ，由 Von  Neumann 模型 可给出 会发生 哪种激 波反射 的一个 预测. 
但是, 在某 些流场 参数组 合下, 按照激 波极线 理论的 分析, 正则 反射与 Mach 反射都 
可能 产生, 这 就是所 谓双解 区域. 当入 射激波 强度很 弱时， 双解 区域会 很大. 由于在 
真实流 动中， 应 该只有 一种情 况实际 出现， 究竟 哪种反 射现象 会现实 地出现 就是一 
个令人 疑惑的 问题？ 此外， 在激波 反射中 也会出 现这种 情形： 即按照 Von  Neumann 
模 型既不 可能产 生正则 反射， 也不可 能产生 Mach 反射， 但在 实验中 却可以 看到类 
似于 Mach 反射的 结构. 这种 实验与 理论相 背离的 现象， 被称为 Von  Neumann 悖 
论 [2】’[6]. 

如果对 一个激 波强度 已确定 的入射 激波， 将 其入射 角从很 小的值 开始， 逐渐增 
大. 那么激 波反射 现象将 从正则 反射开 始最终 过渡到 Mach 反射. 转 变点应 当落在 
双解区 域中. 究竟何 时发生 转变？ 这是困 扰人们 很久的 问题. 为解 决这个 问题, 人们 
提出 了几种 准则： 脱离 准则， 力 学平衡 准则, 音速 准则等 W, 但 这些准 则都只 是部分 
地 与实验 相附. 近 年来， 又有 人提出 了滞后 作用的 观点来 分析双 解区域 的现象 .另 
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一 方面， 为 解释理 论上无 法预测 而实验 中出现 的类似 Mach 反射的 现象， 有 些学者 
又 提出了 新的激 波结构 ，如 Von  Neumann 结构、 Guderley 结 构等, 但 这些观 点都还 
在探 讨中. 显然， 判 定正则 激波反 射何时 转换成 Mach 反射已 不能仅 依靠激 波极线 
理论， 它需要 利用流 体动力 学方程 对整个 流场的 结构与 稳定性 进行更 深入的 分析, 
这也正 是偏微 分方程 理论所 面临的 难题. 


1  2  3  4  5  6  7 
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没有 对称性 的非 线性椭 圆 型方程 无穷多 个解 的 存在性 

Existence  of  Infinitely  Many  Solutions  of  Nonlinear 
Elliptic  Equations  Without  Symmetry 


变分 学是一 个古老 的数学 分支， 产生于 18 世纪， Euler 和 Lagrange 在 其发展 
的 早期作 出了主 要贡献 .  20 世 纪初， Hilbert 提出了  23 个著名 的数学 问题， 其中有 
两个 涉及变 分学， 特 别是第 23 问题 预言变 分学将 有很大 发展. 正如 Hilbert 所预 
言， 由于 拓扑学 等学科 的渗入 ,  20 世 纪的变 分学有 了长足 发展， 逐渐 演化成 现代变 
分学, 被 应用于 非常广 泛的数 学物理 问题. 

以 Ambrosetti 和 Rabinowitz 于 1973 年发 表的山 路引理 和对称 山路引 理为标 
志， 现代 变分学 进入快 速发展 时期. 作为对 称山路 引理的 应用， Ambrosetti 和 Rabi¬ 
nowitz  研究 了方程 


—Au  =  f(x,u),  x  ^  ft]  u  =  0,  x  G  dft  (1) 

无 穷多个 解的存 在性， 这里， Q 是^ v 中有界 区域， 具有光 滑边界 (9a  Ambrosetti 
和 Rabinowitz 证 明在下 列假设 下方程 （1) 有 无穷多 个解： 

(Ai)  /GC(OxR,M), 

(A2) 存在 c>0 和 l<p<  :  +  3( 当 TV  =  1,2 时只需 p  >  1), 使得 

iV  一  Z 

\f(x,t)  <  c(l  +  \t\p),  Vx  G  G  M, 

(A3) 存在 m  >  2 和 M  >  0 使得 

ft  1 

0  <  F(x,t)  :=  I  f(x,s)ds^：  Vx  G  O,  \t\  ^  M, 

Jo  ^ 

(A4)  f{x,-t)  = 

应当 指出， 对于更 加广泛 的椭圆 型方程 和其他 类型的 方程也 有类似 的结果 .条 
件 （A4) 是一个 对称性 条件, 它 使得对 应的能 量泛函 成为偶 泛函， 使得 Borsuk 定理 
成为 有用的 工具. 如果 只假设 （AKAJ, 上述结 论对于 某些特 例仍然 成立. 一个例 
子是 iV  =  1 的 情况， 此时 方程是 常微分 方程； 另一个 例子是 D 是 股〃 中以 原点为 
中心的 球或以 原点为 中心的 两个球 面之间 的区域 ，而 f{x,u) 只 依赖于 间 和 w, 此 
时方 程本质 上还是 常微分 方程. 
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一 般地， 上 述结论 在假设 (AiHAa) 之 下是否 成立， 是一 个长期 以来没 有解决 
的 问题， 也是 非线性 分析领 域众所 熟知的 难题, 特别地 ，在 2007 年 5 月 20 日至 26 
日 于南开 大学召 开的变 分方法 国际会 议上, Rabinowitz 向全体 参会者 又一次 正式提 
出了这 一问题 [6]. 这一 问题曾 经令国 际上许 多知名 数学家 着迷, 许多 人猜想 应该有 
肯定的 答案， 即 在假设 (AO^Aa) 之 下方程 （1) 有 无穷多 个解. 关于 这一问 题虽然 
没 有最终 答案, 但 部分结 论还是 有的. 王 志强于 1991 年 证明， 在假设 （AiHAJ 之 
下， 如 果再对 / 在 i  =  0 附近附 加适当 条件， 则方程 （1) 至少有 3 个非 零解， 这是 
迄今为 止关于 此问题 最好的 结果. 在区域 0 包含充 分大的 球时， T.  Bartsch 和 T. 
Weth 最 近证明 一个类 似方程 至少有 5 个非 零解, 但是， 要求 0 包含 充分大 的球却 
是额外 附加的 条件. 

从 20 世纪 80 年代初 开始， 为了 探寻解 决这一 问题的 思路和 方法, A.  Bahri,  H. 
Berestycki,  P.  L.  Lions,  P.  Rabinowitz,  M.  Struwe, 李 树杰， 董 光昌等 数学家 研究与 
上 述问题 密切相 关的对 称方程 的扰动 ，即 

—Am  =  \u\p^1u  +  f(x),  x  G  Cl;  u  =  0,  x  G  dfl.  (2) 

如果关 于方程 （l) 的上 述问题 有肯定 答案, 那么对 于任何 /  e  L2(n) 和 p  e  (l,  (N  + 
2)/(N  -  2)), 方程 （2) 应该 有无穷 多个解 . A.  Bahri 和 P.  L.  Lions 与 1988 年 证明， 
对 于任何 /  e  L2(n) 和 p  e  (i，iV/(7V  -  2)), 方程 （2) 有 无穷多 个解. 这是关 于方程 
(2) 的 最好的 结果， 能否 将区间 pe  (1，AT/(AT  —  2)) 扩大为 pe  (l，(iV  +  2)/(7V  — 2)) 
也 是一个 尚没有 解决的 问题. 

条件 (AO^As) 是 超线性 条件， 下 列条件 是与其 对应的 次线性 条件： 

(B0 存在 (5  >  0 使得  /  e  c(n  X  (-M)，R), 

(B2)  lim|^G  F(x,  t)t~2  =  +oo, 

(B3)  2F(x,t)  >  tf(x,  t),  Vx  G  ft,  0  <  |i|  <  5. 

在假设 (BiHBg) 之 下方程 （1) 是否有 无穷多 个解， 是与 上述问 题紧密 相关的 
又一个 尚没有 解决的 问题. 
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拟 线性双 曲 型方程 组由特 征向量 引发的 奇性 

Singurality  Caused  by  Eigenvectors  for  Quasilinear  Hyperbolic  Systems 


考 察如下 一阶拟 线性双 曲型方 程组的 Cauchy 问题: 


du  A/ 、du  ^ 

瓦 +•) 石 =  0, 

⑴ 

t  =  0  :  u  =  (p(x), 

(2) 

其中 u  =  (Ui ，… , u„)T  ^  (t,x) 的未 知向量 函数, A{u) 为具有 适当光 滑元素 aij(u) 
(i,  j  =  1, …， n) 的  n  x  n  矩阵 ，而  -  -  ,  ipn(x))T  是具 有有界  C1  模的 

C1 向量 函数. 

由严格 双曲型 假设， 在 所考虑 的区域 上矩阵 A(u) 具有 n 个互 异的实 特征值 

Ai(w)  <  A2(u)  <  … <  Xn(u).  (3) 

对 i  =  1,... ，n, 设“㈤ = {ln{u),  -  -  - J(W))T( 相应地 ， ri(w)  =  (rii(u),  -  -  -  ,ri„(u))T) 
为 对应于 Ai(w) 的左 （相 应地 ，右） 特征 向量： 

li(u)A(u)  =  Xi(u)li(u) (相 应地， 4(1«)”办) = Ai(w)ri(u))_  (4) 

方程组 （1) 可等价 地改写 为如下 的特征 形式： 

~(W) (瓦  +  入 =  0’  士  =  1， …， n.  (5) 

由局部 C*1 解的 存在唯 一性, 必 存在适 当小的  <5>0, 使得 Cauchy 问题 （1) 〜 (2) 
在 0  <  ^  <  5 上 存在唯 一 的 C1 解 u  =  u(t,x), 而且 3 般 来说, Cauchy 问题 （1) 〜 (2) 
的 C1 解 u  =  u{t,x) 也 只能在 i 的一 个局部 范围中 存在， 即可 能存在 k  >  0, 使得 
当 U 奴时， 

IIm^OII!  =  ||u(f, -)||0  +  ||^(*, -)||0 趋于 无界，  (6) 

其中 1111。 表示 c10 模. 在式⑹ 成 立时， C1  M  U  =  u{t,x) 出现 奇性, 称为奇 性形成 
或解的 破裂. 

显然， 着 一切特 征值 Aj(i  =  1， …， n) 及特 征向量 Zi(i  =  1， …， n) 均与 u 无 
关, 方程组 （1) 或 （5) 就是一 个具有 常系数 的线性 双曲组 ，其 Cauchy 问题的 C1 解 
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u  =  u{t,x) 必 对一切 i  e  R 存在， 而 永远不 会产生 奇性. 因此， 导致 C1 解 奇性形 
成的原 因只能 是下述 两种情 况至少 发生其 一：① 特征值 Mu) (i  =  1， …， n) 明显 
地 依赖于 u. ② 特 征向量 h(u)(i  =  1， …， n) 明显地 依赖于 w. 在研究 Cauchy 问题 
(1) 〜 (2) 的 C1 解 w  =  u{t,x) 的奇性 形成机 制时， 必须 考虑奇 性的形 成究竟 是由特 
征值对 w 的依 赖性导 致的， 还是 由特征 向量对 tx 的依 赖性导 致的， 抑 或由两 者联合 
导 致的， 并且考 虑其奇 性形成 的相应 形态与 特性. 

在一 切特征 向量以 i  =  1,  •…， n) 均与 w 无关的 情况， 总可设 方程组 （1) 为如下 


的对 角型方 程组: 


dui  dui 

-dt+Xi{u)^c 


=  0,  i  =  1, ,  n. 


⑺ 


此时 Cauchy 问 题⑺及 （2) 的 C1 解 w  =  u{t,x) 的 破裂自 然只是 由于特 征值对 w 
的依 赖性造 成的. 这时可 以证明 （参 见文献 [I]): 

(a) 在 奇性发 生处， 解 w  =  u(t,x) 本身 总保持 有界, 而其 一阶偏 导数％ 趋于无 
界. 


(b) 奇 性发生 是由于 同族特 征线的 包络造 成的， 奇 性的发 生点即 为包络 上 t 值 
最 小的那 一点. 


(c) 对 线性退 化的方 程组， 即对 i  =  1， …， n 成立 


^0 


(8) 


时， 永远不 会发生 奇性. 

(d) 若第 i 特征 Ai(U) 为线性 退化， 则第 i 族特征 一直到 破裂发 生的时 刻均不 
会形成 包络. 

在初值 pOr) 的 C1 模充 分小并 适当衰 减时， 即使 特征向 量可能 依赖于 ％ 上 
述这 些结论 ⑷〜 (d) 仍 然成立 （参见 文献問 、问) . 这 说明： 此时对 Cauchy 问题 
(1)-(2) 而言， 其奇性 的形成 本质上 仍是由 特征值 对 U 的依 赖性导 致的， 特 征向量 
对 u 的依赖 性并未 改变奇 性形成 的基本 性态. 

但对 于任意 给定的 具有界 C1 模 的初值 <p(x), 情况就 可能发 生本质 的变化 .为 
说明这 一点， 考 察一切 特征值 =  1， …， n) 均为 常数的 情形, 这时, Cauchy 问题 
(1) 〜 (2) 的 C1 解 w  =  的 奇性形 成自然 只是由 于特征 向量对 w 的 依赖性 . A. 

Jeffrey 曾给出 了这样 的一个 由三个 方程构 成的方 程组， 并揭示 了对某 些大的 初值, 
其 C1 解 必在有 限时间 内破裂 （见 文献 问). 从此 例可以 看到， 此时奇 性形成 将具有 
完全 不同的 特点： 

(1)  奇性的 形成不 是由于 同族特 征线的 包络， 而是由 于特征 向量对 u 的依 赖性; 

(2)  方 程组具 有常数 特征， 因而线 性退化 ，但 C1 解仍可 在有限 时间内 产生奇 
性； 


.  346  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


(3)  在 奇性发 生处解 本身不 再保持 有界， 从 而解本 身及其 至少一 个一阶 偏导数 
同 时趋于 无界； 

(4)  在 奇性发 生处, 特 征向量 组将丧 失其完 备性. 

另一 方面， 也可 以举出 ^个 由三个 方程构 成的方 程组， 其一 切特征 值均为 常数, 
而 特征向 量明显 依赖于 w, 但 对一切 具有界 C1 模 的初值 ^(x), 相应的 Cauchy 问 
题 对一切 t  G  R 均具 有唯一 的整体 C1 解， 即此 时特征 向量对 w 的依 赖性不 引起任 
何 奇性. 

这就 提出了 下面的 问题： 

(1)  对特征 向量关 于 《 的 依赖性 作一个 完全的 分类： 怎 样的特 征向量 会导致 
Cauchy 问题 C1 解 的奇性 形成, 而怎样 的特征 向量使 相应的 Cauchy 问题永 不产生 
奇性？ 

(2)  由特征 向量引 发的奇 性具有 什么本 质上的 特性？ 

在 文献问 、问 中对拟 线性双 曲型方 程组引 入了特 征向量 引发的 奇性的 概念, 
并 进行了 初步的 分析， 但离问 题的彻 底解决 尚相距 甚远. 
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欧拉方 程整体 弱解 的适定 性问题 

Well-posedness  Problem  on  The  L°°  Weak  Solution  for  Compressible 

Euler  Equations 


欧 拉方程 是流体 力学的 一个基 本的偏 微分方 程组, 在工 程应用 中 有着广 泛的应 
用. 它由质 量守恒 定律、 动 量守恒 定律、 能量守 恒定律 组成， 用来描 述没有 黏性影 
响 的理想 流体的 运动， 早在 18 世 纪就被 人们所 熟知. 尽 管欧拉 方程的 历史很 悠久, 
但是 人们对 它的了 解仍然 不多. 

欧拉方 程属于 非线性 双曲守 恒律方 程组. 它 的一个 重要特 点是： 即使初 值充分 
光滑, 解的 一阶导 数一般 会在有 限时刻 爆破， 即出现 激波. 激波意 味着解 不连续 ，人 
们只能 在弱解 的范畴 里来研 究欧拉 方程. 这个 特点给 欧拉方 程的研 究带来 极大困 
难. 从数学 上来研 究欧拉 方程， 一 个最基 本的问 题就是 具一般 初值的 整体弱 解的适 
定性 问题， 即 整体弱 解的存 在性、 唯 一性和 稳定性 问题. 但即 使是这 样的一 个基本 
问题， 人们也 是直到 最近才 取得一 些重要 进展. 如对于 一般的 严格双 曲守恒 律方程 
组, Bressan 等人在 2000 年证 明了小 BV 初值 的整体 BV 弱 解的存 在性， 唯 一性和 
稳 定性. 但是 Bressan 等人 的结果 不能推 广到大 初值的 情形. 事 实上， 在大 初值情 
形下， 除 了一些 特殊方 程组， BV 空间不 是研究 非线性 双曲守 恒律方 程组的 合适函 
数 空间. 对于 大初值 情形, 人们 尝试在 函 数空间 里进行 研究. 在此情 形下， 补偿 
列 紧理论 是一个 很有用 的 工具, 人们可 以 利用它 研究双 曲守恒 律方程 组大初 值整体 
L ⑴ 弱 解的存 在性. 关于这 方面的 研究现 状是： 当欧拉 方程所 描述的 流体是 多方气 
体时， 欧 拉方程 也称为 空气动 力学方 程组, 它有 一个重 要的简 化模型 7 -律 （7 彡 1). 
当 7  >  1 时， 称为等 熵流； 当 7  =  1 时， 称为等 温流. 第一 个整体 L°° 弱解 的存在 
性 结果由 Diperna 在 1983 年 给出， 他 证明了  7  >  1 的一 些离散 情形； 丁 夏哇， 陈贵 

强和罗 佩珠在 1985 年 证明了  1  <  7  <  | 的 情形; Lions 等人 分别在 1994 年和 1996 
年 证明了  7  >  3 和 _  <  7  <  3 的 情形. 以上 结果将 等熵流 （7  >  1) 的整体 弱解 
的 存在性 问题予 以彻底 解决. 在 文献问 中 证明了 等温流 (7  =  1) 的 情形. 

但是 对于一 维欧拉 方程, 还有 一些基 本问题 未得到 解决. 如以 上所述 的关于 7- 
律方程 组的一 系列结 果只是 针对欧 拉方程 的简化 模型, 对于更 为重要 的完全 欧拉方 
程 的大初 值整体 弱 解的存 在性， 目前没 有一般 结果. 这方 面的主 要困难 在于人 
们 很难证 明 逼近解 有强收 敛的子 序列. 对于较 存在性 问题困 难得多 的大初 值弱解 
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的唯 一性和 稳定性 问题, 迄今没 有任何 结果. 事 实上， 即使 对于简 化模型 7 - 律方程 
组 的大初 值整体 弱解的 唯一性 问题， 已 知结果 也是非 常少. 据笔者 所知， 迄今 
关于唯 一问题 最好的 结果是 Bressan 等人 的唯一 性工作 .但 Bressan 等人的 结果只 
适 用于小 BV 初值, 人们还 不知道 在大初 值情形 下如何 研究弱 解的唯 一性. 

对于高 维欧拉 方程， 除了一 些极特 殊的初 值外， 关 于整体 弱解的 适定性 工作几 
乎 是一片 空白. 几 乎所有 对一维 问题行 之有效 的方法 在对付 高维欧 拉方程 时都失 
效. 因 为我们 生活在 三维空 间中， 我 们最需 要研究 的恰恰 是高维 问题. 因此, 高维欧 
拉方 程的数 学研究 在现在 和未来 都将是 一个极 为重要 的研究 方向. 
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趋 化性模 型解的 行为与 模式形 成问题 

Pattern  Formation  and  Behavior  of  Solutions  to  Mathematical 
Models  of  Chemotaxis 


趋化性 (chemotaxis) 是指生 物个体 （如 细菌、 昆虫） 或生 物组织 （如 细胞 、血 
管） 对化学 物质的 运动型 反应. 例如， 接 近食物 （称为 正向趋 化性） 或 逃离有 害物质 
(称 为负 向趋化 性). 1970 年, E.F.  Kellei •和 L.A.Segel[2] 通 过宏观 分析， 建立 了描述 
阿米巴 （amoebae) 趋 化性现 象的第 一个数 学模型 （也 就是 Keller-Segel 模 型)： 

^  =  Q  -  V  •  (D^aVs)  +  V  -  (D2Va),  (1) 

ot 

其中 增殖率 Q、 趋化率 和 扩散率 Z)2 都是未 知变量 a,  s 的 函数. 取 Q  E  0, 
D1=  5/s(6 是常 数)， D2  =  M 为 常数， 得到 

da  d2a  9  /  91n(s)\ 

\a^r)  ⑶ 

(这 里省略 了聚集 素及其 降解酶 (acrasinase) 和降解 产物的 反应扩 散方程 组)， 

其中 a 表示阿 米巴的 密度, s 是 聚集素 （acrasin) 的 浓度. 这个 模型成 功地描 述了阿 
米巴在 聚集素 影响下 的聚集 现象， 引起了 人们的 关注， 并开创 了对这 类细菌 趋化性 
现象 的研究 领域， 出 现了大 量的研 究成果 （见 文献 [3] 〜 [5]). 

20 世纪 90 年 代末， H.Othmer 和 A. Stevens!6] 在 微观分 析中， 利 用有后 效的随 
机行走 (reinforced  random  walking) 方法, 提出了 几种改 进型的 趋化性 模型, 后称为 
Othmer-Stevens 模型， 并论证 了微观 模型和 宏观模 型的一 致性. 他们 还引进 了解的 
聚集、 爆破、 坍 塌行为 的数学 定义， SP: 设 a(M) 是 （1) 关 于初值 ao^) 的解， 

(1)  若  liminUIW)"!^  >  ||a0(.)||ioo ，且  ||a(-,i)||ioo 有界， 则称之 为聚集 
(aggregation); 

(2)  若当 t  >  T 时， ||a(-,t)||z,00 无界， 则称之 为爆破 (blow-up),  T 称为 爆破时 
刻； 

(3)  若  limsup^^  ||a(-,^)||i,0O  <  IM.)lkoo, 则称之 为坍塌 (collapse). 

H. A. Levine,  B.D.Sleeman  和  M.Nilson-Hamilton[7! 在这些 基础上 提出了 如下描 
述血 管生长 的趋化 性数学 模型： 


(3) 


.  350  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


其中 a 表 示毛细 血管的 密度， S 表 示影响 血管生 长的化 学物质 的浓度 ，伞⑷  >  0 .令 

Q  =  0,D1  =  ^4，D2  =  1, 则由⑴ 可得 到方程 （3). 他们的 工作开 创了细 胞趋化 
$(s) 

性数 学模型 的研究 领域， 这方 面的工 作还可 见文献 [1],[8]~[10]. 

聚集和 坍塌是 趋化性 模型最 重要的 特征. 细 菌聚集 形成群 落才能 生成， 细胞聚 
集 形成组 织才起 作用. 所 以说， 能 描述聚 集和坍 塌现象 的数学 模型才 是合理 的趋化 
性 模型. 于是, 可以提 出如下 的两个 问题： 

问题 1 增殖率  <3、 趋化率 和扩散 率 d2 为 哪些类 型的函 数时, 解 可能会 
出现 聚集、 爆破 和坍塌 现象？ 

问题 2 当这 些函数 类型确 定后， 函数的 参数在 什么范 围内， 解 会出现 聚集、 
爆破 和坍塌 行为？ 

后者 可以称 为趋化 性模型 的参数 分析， 前 者可以 称为趋 化性模 型的非 参数分 
析. 

在生 物学方 面的困 难是现 有的生 物化学 技术尚 无法测 定数学 模型中 的参数 .现 
在的研 究是先 对构想 的模型 进行理 论分析 和数值 模拟, 再将理 论分析 或数值 模拟的 
结 果与观 察到的 实际现 象进行 比较, 取比 较接近 的模型 来开展 生物学 研究. 另外 ，无 
论 在细菌 趋化性 方面， 还是 在细胞 趋化性 方面， 不同背 景下的 问题就 需要不 同的模 
型来 描述. 所以， 尽管这 方面已 经有很 多研究 结果， 但 仍然还 有许多 问题值 得去深 
入 研究. 

在数 学上， 描述 这些数 学模型 的主方 程为拟 线性二 阶发展 方程， 其研 究在数 
学上 的困难 主要表 现在以 下两个 方面： ①所 研究问 题的类 型随着 系数函 数和控 
制 方程的 变化， 在 抛物- 椭圆耦 合型， 抛物- 双曲耦 合型和 抛物- 抛物耦 合型中 变化; 
②所 涉及的 方程组 是强耦 合的， 这就使 得许多 经典的 数学方 法用不 上了. 目 前对空 
间 维数为 1 时 的情形 无论是 从理论 上还是 在数值 模拟上 已有一 些好的 结果， 但对 
高维时 的情形 这方面 的研究 尚有许 多空白 ，读者 可从所 列的参 考文献 中得到 更多的 
了解. 

因此， 对这个 问题的 研究， 不光 在生物 学和医 学方面 具有重 要的应 用意义 ，同 
时 也会推 动非线 性偏微 分方程 理论的 发展. 
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声波和 电磁 波反散 射问题 的 唯一性 

Uniqueness  in  Inverse  Acoustic  and  Electromagnetic 
Scattering  Problems 

声波和 电磁波 的反散 射问题 起源于 第二次 世界大 战中雷 达和声 纳的发 明和使 
用. 人们 发射声 波或电 磁波， 并对散 射波进 行远场 测量， 以此 反演出 未知散 射体的 
位置、 形状、 材 料参数 以及其 他一些 感兴趣 的物理 信息. 现今， 同样 的测量 方法被 
广 泛使用 于国防 工业、 地质 勘探、 无损 探测、 医疗 成像等 领域. 对数学 而言, 所涉及 
的 是偏微 分方程 (PDE) 的反 问题, 这类问 题一般 有以下 形式： 给 定一个 PDE 以及 
方程解 w 的一 些信息 （基 于实 际应用 考虑， 这些信 息应较 容易通 过测量 得到， 比如 
边 界值或 无穷远 处的渐 近行为 等)， 以此 反演出 PDE 中的一 些未知 信息， 如 系数、 
定 义域, 甚 至模型 本身. 就反散 射问题 而言, 我们假 设波是 不可穿 透散射 体的， 即散 
射 波场仅 存在于 散射体 外面. 针对 此种散 射体的 反散射 问题称 作障碍 反散射 问题. 
以声 波散射 为例， 人们 一 般采 用时间 调和的 平面波 d  =  expjifcx  -  d} 为 入射场 ，这 
里 >  0 为 波数, d  G  S"-1 为入射 方向. 我们定 义 us 为散 射场， 它仅 存在于 散射体 
的外部 此时 PDE 模 型为赫 姆霍兹 (Helmholtz) 方程 

\ 

7^— r  —  ikus  ]  =  0. 
o\x\  J 

显然， 我们 还需在 散射体 的边界 ao 上给 出合适 的边界 条件. 如果散 射体是 声软的 

_ 

(sound-soft), 我们有 u\qD  =  0; 而当散 射体是 声硬的 (sound-hard), 我们有 — |aD  = 

0. 我 们还可 以考虑 所谓的 阻抗边 界条件 (impedance  boundary  condition) , 

+  Au)  |od  =  0,  A  G  C,  Im  A  >  0, 或 者更一 般的混 合边界 条件. 散 射场在 无穷远 
处有如 下渐近 表示： 

V ㈤ = \x\(n-!)/2 卜 。o ⑻  +  0  (^)  , 当  |a； 卜 。0. 

Uoo(x) 被称为 远场， 这里: £ 为单位 向量， 表 示观测 方向. 反散 射问题 即是以 Woo(x) 
来反 推边界 ao. 此时一 个自然 的问题 就是： 我 们可不 可以用 Ux(X) 来反 演推出 
8D1 要用多 少观测 数据才 能真正 反演出 8D1 在数 学上, 我们需 要提出 如下的 问题： 


声波和 电磁波 反散射 问题的 唯一性 
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唯 一‘ 性 问题： 

T  :  dD  ^  Uoo(x) 是不 是一个 1-1 映射？ 

或者, 应用多 少个平 面波所 产生的 远场， 可 以使得 是一个 1-1 映射？ 

注意到 在 Rn 中， Uoo(x) 定义 于一个 n  -  1 维的 流形上 （即 单位 球面) ，而 5D 
也 是一个 n  -  1 维的 流形， 即 未知的 ^0 和测 量数据 Uoo(x) 依 赖于一 样多的 参数. 
故而， 人们 普遍地 认为， 针对任 一固定 （或 至多 n 个:) 入射波 而得到 Uoo, 可 以唯一 
地确定 aD， 即 f 是一个 1-1 映射. 这个 问题从 提出至 今已有 50 余年， 但 仍未被 
完全 解决. Schiffer,  Lax 和 Phillips 借助于 Laplace 算 子的谱 理论得 到了第 一个唯 
一性 结果： 无穷多 平面波 所产生 的远场 可以唯 一地确 定# 个声 软的散 射体. Kirsch 
和 Kress 借助 Isakov 发展出 的一种 新理论 一一 奇 异源场 方法, 得到了 应用 无穷个 
平面波 产生的 远场可 以唯一 确定一 个声硬 散射体 的结果 . Liu 和 Zou 近年来 发展出 
一种新 的方法 —— 路径 (path) 论 证法, 可以得 到只需 一个或 n 个平 面波的 唯一性 
结果， 但这种 论证方 法只适 用于散 射体是 一般多 面体的 情形. 对 一般的 散射体 ，我 
们 有如下 问题： 

问题 1 对一 般的散 射体， 使 用一个 或最优 （有限 ） 多个 入射波 是否可 以建立 
相 应的唯 一性？ 

这 里应该 指出， 除了散 射体的 形状和 位置, 其他的 一些信 息也具 有非常 重要的 
现实 意义， 比如 散射体 的物理 性质： 声软、 声硬还 是阻抗 类型， 阻抗系 数等. 另外当 
散射体 由多个 物体组 成时， 如 何确定 每一个 物体的 形状、 位置、 物理性 质等等 ，这 
些问 题基本 上还没 有得到 解决. 如果入 射波为 时间调 和的电 磁波， 则 相应的 PDE 
模型 为时间 调和的 Maxwell 方程 

▽  x  Es  —  ikHs  =  0,  V  x  +  ikEs  =  0  在  Dc  中. 

这里， 和丑 s 为 针对某 些入射 电磁场 的散射 电场和 磁场. 当然， 为 了使上 述方程 
完备， 我 们仍需 （在 3D 上 和无穷 远处） 给 定相应 的边界 条件. 和 Fs 有 相应的 
远场 和 而反散 射问题 即是以 或 I 来 反演出 散射体 本身. 与声波 
场的反 散射问 题完全 类似， 我 们也有 相应的 唯一性 问题. 上述 声波场 反散射 问题中 
的不同 的方法 都可以 推广到 用来解 决电磁 波反散 射中的 类似的 唯一性 问题. 这里, 
同 声波的 反散射 一样， 我们 也有类 似的未 解决的 问题. 

上面声 波和电 磁波的 障 碍反散 射可以 说是相 应领域 里最基 本的问 题 ，它 们的解 
决方法 对相关 领域其 他问题 具有非 常重要 的指导 作用. 比如， 相应的 论证方 法已被 
推 广至解 决其他 问题， 如光 纤光栅 反问题 中的唯 一性问 题等. 更 为重要 的是， 众所 
周知， 反散 射问题 是非线 性的， 而且在 Hadamard 意义下 是不适 定的， 所以， 唯一性 
结果对 数值反 演算法 具有非 常深远 的影响 ，往往 一个类 型的唯 一性结 果会引 导出一 
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个相应 的新型 算法. 比如， Kirsch 和 Kress 的唯 一性结 果直接 导致了 现今非 常重要 
和 高效的 一类反 演算法 一 线 性抽样 方法. 

如果波 是可穿 透散射 体的， 即散射 波场也 存在于 散射体 内部， 针 对此种 散射体 
的 反散射 问题称 作介质 反散射 问题. 以声 波散射 为例， 此时 PDE 模型为 


(A  +  k2q(x))u  =  0 在  IR™  中， u~us  +  u\ 


这里 g(x)  6  L°°(Mn),supp(g-l)  <sRn 被 称为折 射率， 而这时 的反散 射问题 即是以 
远场来 反演折 射率. 通常， 人们 会采用 Uoo(x,d) 作 为反演 之观测 数据， 即针 对一个 
固定 入射频 率但分 别具有 不同入 射方向 的远场 数据. 注意到 9(4 是一个 中的 
函数, 这样多 的观测 数据是 必须的 （虽 然在 R3 的情 形下还 可改进 ). 可以 证明， 这样 
的远 场测量 等价于 散射体 边界的 DtN (Dirichlet-to-Neumann) 测量. 基于 Uhlmann- 
Sylvester 发 展出的 构造特 殊的复 几何光 学解的 方法， 这个反 散射问 题的唯 一性问 
题已被 解决. 我们 指出， 这 种证明 方法近 年来已 在应用 数学和 基础数 学中多 个方向 
得到了 长足的 应用和 发展， 比如也 被用来 证明电 磁场介 质反散 射问题 中相应 的唯一 
性 问题, 此时 PDE 模型为 相应的 Maxwell 方程 


V  x  E- ik/iH  =  0，  ▽  x  丑  +  ikeE  =  0, 

其中， 即 为需要 反演的 散射体 的材料 参数. 我 们假定 散射体 是各向 同性的 ，即 
p(a;) 和 e(a;) 为标量 函数， 而且 /z  -  1， e  -  1 都 具有紧 支集. 

在 实际应 用中， 有时人 们只需 知道散 射体的 形状和 位置已 足够. 对于此 介质反 
散射 问题， 也就 是需要 反演出 supp(g  -  1)( 或 SUppljU  _  1)、 supp(s  -  1))， 显 然此时 
已无需 如此多 的远场 测量. 为此 可以提 出如下 问题： 

问题 2 可不 可以使 用一个 或最优 （有限 ） 多个入 射波的 远场数 据来唯 一地确 
定  supp(l  -  q) (或相 应的， supp("  -  1)、 supp(e  -  1))? 

进一 步有我 们也可 以提出 这样的 问题： 

问题 3 当散 射体是 分片常 数时， 可不 可以使 用一个 或最优 （有 限） 多 个入射 
波来 建立相 应的唯 一性？ 

这 些未解 决的问 题均具 有重要 理论意 义和实 际应用 价值, 读者可 从参考 文献中 
进 一步深 入探究 下去. 
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椭圆算 子的谱 渐近以 及韦尔 -贝里 （Weyl-Beiry) 猜想 

Spectral  Asymptotics  of  Elliptic  Operators 
and  The  Weyl-Berry  Conjecture 

设 Q  C  IRn 为有界 开集， 我 们考虑 如下的 Dirichlet-Laplace 算 子的特 征值问 
题： 

/  、  [  —Au  =  Xu,  x  E  fl, 

(P)  { 

\  ^\dQ  0, 

则问题 （P) 有 离散谱 {AJieN, 并且可 以排为 一列： 

0  <  入1 彡入 2 彡 …彡入 fc 彡…， 

这里  lim^ _ >.-)-oo  入夂 = +oo. 

我们感 兴趣的 问题是 D 的哪 些几何 量是谱 不变的 （也 就是 说由谱 唯 
一 决定的 ). 这 方面的 问题依 赖于去 研究当 fc  —  +00 时, 特征值 八 的渐 近行为 .对 
A  >  0, 定义 

iV(A)  =  iV(A,-A,fi)  =  «{j  |  A,-  <  A} 

为 Dirichlet  counting 函数. 由于 N(Xk)  =  k, 故 而研究 Afc 的 渐近行 为等价 于去研 
究 counting 函数当 A  —  +oo 时 的渐近 行为. 

这 方面的 第一个 结果是 H.  WeylW 给 出的： 

N{\)  =  {27T)-nun\n\nXn/2  +  o(An/2),  A  — +00,  (1) 

这里 ton 为 n 维 单位球 的体积 ，网 n 为 的 n 维 Lebesgue 测度㈨ 的体 积). Weyl 
的结果 给出了  N(X) 的 第一项 渐近， 并表明 的 体积网 „ 是谱不 变量. 所谓 Weyl 
的猜想 是指： 

N(X)  =  (270-〜„网„入"/2  —  Cnldn^X^/2  +  0(A(n-D/2),  A  4  +00,  (2) 

这里 Q  =  4(47r)^r(^l+  此猜想 给出了  N(X) 的 第二项 渐近， 同时 

表 明除了  Q 的体积 |D|n 夕卜， 其边界 的面积 | 刷 n_i(n  -  1 维 Lebesgue 测度） 也是 
谱不 变量. 
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1980 年， R.  Melrose 和 V.  Ja.  Ivrii 利用 微局部 分析技 巧分别 独立地 证明了 
在光滑 边界满 足一定 的充分 条件下 （现 在习 惯上称 之为是 Ivrii 条件， 见文献 问), 
Weyl 猜想 W 成立 .但 Ivrii 条件 是一类 微局部 分析意 义下的 条件， 在 应用时 不易去 
直接验 证它， 故而 我们有 如下的 问题： 

问题 1 是否 可以找 到可直 接验证 的充分 条件， 使得 Weyl 猜想 成立？ 是否可 
以找 到使得 Weyl 猜 想成立 的充分 和必要 条件？ 

Kac 在 文献問 中对一 类特殊 的区域 A 证明了  iV(A) 的 第三项 渐近式 的系数 
同 0 的连 通分支 的个数 有关， 即 在这种 特殊情 形下， 区 域的连 通分支 数也是 谱不变 
量. 那么我 们的第 二个问 题为： 

问题 2 对一般 的区域 n, 除了 其体积 |叫„ 和边 界面积 |an|„_i  还有 n 的 
哪些 几何量 是谱不 变量？ 

注解 1  这个 问题最 早是在 1910 年由物 理学家 H.  A.  Lorentz 提 出的， 但他 
提出 的问题 不到两 年就被 WeylW 解 决了. 有意 思地是 ，等 Weyl 的 结果发 表了几 
十 年后， 人们 才发现 Weyl 的第一 项渐近 同早期 量子力 学中的 Sommerfeld 量子化 
条件是 殊途同 归的， 只不 过数学 上的结 果比之 物理上 的结论 早了许 多年， 这 也是科 
学史上 的一段 趣话. 

注解 2  从证明 N(X) 的第一 项渐近 到证明 N(X) 的第二 项渐近 W, 人 们经过 
了近 70 年的 历程. 这 里面涉 及许多 位著名 数学家 的工作 （见 文献 [2],  [3]), 由此可 
见这个 问题的 难度. 另外若 将问题 （P) 中的 边界条 件改为 Neumann 边 界条件 ，则 
渐近式 W 第 I； 项 的符号 应改为 “  +  ”  . 

1979 年， 英国物 理学家 M.  V.  Berry!4-5! 在 研究光 波在分 形物体 上的散 射问题 
时 ，将 Weyl 的 猜想推 广到了  D 为分形 区域的 情形， 这时 ncRn 为 有界开 集但具 
分形边 界如. 接下来 文献问 的结 果又将 Berry 当年在 HausdorfF 框 架下提 出来的 
猜想修 正到应 该是在 Minkowski 框架下 成立， 即 在假定 为 5-Minkowski 可测的 
条 件下有 如下的 Weyl-Berry 猜想： 

N(X)  =  (27r)~nun\n\nXn/2  -  Cn,s^(S,  dn)X5/2  +  o(X5/2),  A  — +00，  (3) 

这里  i5  S  (n  —  l,n) 为 的  Minkowski  维数, /u((5, 为 的  <5 维  Minkowski  测 
&,  CntS  >  0 为仅 依赖于 n 和 6 的 常数. Weyl-Berry 猜想 W 表明， 对分形 的区域 
除了 其体积 外， 其分形 边界的 Minkowski 测度也 是谱不 变量. 

1993 年， Lapidus-Pomerance!7] 证明了 一 维的  Weyl-Berry  猜想是 成立的 ，但 
对 高维的 Weyl-Berry 猜想， 情形变 得非常 复杂. 文献问 中 证明了 高维的 Weyl- 
Berry  猜想在 Minkowski 框架下 一 般不再 成立， 但 文献問 中又证 明了对 一 类特殊 
的高维 例子， Weyl-Berry 猜想在 Minkowski 框架 下又是 成立的 .这 一 切表 明利用 
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Minkowski 框架并 不能全 部涵盖 问题的 所有复 杂性， 故而 Weyl-Berry 猜想 的正确 
提法应 该为： 

问题 3 是否存 在某一 个分形 框架， 使 得边界 在此分 形框架 下是可 测的, 
同时 Weyl-Berry 猜想 在此分 形框架 下是成 立的？ 

注解 3  Berry 当年的 猜想还 包括假 定区域 D 本身 为分形 区域的 情形， 这时 
在 0 上已 经不能 直接定 义微分 算子， 但人们 可以用 差分方 法或者 Dirichlet 形式来 
定义 Laplace 算子， 从而 来计算 它的特 征值. 问 题的关 键是如 何证明 0 的分 形维数 
和分 形测度 是谱不 变量. 当 然这类 问题较 之上述 的问题 3 来说 难度将 更大， 目前我 
们 在这方 面仅有 某些简 单情形 的研究 （见 文献 [10]). 
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线 性退化 的拟线 性双曲 型方程 组不会 
导 致激波 形成？ 

Is  There  No  Shock  Formation  for  Quasilinear  Linearly 
Degenerate  Hyperbolic  Systems? 


考察 一阶守 恒率拟 线性双 曲型方 程组的 Cauchy 问题: 


du  df(u) 
dt  dx 


= 咖)， 


⑴ 


t  =  0  :  u  =  (p(x),  (2) 

其中 W  =  (Wl， … ，Wn)T 是 (t,x) 的未 知向量 函数， /⑷ = (/i(li),  -  -  -  ,/n ⑹) T 及 
g(u) 二 (夕 i(w)， •  • . ， gn(u))T 是具 有适当 光滑元 素的向 量函数 ，而 (p(x)  =  •  •  • , 

cpn(x))T 是具 有有界 C1 模的 C1 向量 函数. 

由严格 双曲型 假设， 在所 考虑的 区域上 /(W) 的 Jacobi 矩阵 A(u)  =  Vf(u)  W 
n 个相 异的实 特征值 


Xi(u)  <  A2(ii)  <  <  An(ii). 


(3) 


对 f  =  1, …， n, 设 Vi{u)  =  (r：u(w)， … ,rni(u))T 为 对应于 Xi(u) 的 右特征 向量: 


A{u)ri{u)  =  \i(u)ri(u).  (4) 

由 C1 解 的局部 存在唯 一性, 必 存在适 当小的 (5>0, 使得 Cauchy 问题 （1) 〜 (2) 
在 0  <  t  J 上存在 唯一的 C1 解 u  =  u{t,x), 且对于 给定的 方程组 （1),  5 可 选择得 
仅 依赖于 p 的 C1 模： 

另一 方面， Cauchy 问题 （1) 〜 (2) 的 C1 解 w  =  u(t,x)  一 般来说 只能在 f 的 一个局 
部 范围中 存在， 从而 可存在 r  >  0, 使得当 t 丨 r 时 

IK^OIIi  =  IK^-)|lo  +  IKx(i,-)|lo 趋于 无界，  (6) 

其中 ||||。 表示 0 模. 出现 这样的 情况, C1 解 w  =  u(t,x) 出现 奇性, 称 为奇性 形成, 
或解的 破裂. 

在 （6) 式成 立时， 有两 种可能 发生的 情况： 


.  360  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


(i) 在 t  T  r 时， \\u(t,  -)||0 保 持有界 ，而 II 〜 (Ulo 趋于 无界. Burgers 方程的 
Cauchy 问题 

( du  du 

\  di  +  Ud^=0'  (7) 

I  t  =  0  :  u  =  ip(x) 

就属 于这一 情况. 此时， 在奇 性的发 生处， 同族特 征线发 生包络 ，而％ 趋于 无界, 
导致 开始形 成方程 （7) 的一个 激波. 因此， 这一 种奇性 称为激 波形成 或几何 奇性. 

pi) 在 *T 浐时, ||«(i,-)llo 趋 于无界 ，从而 I 卜 t(Mllo 及 IWMIlo 中至 少有癸 
个 也趋于 无界. Riccati 方程的 Cauchy 问题 

f  —  =  U2 

乂況 — ，  ⑻ 

I  t  =  0  :  u  =  ip[x) 

就属 于这一 情况. 这种奇 性称为 ODE 奇性. 

在 方程组 （1) 为线 性退化 的特殊 情况， 即在所 考察的 区域上 

VA,(u)rj(w)  =  0  {i  =!,-■■  ,n)  (9) 

的 情形， 通常 认为： 若此时 Cauchy 问题 （1) 〜 (2) 的 C1 解‘ 》 =  u(t,x) 在有 限时间 
内 破裂， 则必为 ODE 奇性, 而 不可能 导致激 波形成 （参见 文献叫 、問 ） 

为了证 明这个 猜测， 可化 为建立 如下的 性质： 对 于任意 给定的 TQ  >  0, 在 
Cauchy 问题 （1) 〜 (2) 的 C1 解 m  =  u{t,x) 的 任意给 定的存 在区域 0  <  i  <  r(0  < 
T  <  T0)  i：, 若成立 

IK^OIIo^C^Tq),  V0  <  i  <  T,  (10) 

其中 Ci (T0) 为与 T 无关但 可能与 Tq 有 关的正 常数， 则 必成立 


||W(V)||0<C2(T。)， V0  <  ^  T,  (11) 


其中 C2(T0) 为与 T 无关但 可能与 ％ 有 关的正 常数. 这就将 这一猜 测的证 明化为 
对解进 行先验 估计的 问题. 

在 （1) 为 对角型 方程组 


dui  du.i 

~dt  +  Xi{u)^  =  ^i{u) 

的特殊 情况, 此时 线性退 化条件 （9) 化为 


(i  =  1,...  ,n) 


d\j{u) 

dui 


三 0  (i  =  1,... ，n) 


(12) 


(13) 


不难证 明上述 性质， 从而 这一猜 测成立 （参见 文献问 ). 
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对 于比式 （12) 更为 一般一 些的双 曲型方 程组， 也同 样可证 明上述 性质， 从而这 
一猜 测成立 （见 文献 对一般 形式的 方程组 （1), 在初值 的 C1 模 充分小 
且具一 定衰减 性时, 这一 猜测仍 然成立 （参见 文献问 、问 )， 但 对任意 给定的 具有有 
界 C1 模 的初值 pOr) 能否 证明这 一猜测 成立， 或可 以举出 反例， 仍是一 个悬案 ，需 
要认真 考虑. 
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薛定谔 (Schrodinger) 方程中 的孤立 子猜想 

The  Solution  Resolution  Conjection  in  Schrodinger  Equations 


Schrodinger 方程 是量子 力学中 描述微 观粒子 运动的 一 个基本 方程， 随 着调和 
分析 等分析 工具的 使用， 人们对 Schrodinger 方 程及相 关非线 性问题 解的性 质有了 
更 深刻的 认识. 例如， 解是否 存在， 解 的长时 间行为 研究, 爆破 解的波 振面刻 画及爆 
破速 率研究 等等. 此 处详细 介绍其 中的公 开问题 之一. 

Erwin  Schr6dinger 在 1926 年导出 了用以 描述微 观粒子 运动的 Schr6dinger 方 
程： 

iut  +  Am  =  0,  (1) 

这里， u(t,x) 称 之为波 函数, 它是 定义在 R  x  Rd 的复 函数, 其平方 \u(t,x)\2 可以解 
释为 粒子在 i 时刻， 出现在 a: 处的 概率. 因 而解满 足如下 的质量 守恒： 

J  \u(t,x)\2dx  =  j  |u(0,a;)|2da;.  (2) 


Schrodinger 方程是 色散波 方程的 一种. 所谓 色散波 方程, 指的是 具有不 同波长 
(或 频率） 的平 面波具 有不同 的传播 速度， 随着 时间的 演化， 这 些平面 波分离 开来, 
解因 此变得 越来越 弥散. 这一点 和抛物 方程有 本质的 不同， 满 足抛物 方程的 任何平 
面 波的振 幅随时 间指数 衰减, 直 至完全 消失. 

自由 Schrodinger 方程 的基本 解是复 Gauss 核 卷积： 


u(t,x) = 


{Amt)  i 


u0{y)Ay. 


容易 看出， 尽管 质量不 随时间 变化, 解 满足如 下的局 部衰减 估计: 


lim 


\u(t,x)\2dx  =  0, 


(3) 


这里， if 是 Rd 上任 意一个 紧集. 这意味 着质量 将被色 散到越 来越大 的区域 中使得 
当时间 趋于无 穷时， 在 任何有 限区域 所捕捉 到的质 量趋于 0. 

以上 说明， 色散 （或 弥散） 是 Schrodinger 方程 解的一 种典型 的长时 间行为 .但 
这不是 全部的 情形， 事 实上， 有 的解长 时间以 后并不 色散， 而 是呈现 出一种 “孤立 
子” 的 行为. 为此， 考虑 具有位 势项的 Schrodinger 方程 iwt  +  Au  +  V(x)u  =  0 .为 
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简单起 见假设 是 Schwartz 函数， 并使 得初值 问题有 唯一的 整体光 滑解. 此时 
(某些 ） 位 势项的 存在会 破坏解 的色散 效应. 事 实上， 如 果能找 到如下 椭圆方 程的解 

—Aip  +  Vtp  =  —Eip, 

那么， e~iEt^(x) 就是相 应方程 的解. 这 个解不 具有式 （3) 意义下 的色散 行为， 与之 
相 反的， 此 解的质 量密度 \u(t,x)\2 不 随时间 变化而 变化. 这种解 称为定 态解. 通过 
定 态解之 间的线 性叠加 或者定 态解和 散射解 的线性 叠加， 也可 以构造 出其他 不具有 
散 射行为 的解. 

以上 说明， 对 于具有 位势项 的线性 Schrodinger 方程 来说， 定态 和散射 态是可 
能的两 种解. 反过 来， 著名的 “RAGE”  (Ruelle,  Amrein-Georgescu,  Enss) 定理 说明, 
这是唯 一可能 的两种 情形, 所有的 解都可 唯一地 分解为 一个定 态和散 射态. 这个定 
理的 证明依 赖于对 Hamiltonian 算子- △  +  V 详 尽的谱 分析： 粗略 地说， 定 态解对 
应于该 算子的 点谱， 强色 散解对 应于该 算子的 绝对连 续谱. 因此， “RAGE” 定理在 
方 程的动 力学行 为和算 子谱理 论之间 建立了 本质的 联系. 

不 管是通 过寻找 基本解 或是借 助于谱 理论， 人们 对线性 Schrodinger 方 程解的 
性质有 相当的 理解. 但是当 考虑非 线性问 题时， 情况就 发生了 根本的 变化. 考虑如 
下描述 多个粒 子系统 的立方 Schrodinger 方程： 

hit  +  Au  =  ±|u|2tt.  (4) 

± 对应 于粒子 间两种 不同的 相互作 用力， + 表示 粒子间 （如 电子 ） 相互 排斥， 称为 
“散 焦”； - 表示 粒子间 （如 光子） 相互 吸引， 称为 “ 聚焦” .式⑷ 初 值问题 解的整 
体存在 性本身 就是一 个很大 的研究 课题, 这 里暂不 讨论. 而是 关心如 果已知 解整体 
存在, 解 的长时 间行为 如何？ 比如， 解 是否有 类似式 （3) 的散射 行为？ 抑或是 渐进孤 
立 子态？ 

答案在 某些特 殊的情 况下是 非常清 楚的. 比如： 当 初值非 常小的 时候， 非线性 
项的作 用可以 忽略， 问题 可被视 为自由 Schrodinger 方程的 扰动， 因 此解整 体存在 
并有式 （3) 意义下 的散射 行为. 借助于 某些分 析工具 （例如 Morawetz 估 计)， 散焦 
问题在 某些假 设下也 可被证 明是散 射的. 而 在聚焦 情形, 方程存 在形如 e-UQb) 的 
定 态孤立 子解， 这里 Q 是椭 圆方程 

△Q  —  Q  +  |Q|2Q  =  0 

的 唯一径 向对称 正解. 由定 态孤立 波出发 并利用 方程在 Galilean 变 换下不 变的性 
质， 我们 还可以 造出行 波孤立 子解. 类似于 “RAGE” 定理, 我 们猜想 即使对 于非线 
性 问题, 这 是所有 可能存 在的渐 近态. 更确切 地说， 我们 有如下 问题： 
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孤立 子猜想 对 非线性 Schrodinger 方程 （4), 大 部分的 初值， 只 要对应 的解整 
体 存在， 当时间 充分大 以后， 都可 以分解 为彼此 互相远 离的有 限孤立 子解加 上一个 
散射 部分. 

这里要 求时间 充分大 是因为 解的短 时间行 为通常 都非常 复杂， 比如孤 立子碰 
撞、 孤立 子煙没 为散射 波或更 小的孤 立子， 这些都 已在计 算上观 察到. 这个 猜想仅 
在 一维的 情形有 满意的 答案， 并 且能从 数学上 严格定 义何为 “大 部分” 的初值 .在 
一维情 形立方 Schrodinger 方程是 完全可 积的， 因 此解可 以通过 “逆 散射” 的方法 
计算 出来. 只要初 值使得 相关的 Lax 算 子没有 重特征 根或共 振子, 相 应的孤 立子猜 
想就 成立. 

基于 一维的 结果， 我们希 望孤立 子猜想 在高维 空间也 成立, 但目 前还没 有任何 
系统 且能采 用非常 有效的 方法来 证实. 首先， 问 题的提 法就需 要更精 确化， 与一维 
情 形不同 的是， 高 维没有 类似于 “Lax” 算子 之类的 可以把 那些“ 额外” 的初 值挑出 
来. 形 象地说 现有的 分析手 段是针 对最坏 情形， 因此不 可能得 到一个 对“大 部分” 
情形成 立的这 么一个 结论. 

目前， 针 对孤立 子猜想 仅有极 少数的 工作， 比如 Terence  Tao 在文献 [7,8〗 中证 
明了： 三维 散焦问 题径向 对称整 体解， 若能 量一致 有界， 可以 渐近分 解为一 个散射 
态， 加上一 个“弱 定态” 它 与任何 散射态 都渐近 正交. 如 果考虑 5 维 平方散 焦非线 
性 Schrodinger 方程, 则 可得到 更强的 结论： 这个弱 定态是 几乎周 期的， 它的 轨道落 
在能 量空间 的一个 固定紧 集中， 因此 解可以 看作是 一个“ 色散的 紧吸引 子”. 表面 
上， 这个 问题划 归成一 个动力 系统的 问题， 但由 于对这 个吸引 子几乎 没有任 何的了 
解, 接 下来如 何做还 不是很 清楚. 

最后， 值得 指出的 是比起 孤立子 猜想， 具有 多项式 增长的 非线性 问题的 整体存 
在性和 散射问 题是近 年来研 究较为 集中的 课题. 特别是 在能量 临界、 质量临 界问题 
的 研究上 取得了 显著的 进展, 相关 的文献 可参见 [1] 〜 [6]、 [9]、 [10]. 
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一类 二阶完 全非线 性偏微 分方程 的格林 (Green) 函数 

Green  Functions  for  A  Class  of  Second  Order  Fully  Nonlinear  Partial 

Differential  Equations 


假设 D 是 C" 的 一个开 区域， u 是 定义在 Q 上的一 个光滑 函数， u 的 Hessian 

矩阵为 , 其特 征值为 A!,A2, …， A„ .对于 1  <  m  <  n, 定义复 Hessian 算 
\dzjdzkJ 

子为 

Hm(u)  =  〉 :  Xji  …入 jm.  ⑴ 

〈… 彡 n 

则  i?i(w)  =  以及  Hn(u)  =  det  (=:、) 是复的  Monge- Ampere  算子. 一个 
光滑函 数 W 被称为 m- 次 调和的 （也记 为 U  e  H 若对 任意的 4  >  0, 有 

Hm{u  +  A\z\2)^0.  (2) 


通过 光滑函 数逼近 ，使少 m 中 也包括 非光滑 函数. 称 u  e  %, 若存 在一个 正则的 
Borel 测度 /X 以及一 个单调 下降的 光滑函 数序列 {巧}  C  使得 Hm(Uj)  —  /z, 并 
且记为 Hm(u)  =  n， 

不难 验证下 列函数 


log 


若  m  <  n, 
若  m 二 n 


(3) 


是复 Hessian 算子 Hm 的 基本解 ，即 Hm{Gm)  =  S0. 而实的 Hessian 算子 （在 酆 
上） 的基本 解则是 


— |x|2 -盖，  若  TO  <  |， 

9m(x)  =  log|x|,  若  m=^， 
|a;|2_™ ,  若  m  >  ^. 


⑷ 
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对于 卻 S  % 考 虑下列 Dirichlet 问题， 
u  e 

<  Hm[u)  =  5Zo,  (5) 

u(z)  =  cGm(z  -  zo)  +  o(l), 当 2  —  2：。， c  >  0, 

, w|on  —  ¥>• 

在文献 [5] 中， L.Lempert 对于 Monge- Ampere 方程 （即 m  =  n) 证 明了如 下的定 
理： 

定理 假设 0 是 C"(n  >  1) 的有界 严格凸 的解析 区域， ^ 是 一个实 值解析 
函数 .则 Dirichlet 问题 （5) 存在 唯一的 解析解 u:il\  {z0}  M. 

注 文献问 中 的证明 是一个 完全几 何性的 证明， 全 纯变换 是其基 本工具 .此 
外在 ％ 点 处奇异 性的阶 的控制 也是一 个必要 条件， 否则 存在很 多奇怪 的解. 
现在提 出以下 的几个 问题： 

1.  给 出以上 L.Lempert 的 定理的 一个分 析性的 证明， 并且 弱化其 条件， 比如仅 
假设 D 是拟凸 的以及 ^ 是 有限光 滑的. 因为此 时方程 是完全 非线性 退化椭 圆方程 
并且带 奇异性 ，现 在已知 的非线 性分析 方法对 解决这 一难题 可能己 经不够 用了. 

2.  对 于复的 Hessian 算子 Hm 证明 类似的 定理. 当 m  =  1 时 结果是 已知的 ，当 
m  =  n 时也有 L.Lempert 的 结果， 因此自 然需要 考虑当 1  <  m  <  n 时的 情形, 这时 
可 能仅用 几何方 法是不 够的. 

3.  对 于实的 Hessian 算子 也考虑 类似的 问题， 这时 的问题 较之复 的情形 应该更 
加 困难. 

4.  Hessian 算子 Hm 是有 几何意 义的， 给出上 述奇异 解的一 个几何 解释， 也是 
非常有 意义的 问题. 

此 问题的 重要性 除了是 由线性 算子的 Green 函数 向完全 非线性 算子的 一个自 
然推 广外， 去研 究关于 非线性 算子的 Dirichlet 问题在 指定点 有可控 奇性的 解的存 
在 性和唯 一性， 也是 PDE 分析 的一个 非常有 意义的 问题. 
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The  Integrability  of  AdS/CFT  Corresponding 


AdS/CFT 对 应猜测 是当今 弦理论 研究中 最重要 的课题 之一. 它 的一个 广为人 
知 的表述 是：在 Anti-de-Sitter(AdS) 时 空中的 超弦理 论与其 边界上 的超共 形场论 
的大 iV 极限 等价. 这个 对应关 系包含 有极其 丰富的 物理： 它 充分体 现了量 子引力 
理论中 的全息 原理； 它实 现了大 TV 极限 下的规 范理论 是弦理 论这一 人们探 索多年 
的物理 思想； 它包含 了弦理 论中开 闭弦间 的对偶 关系. 对此关 系的研 究也涉 及丰富 
的数 学物理 问题： 可 积性、 超引 力解的 构造、 矩阵模 型等， 其 中可积 性是一 个重要 
和广泛 关注的 问题. 

以最 著名的 AdS5/SYM4 为例 来说明 问题. 在此 情况下 的对应 关系表 述为在 
AdS5xS5 空间 中的超 弦理论 与四维 iV  =  4 超 对称规 范理论 等价. 在弦理 论方面 ，所 
定义 的二维 模 型是两 个陪集 流形的 直积， 已经 证明此 a- 模型 是经典 可积的 .这 
意味 着我们 可以通 过平坦 流来构 造无穷 多个守 恒核， 由 此通过 代数曲 线来构 造各种 
经典 弦解. 这 些经典 弦通过 AdS/CFT 对应关 系与超 对称规 范理论 中的单 迹算子 
链 相关： 弦的能 量应该 等同于 算子链 的反常 量纲. 而 在场论 方面， 算 子链的 反常量 
纲 的计算 涉及量 子修正 问题， 通常是 很难求 解的， 只 能按圈 做微扰 计算. 非 常有趣 
的 是对于 N  =  4 超对 称规范 理论， 由 于理论 具有最 大超对 称性， 反常 量纲矩 阵可以 
与可 积自旋 链的哈 密顿量 等同. 换句 话说， iV  =  4 超对称 规范理 论是可 积的. 更具 
体 地说， 在单圈 水平， 反常量 纲矩阵 可与有 最近邻 相互作 用的可 积自旋 链对应 ，而 
在双圈 水平， 可与有 包含次 近邻相 互作用 的可积 自旋链 对应. 然 而在三 圈水平 ，此 
对应关 系不再 成立, 其 中的原 因还不 清楚. 人们普 遍相信 N  =  A 超对 称规范 理论是 
量子可 积的， 也提出 了相应 的渐进 Bethe 方程， 并检验 了其正 确性. 对此规 范理论 
量子可 积性的 深入研 究是一 个弦理 论研究 的热门 课题. 

另一 方面， 弦理 论已被 证明是 经典可 积的， 那么其 可积性 在量子 水平上 还保持 
吗？ 对此 问题的 回答牵 涉到弦 理论在 AdS5xS5 空间中 的量子 化问题 ，是 AdS/CFT 
对应 关系研 究中尚 未解决 的核心 问题. 尽管 如此， 人们 基于对 AdS/CFT 对 应的深 
入理解 倾向于 认为量 子可积 性仍然 保持. 

毫无 疑问， 可积性 的研究 已经极 大地促 进了对 AdS/CFT 对 应关系 的研究 ，对 
其更 深入的 研究和 探索将 帮助我 们解开 AdS/CFT 对应 背后的 秘密. 


.  370  - 


10000 个科 学难题 数学卷 


参 考文献 

[1]  Aharony  et  al.  Large  N  field  theories,  string  theory  and  gravity.  Phys  Rept,  2000, 
323:183-386 

[2]  Beisert  N.  The  Dilatation  operator  of  N=4  super  Yang-Mills  theory  and  integrability. 
Phys  Rept,  2005,  405:1-202 

[3]  Bena  I,  Polchinski  J  and  Roiban  R.  Hidden  symmetries  of  the  AdSsxS5  superstring. 
Phys  Rev,  2004,  D69:  046002 

撰稿人 ：陈斌 

北 京大学 


Donaldson 不 变量和 Seiberg- Witten 不变量 的关系 


.  371  - 


Donaldson 不 变量和 Seiberg- Witten 不变量 的关系 

The  Relation  Between  The  Donaldson  Invariant  and  Seiberg- 

Witten  Invariant 


Donaldson 理论是 数学家 Donaldson 在 20 世纪 80 年代通 过高能 物理中 的规范 
理 论的思 想来研 究四维 紧致定 向光滑 Riemann 流 形上的 微分结 构的数 学理论 W 
该理 论是回 归数学 和物理 相互影 响的传 统的一 个光辉 典范, 它 无论是 在思想 上还是 
在技 巧上都 具有划 时代的 贡献. 模空间 的思想 开始在 数学中 具有越 来越重 要的地 
位, 它 启示了 很多数 学进展 ，如 Gromov-Witten 不 变量理 论等. 粗略 地讲， Donaldson 
不变 量是定 义在瞬 子模空 间上的 积分. 因为模 空间的 非线性 特征， Donaldson 不变 
量的计 算十分 困难. 

1988 年 Witten 将 Donaldson 不变量 纳入拓 扑量子 场论的 范畴： 它们 是拓扑 
扭曲的 N  =  2 超 对称杨 -Mills 理 论的关 联函数 (correlation  functions). 

几 年后， 在 理论物 理中， Seiberg 和 Witten!2! 发现 N  =  2 超 对称杨 -Mills 理论 
的 物理， 如起关 键作用 的预势 （Seiberg- Witten  prepotential), 可以由 代数曲 线的周 
期 (periods) 完全 刻画. 这就是 所谓的 Seiberg- Witten 几何 理论， 该 代数曲 线被称 
为 Seiberg-Witten 曲线. 这个 理论相 对来得 简单， 可以用 来研究 Donaldson 不 变量, 
在 物理上 已经有 很多这 方面的 研究. 

不久， Seiberg-Witten 理论 在数学 上被严 格建立 起来. Donaldson 理论 中的许 
多定 理都很 快很容 易地利 用该理 论重新 得到了 证明， 并 且解决 了很多 Donaldson 理 
论中 的困难 猜想. 

这 两大理 论之间 的关系 从物理 上看很 自然， 它 和对偶 (duality) 现 象密切 相关, 
物理学 家认为 他们应 该是等 价的， 这在物 理文献 中有很 多讨论 P1. 从数 学上看 ，两 
者之间 的关系 至今仍 然十分 神秘, NakajimaW 等 在此方 向已经 取得一 些重要 进展, 
但距离 问题的 解决还 很远. 

可 以预期 的是该 问题的 解决对 于理解 物理中 的对偶 原理、 规范 理论和 超弦理 
论的 关系， 以及数 学中的 Langlands 纲 领都将 有重要 影响. 
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爱 因斯坦 (Einstein) 场方 程的数 学研究 

The  Mathematical  Study  of  Einstein’s  Field  Equations 


从数学 的角度 来看, 广义 相对论 的中心 任务之 一就是 
研究 Einstein 场方程 的存在 性问题 和对奇 点进行 系统的 
分析. 这 是一个 有关张 量的非 线性双 曲型方 程组的 研究， 

是 极其困 难的数 学问题 （关于 广义相 对论的 介绍， 可参见 
文献 

对 于真空 Einstein 场 方程， Minkowski 解是平 凡解. 

物 理学家 们找到 了很多 非平凡 特解， 如描 述静态 黑洞的 
Schwarzschild 解、 描述稳 态旋转 黑洞的 Kerr 解等 .从 
偏微 分方程 的观点 来看， Minkowski 解 就是在 R3 上给定 
某 个度量 50 和一个 相伴的 二阶对 称张量 知 作为 初始数 
据集 ，在 如 平坦， 知 恒为 零时作 为真空 Einstein 场 方程的 初值解 出一个 4 维时 
空使得 知 为 （R3,  5。） 在时 空里的 第二基 本形式 .在 1993 年 Christodoulou 和 
Klainerman 的先 驱性工 作中， 他 们证明 当非平 凡初值 非常接 近平坦 ，知 非常接 
近零, 并且迹 (trace) 为 零时， 真空 Einstein 场 方程存 在光滑 的渐近 平坦、 整 体双曲 
和 测地完 备的解 这就 是所谓 Minkowski 时空的 整体非 线性稳 定性. Minkowski 
时空稳 定性后 来又被 Lindblad 和 Rodnianski 用调 和坐标 方法重 新证明 [3,4!. 这些 
都是 困难而 深刻的 结果. 

自 然的问 题是： 如果初 始数据 集有内 边界， 也就 是说在 R3\0 上 给定非 平凡; 70 
和 知， 这里 D 是 R3 中的一 个紧集 ，当 D 满 足什么 拓扑、 几 何条件 以及如 、知在 
边界 上满足 什么条 件时， Einstein 场 方程的 （内） 边值问 题依然 有光滑 的渐近 
平坦、 整体双 曲和测 地完备 的解？ 与其 相关的 是所谓 Schwarzschild 时空的 整体非 
线性 稳定性 问题： 如 果边界 是 一 个表 观视界 (apparent  horizon), 即 如 的平均 
曲率和 知 限 制在如 的 迹在相 差一个 符号的 意义下 相等， 在什么 条件下 Einstein 
场 方程有 保持表 观视界 的渐近 平坦、 整体双 曲的真 空解, 在表 观视界 外是光 滑和测 
地完 备的？ 根据迷 向坐标 (isotropic  coordinates) 下的 Schwarzschild 解 的表达 形式, 
可以推 测此时 解在表 观视界 上一定 退化. 

再进 一步， 如果 D 是一个 星体， 则 需要在 D 上 求解非 真空的 Einstein 场 方程. 
这时, 如 何在数 学上研 究清楚 D 上的内 部解和 R3\« 上的外 部解的 拼接, 则 是一个 
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重要的 问题. 这 涉及广 义相对 论中星 体演化 的数学 理论. 在一 些理想 条件下 对静态 
星体演 化的研 究源于 1939 年 Oppenheimer 和 Snyder 的经 典论文 R 他们 发现不 
少强 引力塌 缩过程 中独特 的物理 现象, 如黑洞 视界的 形式、 由 于引力 红移导 致的外 
部观 测者观 测到的 塌缩冻 结等. 首次从 理论上 比较严 格的刻 画了星 体塌缩 为黑洞 
的 过程. 但是， 一个公 开而困 难的问 题是： 如果星 体是旋 转的， 如中 子星, 其 演化的 
数学理 论如何 建立？ 关于 该问题 的相关 资料可 参见文 献问、 [7]. 

最后， 近年 来天文 观测表 明宇宙 在加速 膨胀. 更具 有现实 意义的 是将上 述研究 
推 广到带 正宇宙 常数的 Einstein 场 方程. 
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Gromov-Witten  不 变量的  Virasoro 猜想 

Virasoro  Conjecture  for  Gromov-Witten  Invariants 


Gromov-Witten 不变 量是受 Gromov 关于 辛几何 伪全纯 曲线的 工作和 Witten 
关 于弦理 论拓扑 sigma 模 型的工 作的启 发而产 生的. 这 些不变 量的严 格数学 定义依 
赖于 田刚、 阮永 宾和李 竣等的 奠基性 工作. Kontsevich 和 Manin 对 Gromov-Witten 
不变量 进行了 公理化 研究. 简略 地说， Gromov-Witten 不变量 大致上 是紧致 辛流形 
中 伪全纯 曲线的 个数. 更严格 的定义 是建立 在稳定 映照模 空间的 交叉理 论上. 除了 
在 辛几何 和弦理 论中的 重要应 用外， Gromov-Witten 不 变量在 代数几 何中也 有非常 
重要的 应用. 它可 以用来 计算代 数流形 中全纯 曲线的 个数. Gromov-Witten 不变量 
理论为 这个领 域的发 展起了 实质性 的推动 作用. 另外, Taubes 证明了 在四维 紧致辛 
流 形上规 范场理 论中的 Seiberg-Witten 不变 量和这 些流形 的基本 Gromov-Witten 
不变 量是等 价的. 

Virasoro 猜想是 Gromov-Witten 不 变量理 论中最 重要的 未解决 问题之 一 .这 
个猜想 是由物 理学家 Eguchi,  Hori 和 Xiong 提出的 （见 文献 問). S.  Katz 对这个 
猜想做 了一些 必要的 修改. 这 个猜想 说代数 流形上 Gromov-Witten 不变量 的生成 
函数 满足一 个无穷 序列的 偏微分 方程. 这些偏 微分方 程的算 子满足 Virasoro 代数 
标 准生成 元素的 括号积 关系. 事实上 这些算 子生成 Virasoro 代 数的上 半枝. 大家 
熟知 很多可 积系统 （例如 Gelfand-Dickey 梯队和 Toda 梯队） 的一些 tau 函 数满足 
类似的 性质. 因此， Virasoro 猜想对 于理解 Gromov-Witten 不 变量和 可积系 统之间 
的关 系至关 重要. 另外， 代数几 何中的 一些著 名猜想 是这个 猜想的 特例. 最 简单的 
情 形是所 考虑的 辛流形 只是一 个点. 在这种 情形下 Virasoro 猜想和 著名的 Witten 
猜 想是等 价的. 当 所考虑 的辛流 形是一 个点的 时候， Gromov-Witten 不变量 实际上 
是 稳定曲 线模空 间上某 些示性 类的相 交数. Witten 的 猜想是 说这些 相交数 是由可 
积 系统中 KdV 梯队来 控制的 （见 文献 [7D. 更确切 地说， 这些 相交数 的生成 函数是 
KdV 梯队的 tau 函数. Witten 猜想 最早由 Kontsevich 证明 （见文 献问) .对 一 般 
的代 数流形 来说， Virasoro 猜想 是计算 Gromov-Witten 不 变量的 一 个非常 有效的 
工具. 如果 一个代 数流形 具有半 单量子 上 同调, Dubrovin 和张 友金证 明了高 亏格的 
Gromov-Witten 不变 量可由 Virasoro 猜 想和零 亏格的 Gromov-Witten 不变 量决定 
(见 文献 [1]). 

对 Virasoro 猜 想的研 究已经 有很多 进展, 详情可 参看综 述文献 [4]. 最近 Tele- 
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man 声称 他关于 2D 半单 上同调 场论的 分类工 作可以 推出具 有半单 量子上 同调流 
形的 Virasoro 猜想 ％ 这一 工作还 有待于 进一步 验证. 应 该指出 的是： 大 部分代 
数 流形的 量子上 同调并 不是半 单的. 关于非 半单情 形下的 Virasoro 猜想的 结果还 
非 常少. 除了 已知零 亏格的 Virasoro 猜想 对所有 紧致辛 流形都 成立外 （见 文献问 ), 
只 有亏格 一和亏 格二情 形下的 一些部 分结果 （见 文献 因此， Virasoro 猜 想的完 
全解决 似乎仍 然遥遥 无期. 
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kzb 方程 

Knizhnik-Zamolodchikov-Bernard  Equation 


二 维量子 场论中 最重要 的模型 之一是 所谓的 Wess-Zumino-Novikov- Witten 
(WZNW) 模型， 有的 文献亦 称之为 Wess-Zumino-Witten(WZW) 模型. WZNW 模 
型的作 用量为 非线性 a 模型 的作用 量加上 Wess-Zumino(WZ) 项 ，即 

Swznw  =  [  ^xTridigdig-1)  +  [  d3y£ijkTr(g~1digg~1djgg~1dkg), 

其中 三流形 的 边界为 j 维黎 曼流形 S,e^k 是 三阶全 反对称 张量, fc 为正 整数是 
量 子化的 要求. WZNW 模型 是一类 最重要 的二维 共形场 理论, 其 重要之 处在于 ，它 
同时具 有仿射 李代数 （即 Kac-Moody 代 数)； Virasoro 代数和 W 代 数等共 形对称 
性， 这些 都是无 穷维对 称性. 

KZ 方程最 初是由 V.Knizhnik 和 A.Zamolodchikov 于 1984 年给 出的， 他们在 
研究群 流形上 WZNW 模型 时得到 此方程 . KZ 方程是 WZNW 模型 的最高 权向量 
之张 量积的 intertwining 算 子满足 的自洽 条件. 所以, KZ 方程的 本质是 一 个 表示论 
问题 . D.  Bernard  于  1988 年将  V.Knizhnik  和  A.  Zamolodchikov  的 结果推 广到更 一 
般 的黎曼 面上， 即所谓 KZB 方程. 事 实上, KZ 方 程的最 初表现 形式是 WZNW 模型 
的初 级场， 即所谓 的共形 块所构 成的多 点函数 应满足 的微分 方程. 由 共形场 理论知 
道， 四点或 四点以 上的函 数构成 KZB 方程 的非平 凡解. 而 群流形 G 上 WZNW 模型 
的初 级场由 G 相应的 仿射李 (Kac-Moody) 代数 $ 的最高 权向量 （顶点 算子, VOA) 
给出， 故求解 KZB 方程就 转化为 无限维 Kac-Moody 代数的 不可约 表示空 间求迹 
(trace) 问题. 事 实上， 共形块 是群流 形丛上 的全纯 截面. 原 则上, KZB 方程 具有无 
限多 个解. 在数 学上, KZB 方 程将李 代数, 顶点算 子代数 (vertex  operator  algebra)、 
表 示论、 黎曼几 何等分 支紧紧 联系在 一起. 另一 方面, KZB 方 程又与 余切丛 上的经 
典 可积的 Hamiltonian 系统 ，即 Hitchin 方 程密切 相关, KZB 算子等 价于丛 上的射 
影平 联络, 此时 联络可 以表述 成热核 算子： 

VKZB  =  (k  +  hv)-^-  +  B. 

第 一项的 微分沿 Teichmiiller 空间 ，而 B 是黎曼 S 上平 G 丛 模空间 的二阶 微分算 
子. 这里 G 是紧 致的单 李群， W 是 G 对应的 仿射李 代数彡 的对偶 Coxeter 数， 而 
k 则是 相应仿 射李代 数表示 的级. 显然， KZB 方程 是热核 方程的 推广， 而热 核方程 
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在 指标定 理中是 至关重 要的. 一种自 然的设 想是， KZB 方程 可以用 来研究 相应的 
指标 定理. 

对 KZB 方程的 研究， 已经 发现了 超几何 函数, Macdonald 多 项式、 表示论 、可 
积 系统以 及代数 曲线之 间诸多 深刻而 内在的 联系. 

若将上 述经典 问题量 子化， 即 将上述 的微分 算子变 成差分 算子， 就得到 对应的 
量子化 问题. 量子 KZB 问题 的解, 涉及量 子多体 问题、 量 子群、 量子 代数和 相关的 
表 示论. 

研 究经典 KZB 方程以 及相应 的量子 KZB 方程， 必将对 相关学 科的研 究产生 
重要的 影响. 
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Flux  Compactification  in  Strings  and  Generalized  Complex  Geometry 


自 从弦理 论第一 次革命 以来, 紧化 问题就 一直在 弦理论 研究中 占 据着一 个很重 
要的 地位. 紧化问 题物理 上的目 标是从 超弦能 自洽地 运动的 十维时 空出发 得到四 
维 的现实 物理， 比如说 从弦理 论中产 生出最 小超对 称标准 模型, 其实 质是研 究弦真 
空态的 性质. 对这个 问题的 研究在 物理和 数学上 都产生 了很多 重要的 结果， 而带通 
量的紧 化则是 近年来 这方面 的最新 进展. 

带通量 的紧化 在物理 上的初 始目标 是解决 所谓的 弦真空 稳定性 问题. 即 为所有 
的模场 （其 真空 平均值 对应于 模空间 参数） 产生一 个势， 根据 这个势 可以确 定其唯 
一 的真空 平均值 （势的 极小值 )， 从 而得到 唯一、 稳定 的物理 真空， 而 非由一 组模场 
真空平 均值表 示的连 续谱. 数 学上， 它的 研究催 生了各 种新的 “ 广义” 几何 结构. 

弦 的真空 态可以 通过两 个迥然 不同却 又密切 相关的 方法来 研究. 一个是 弦的低 
能有 效理论 —— 超 引力； 一个是 弦的微 扰展开  一一 2 维 世界片 弦论. 粗略 地可以 
说， 超 引力方 法可以 用来研 究弦真 空态的 “ 经典” 性质， 而世 界片方 法则可 在此基 
础 上用来 研究其 “ 量子性 质”. 

超 引力方 法适合 寻找新 的弦理 论解, 近年 来发现 了很多 新的真 空态. 它 们可以 
用所谓 广义复 结构来 刻画. 为研究 紧化， 我们 需要研 究广义 Calabi-Yau 流 形的模 
空 间及其 上面的 几何. 它是 Kahler 流形， 并 构成所 谓特殊 几何. 近 年来， 人 们构造 
了许多 新的解 并用于 紧化的 研究. 这些 结果可 应用于 研究黑 洞吸引 机制、 规 范场与 
弦 理论的 对偶和 前述的 真空稳 定性等 问题. 

而世 界片的 描述与 超引力 解是互 补的. 与 超引力 解的经 典性质 相反, 世 界片弦 
论 通常包 含了弦 的量子 效应， 能反映 目标时 空几何 的量子 性质. 一个 超引力 的解必 
须找 到对应 的世界 片的描 述才能 被看作 一个完 整的弦 论解. 世 界片弦 论往往 与代数 
及 表示论 也发生 深刻的 联系. 因 为世界 片弦论 是一个 2 维共形 场论， 低能物 理中的 
场可 以看成 是顶点 算子, 它们之 间的相 互作用 正好就 是顶点 算子的 代数. 一 个共形 
场 论所携 带的代 数结构 可以为 它提供 精确的 定义以 及计算 方法. 这 对了解 弦真空 
态的 相关性 质非常 重要. 

此外， 世 界片弦 论也为 D 膜提供 了精确 的描述 . D 膜是 R-R 流通 量的源 ，同 
时在同 调镜对 称中扮 演了关 键性的 角色. 它的最 漂亮也 是最严 格的描 述是通 过带边 
界 的世界 片弦论 以边界 共形场 论的形 式给出 ，而 后者同 样也具 备丰富 的几何 与代数 
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的 内涵. 广义几 何中的 D 膜解是 其中一 个有代 表性的 例子. 

世 界片理 论将目 标空间 （时 空） 的 性质与 2 维流 形联系 起来. 因此， 其 中出现 
的“ 量 子几何 ” 可能同 时 包含了 两 个本来 没有关 系的“ 经 典空间 ” .这 样通常 会产生 
丰富有 趣的几 何问题 ，镜 像对 称就是 其中最 著名的 例子. 对 于“广 义”的 弦真空 ，也 
会存 在镜像 对称等 对偶. 近年来 在把镜 像对称 推广到 扩充的 弦真空 方面有 不少研 
究. 广义 Kahler 流 形是个 研究这 类“广 义”镜 像对称 的合适 框架. 它 有两个 广义复 
结构， 镜 像对称 可能就 是交换 这两个 广义复 结构. 如何 建立起 扩充弦 真空流 形上的 
镜像 对称， 并构 造出包 括所有 R-R 态和 NS-NS 态的弦 真空的 模空间 的对偶 是个富 
有挑 战性的 问题. 对 于杂弦 理论， 带通 量的真 空态最 初是由 Strominger 导出的 .近 
年来丘 成桐教 授与合 作者系 统构造 了许多 新的解 并用于 紧化. 对于扩 充的弦 真空, 
也会有 对偶. 这些对 偶的研 究是十 分有意 义的. 
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量 子杨- 米尔斯 (Yang-Mills) 千 禧问题 

Quantum  Yang-Mills  Millenium  Prize  Problem 


量子 Yang-Mills 千禧 问题又 称量子 Yang-Mills 场 的存在 性和质 量间隙 问题， 
即： 

证明 对于任 意的、 紧 的单群 G, 在 R4 上 存在以 G 为 规范群 的有质 量的量 
子 Yang-Mills 场， 并 且有质 量间隙 △  >  0. 

量 子力学 将一个 粒子的 位置和 速度视 为作用 在一个 Hilbert 空 间的非 交换算 
子 W. 场用来 描述很 多自然 现象, 例如： Maxwell 方 程中的 电场和 磁场， Einstein 方 
程中的 引力场 等等. 规 范理论 中的规 范势， 数 学上描 述为主 从上的 联络， 与 基本粒 
子 及其相 互作用 有密切 关系. 一个典 型例子 是电磁 理论, 其规 范群是 阿贝尔 交换群 
[/(I). 如果 电磁势 A 记作 U(l) 联络， 局部可 看作时 空中的 1 形式， 曲率或 电磁场 
张量 F 是 2 形式， 无源的 Maxwell 方程是 0  =  dF  =  d  *  这里 * 是 Hodge 共轭 
算子. 无源的 Maxwell 方 程可以 描述大 范围的 电场和 磁场. 

Yang-Mills 理论是 非阿贝 尔规范 理论， 在经典 意义下 类似于 Maxwell 理论， 它以 
更一 般的紧 规范群 G 代替了  C/(l) 群， 无源 Maxwell 方程 则推广 为无源 Yang-Mills 
方程 ：  0  =  =  cU  *  能 从无源 Yang-Mills 场的 Lagrangian 变分 导出： 

1=4^/寧，  ⑴ 

这里 Tr 是指群 G 的 Lie 代 数上的 不变二 次型. 无源 Yang-Mills 方 程是非 线性方 
程， 一 般情 况下， 不 可精确 求解. 无源 Yang-Mills 方程 与无源 Maxwell 方程 类似, 
在经典 情况下 描述以 光速传 播的无 质量经 典场. 因为 Lagrangian(l) 中 没有质 量项, 
否则， 这些 场在规 范群作 用下， 就不是 不变的 [2]. 

在解 释场和 粒子的 相互作 用时, 必须 应用量 子场论 的概念 .在 20 世纪 50 年代, 

Maxwell-Dirac 场的 量子化 - 量子电 动力学 (QED) - 给 出了费 米场及 其量子 

(电 子、 正 电子、 质子、 中 子等） 通过电 磁场及 其量子 （光 子） 相互作 用的经 典和量 
子性 质非常 精确的 描述. 在时空 不同位 置时， 电场 的分量 就成了 非交换 的算子 ，当 
构 造这些 算子所 作用的 Hilbert 空 间时, 传统的 粒子, 例 如电子 被重新 解释为 Dirac 
场的量 子化, 场 与粒子 之间的 差别消 失了. 

作为 电磁场 的非阿 贝尔对 应物, Yang-Mills 场是否 在描述 自然界 其他相 互作用 
力时， 有同样 重要的 作用？ 特别 是对于 弱相互 作用与 强相互 作用. 但 是由于 弱相互 
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作用与 强相互 作用都 不是长 程力， 因此 它们都 可能与 有质量 粒子相 联系. 然而 ，经 
典 Yang-Mills 场 是无质 量的， 这 对于将 Yang-Mills 场 应用于 描述其 他相互 作用是 
一个 严重的 障碍. 

在 20 世纪 60 〜 70 年代, 对于 弱相互 作用， 上述困 难被克 服了. 建 立了以 U{2)x 
U(l) 为规 范群的  Weinberg-Salam-Glashow  弱电统 一 理论 [3,4!. 对 于经典  Yang-Mills 
场的 零质量 问题, 通过引 入一个 附加的 “Higgs 场” 来 解决. 该 场是时 空流形 上的一 
个标 量场， 在 规范群 17(2)  x  [7(1) 的 作用下 按该群 的两分 量表示 变化， 其真 空态的 
非 零渐近 常值将 规范群 约化为 U(l) 子群 （对角 地嵌入 C/(2)x  [7(1)), 以某种 统一的 
方式 描述了 电磁 力与弱 相互作 用力. 由 于存在 上述从 U{2)  x  [/(I) 到 (7(1) 的 约化， 
因而只 有电磁 力是长 程力， 弱 作用则 由具有 质量的 粒子来 描述, 这 与事实 相符. 

强相互 作用的 Yang-Mills 场的 零质量 性问题 不能用 “对称 破缺” 方 法解决 .物 
理学家 猜想， 量子 Yang-Mills 场， 即 对应于 上述经 典作用 量的量 子场， 有可 能解决 
这一 问题. 

量子 Yang-Mills 理论是 否能成 功地解 释强相 互作用 “质量 间隙” 的量 子性质 
是 关键. 这 要求， 在 经典意 义下， 以光速 传播， 场没有 质量； 而 量子的 粒子则 有正的 
质量， 即 必须存 在正数 △， 使得任 意激发 态的能 量必须 不小于 △， 从 而保证 核力是 
相互 作用很 强的短 程力. 依赖于 这个理 论存在 “ 夸克禁 闭”， 即 虽然理 论是以 夸克即 
SU(3) 的非 平凡表 示为基 本场， 但物理 粒子态 一 如 质子、 中子和 Jt 介子 一 都 
必须是 SU(3) 不 变的， 这能 够解释 为什么 我们观 测不到 单个的 夸克. 

“ 质量间 隙”和 “夸克 禁闭” 为 物理学 家在实 验中观 察到， 并由计 算机模 拟所验 
证 [5], 但从 数学理 论角度 上如何 加以理 解尚不 清楚. 因此， 建 立和证 明量子 Yang- 
Mills  场 的存在 性和质 量间隙 问题， 是一 个非常 艰巨的 问题， 是 所谓的 “千禧 问题” 
之一， 需 要从物 理和数 学及其 结合， 引入 新的思 想才能 取得突 破性的 进展. 
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量子 极小模 型猜测 

Quantum  Minimal  Model  Conjecture 


量子 极小模 型猜测 是近年 来量子 物理与 几何相 互作用 的 产物. 该 猜测希 望揭示 
20 世纪 90 年代 出现的 Gromov-Witten 不变量 与经典 代数几 何中的 极小模 型理论 
之间的 联系， 是 非常困 难的数 学问题 （关于 Gromov-Witten 不 变量的 介绍可 参见文 
献 关 于极小 模型理 论的介 绍可参 见文献 問). 

20 世纪 80 年代， 英国皇 家学会 会长、 三 一学院 (Trinity  College) 院长 （牛顿 
曾 任首任 院长) Atiyah 爵士 提出用 量子场 论的思 想来解 释低维 流形的 拓扑不 变量. 
Witten 和 Floer 等人完 成了该 项工作 Witten 更是 由此建 立了拓 扑量子 场论， 
并 凭此在 1990 年 于日本 东京的 国际数 学家大 会上获 得菲尔 兹奖. 在 辛几何 领域, 
Gromov 引 入拟全 纯曲线 方法并 在辛拓 扑的研 究中引 发了一 场革命 W. 阮勇斌 、田 
刚、 孔 采维奇 （Kontsevich) 、 李俊、 深 谷贤治 （Fukaya),  Behrend、 Fantechi 等人结 
合 Gromov 和 Witten 的想 法对辛 流形和 代数簾 定义了  Gromov-Witten 不变量 [5]. 
1998 年， 孔 采维奇 凭该方 面的工 作于德 国柏林 召开的 国际数 学家大 会上获 得菲尔 
兹奖. 

与此 同时， 日本 数学家 森重文 （S.  Mori) 为 了对代 数三重 （实 六维代 数簇） 进行 
双有理 (birationally) 分 类而建 立起了 极小模 型理论 [2], 并 凭此在 1990 年于 日本东 
京召 开的国 际数 学家大 会上获 得菲尔 兹奖. 

初看 起来, Gromov-Witten 不 变量和 极小模 型理论 属于两 个完全 不同的 数学分 
支. 但利用 Gromov-Witten 不变 量可以 在辛流 形的通 常上同 调群上 定义一 个新的 
量子 乘法， 也就 是说， 可以 在通常 的上积 (cup  product) 上 加上一 些量子 修正项 ，这 
些量 子修正 项由辛 流形的 Gromov-Witten 不变量 给出. 通常 上同调 群带上 量子乘 
法构成 一个新 的上同 调环， 称之为 量子上 同调. 一个自 然的问 题是， 作为辛 流形的 
拓扑不 变量的 量子上 同调具 有怎样 的几何 性质？ 对此， 阮勇斌 发现量 子上同 调同经 
典 双有理 几何有 着密切 的关系 ，并 提出了 量子极 小模型 猜测： 

量子 极小模 型猜测 双有理 等价的 极小模 型具有 同构的 量子上 同调. 

量子极 小模型 猜测的 研究是 一个非 常困难 的数学 问题， 目 前取得 的进展 很小. 
李安民 和阮勇 斌证明 了通过 fl0p(_种 由剪切 和粘合 复合成 的拓扑 手术） 连 接的复 
三 维流形 具有同 构的量 子上同 调环， 从而 证明了 该猜测 对三维 flop 成立 [6]. 最近李 
元斌、 林慧 文和王 金龙将 他们的 结果扩 展到任 意维的 情形和 Mukai  flop 的情形 [7L 
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由于 量子乘 法中用 到全部 Gromov-Witten 不 变量的 信息， 从而 使得该 猜测的 
验证变 得非常 困难. 阮勇 斌结合 双有理 变换的 特点仅 用例外 (exceptional) 同 调类的 
Gromov-Witten 不 变量来 定义了 一种新 的量子 乘法, 我 们称辛 流形的 通常上 同调群 
带上该 乘法构 成的环 为阮上 同调. 对应于 量子上 同调的 情形， 也有相 应的量 子极小 
模型 猜测， 我们 称之为 上同调 量子极 小模型 猜测： 双有 理等价 的极小 模型具 有同构 
的阮上 同调. 关于该 猜测， 胡建 勋和张 皖川对 Mukai  flop 验证 了该猜 测成立 [8L 
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10000 个科 学难题 数学卷 


彭罗斯 (Penrose) 猜想 

Penrose  Conjecture 


在 广义相 对论理 论中， 在 研究由 孤立的 引力源 产生的 时空模 型时, 假设 物质场 
的局 部质量 密度为 正并且 满足主 能量条 件即局 部质量 密度大 于局部 动量密 度的模 
长， 根 据正能 定理， 时空总 的质量 (ADM  mass) 为 正定. 

这个结 论在引 力波存 在的情 形下也 成立. 正能定 理的完 整证明 W 在 20 世纪 
70 年代末 首先被 孙理察 (Schoen) 和 丘成桐 (Yau) 给出. 威滕 (Witten) 在稍 晚些时 
候另辟 蹊径, 运 用旋量 工具给 出了另 一种更 为简洁 的证明 

在相 对论学 界中有 一个很 重要的 假设， 便是 宇宙监 督假设 ％ 在 考查宇 宙监督 
假设 是否成 立的过 程中， 彭罗斯 (Penrose) 从一 个简单 例子中 得到了  ADM 质量的 
下 界可以 用黑洞 表面积 来表述 的重要 结论. 后 来人们 猜测， 当 有黑洞 作为内 边界存 
在 的一类 渐近欧 式初始 数据所 生成的 时空， 在满足 正能定 理中的 主能量 条件时 ，该 
时空的 ADM 质 量的下 界仍然 可以满 足上述 结果. 需要 说明的 是这里 所指的 黑洞定 
义 为过去 或未来 俘获面 (trapped  surface). 这个 猜想现 在被命 名为彭 罗斯猜 想或彭 
罗斯 不等式 [4,5]. 该猜想 如果证 明成立 的话， 将 会是正 能定理 在含内 边界的 渐近欧 
式初 始面上 一个很 漂亮的 推广. 

在研 究彭罗 斯不等 式时， 数 学家们 对渐近 欧式初 始数据 进行了 限制， 要 求初始 
数据 为时间 对称， 即 考虑该 初始数 据相应 的类空 曲面嵌 入的时 空时， 第二基 本形式 
为 0.  2002 年， Huisken 和 T.  llmanen[6] 证明了 在上述 特殊情 形下彭 罗斯不 等式是 
正 确的. 接 下来, BrayPl 将这 一不等 式推广 到多黑 洞的时 间对称 的初始 面上. 遗憾 
的是， 到目前 为止, 对于一 般情形 （第二 基本形 式不为 0) 的证 明还未 找到. 更困难 
的是, 彭 罗斯猜 想的普 适表述 形式也 是一个 公开的 问题, 参见文 献问. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


三 种狭义 相对论 和引力 及其相 互关系 

Three  Kinds  of  Special  Relativity  and  Gravity  as  well  as 
Their  Relations 


近十 年来, 精密 宇宙学 的最新 结果不 断对于 以爱因 斯坦相 对论为 基础的 当代物 
理学与 宇宙学 提出一 系列的 疑难. 如何发 展爱因 斯坦相 对论， 已经是 不得不 考虑的 
涉 及物理 学的理 论基础 的重大 课题. 

以 陆启铿 为首的 我国学 者早在 20 世纪 70 年 代初就 指出， 应该 存在以 惯性原 
理 为基础 的三种 狭义相 对论， 分 别定义 在闵可 夫斯基 / 德西特 / 反德 西特 时空上 ，具 
有 庞加莱 / 德西特 / 反德 西特 不变性 I1 〜 61 华 罗庚曾 经利用 投影几 何进行 过研究 [7], 
周 培源曾 关注过 宇宙学 意义. 

研 究表明 [8,9，n 〜 13], 三种狭 义相对 论具有 不同的 宇宙学 内涵： 对 于爱因 斯坦狭 
义 相对论 的闵氏 时空， 宇 宙学内 涵是平 庸的； 不能 反映宇 宙常数 所表征 的特征 .德 
西特 狭义相 对论则 不同， 如 果把作 为真空 的德西 特时空 的半径 R 与 宇宙常 数相联 
系， 其宇宙 学内涵 为具有 视界熵 [9，131 的加速 膨胀的 3 维 球面， 曲率 极小， 为 宇宙常 
数 量级. 这样， 宇宙常 数作为 一个普 适常数 就在原 理的意 义上引 进了. 反德 西特狭 
义 相对论 在常曲 率为负 的反德 西特时 空上， 同样包 含曲率 半径, 但相 应的宇 宙常数 
为负； 其 宇宙学 内涵是 震荡的 3 维 罗巴切 夫斯基 空间， 没 有视界 和熵. 

描述 引力， 应以 狭义相 对论的 局域化 原理为 基础， 即把 狭义相 对论， 包 括相应 
的 时空、 其中 的物理 规律及 完整的 对称性 一起局 域化， 建立相 应的时 空几何 〜 13]; 
进而， 应引 入与这 个原理 一致的 动力学 来描述 引力. 于是， 就应 该有三 种引力 理论, 
即 局域庞 加莱、 局域 德西特 与局域 反德西 特不变 的引力 理论. 

在三种 狭义相 对论及 其局域 化的引 力理论 之中， 应有 一种描 述真实 宇宙. 真实 
宇 宙的宇 宙常数 为正、 具 有熵， 因 而必然 选择德 西特相 对论. 观 测表明 的确如 此：宇 
宙 在加速 膨胀， 宇 宙常数 对暗能 量密度 起主导 作用. 这样， 宇 宙不仅 必然渐 近于德 
西特 时空， 而且 大致是 加速膨 胀着的 3 维 球面， 不 过半径 很大、 曲率 在宇宙 常数的 
量级. 这也与 观测事 实基本 一致. 

近来 发现， 这 三种狭 义相对 论的对 称性之 间存在 联系， 相 应的引 力理论 之间也 
存 在这类 联系. 不仅 如此, 三种 狭义相 对论之 间的共 形扩充 _，131 也存 在密切 关系. 

在三 种狭义 相对论 及其相 互联系 以及共 形扩充 的框 架内， 有许多 重大数 学与相 
对论 物理课 题有待 进一步 研究. 例如： 投 影几何 与共形 几何及 其相互 关系， 超对称 


三 种狭义 相对论 和引力 及其相 互关系  .389. 

扩充, 等等; 德西特 / 反德西 特不变 的经典 与量子 场论, 及 其共形 扩充; 与 AdS/CFT 
的 关系， 等等. 如 何建立 完善的 局域化 的引力 理论， 也 需要对 许多重 大的数 学与理 
论物理 课题做 进一步 研究. 例如， 投影 联络及 投影群 子群的 联络， 曲 率及其 大范围 
性质, 在 相应的 引力理 论中的 应用， 等等. 

总之， 这 一领域 是中国 学者开 创的， 又 与精密 宇宙学 的最新 结果密 切联系 ，有 
大量 有重要 意义的 课题需 要深入 研究. 
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双 黑洞系 统的数 值研究 

Numerical  Research  on  Binary  Black  Hole 


广义 相对论 是爱因 斯坦在 1915 年 建立的 描述引 力和时 空结构 的理论 W 在广 
义相对 论的描 述中， 引力不 是力， 只是 物质和 能量造 成的弯 曲时空 背景. 弯 曲的形 
式 和物质 能量的 关系由 爱因斯 坦方程 给出. 实验上 ，在 1990 年 以前， 由于 技术水 
平的 限制， 广义 相对论 只有三 大实验 验证： 水星 近日点 进动， 太阳附 近星光 偏折和 
光谱 的引力 红移， 以及宇 宙的微 波背景 辐射. 理 论上， 由于爱 因斯坦 方程形 式较复 
杂, 解析上 仅仅对 单体系 统有所 了解, 对两体 和多体 系统几 乎一无 所知. 近年来 ，广 
义 相对论 的发展 在实验 和理论 上都有 重大的 转变. 实 验上， 随 着引力 波激光 干涉仪 
(LIGO,  VERGO,  GEO600,  TAMA300) 的建成 ％ 对引力 波有无 的检验 将可以 进行. 
接下 来通过 对引力 波携带 信息的 分析可 以实验 检验广 义相对 论对强 引力场 描述的 
准 确性. 广义 相对论 逐渐从 “理 论家的 天堂， 实 验家的 地狱” 变成有 实验支 持的学 
科. 在理 论上， 随着 计算机 技术的 发展, 数值 计算变 成相对 论研究 的强有 力手段 .数 
值方法 研究广 义相对 论也逐 渐成为 一个研 究方向 一一 数 值广义 相对论 [3]. 

数 值广义 相对论 诞生于 20 世纪 60 年代, 动 机和非 线性物 理学的 发展类 似：用 
数值 模拟研 究相对 论性两 体问题 W. 但由 于爱因 斯坦方 程的复 杂性， 乃至当 时世界 
上最 先进的 超级计 算机如 Cray-2 也无法 处理实 际的三 维空间 加一维 时间的 引力系 
统 吒 所以, 直到 1995 年 以后, 在计算 机技术 飞速发 展的支 持下, 数值 广义相 对论才 
得 到真正 发展. 和其 他计算 物理学 的研究 相比， 数值广 义相对 论有其 独特的 一个问 
题 一一 数 值计算 容易不 稳定. 爱因 斯坦方 程是一 个张量 方程， 为了 数值求 解我们 
需要把 它转化 为普通 的偏微 分方程 形式. 转化 的方法 很多， 得 到的偏 微分方 程形式 
上差别 很大. 这 些不同 的偏微 分方程 形式对 应的动 力学变 量各不 相同， 方程 的数学 
结构、 变量 的特征 速度也 不同， 用来 做数值 演化的 稳定性 也各不 相同. 哪个 形式更 
有利于 数值计 算稳定 性及其 原因， 是数 值广义 相对论 中的表 述形式 （formalism) 问 
题 [6L 虽然 2005 年 后人们 发现有 的表述 形式的 确能比 较稳定 地数值 求解双 黑洞系 
统 ％ 但表述 形式问 题并没 有得到 很好的 认识. 黑洞时 空是有 奇点存 在的， 在 奇点附 
近各种 各样的 几何量 和物理 量都会 发散. 在解析 处理的 时候， 我们可 以用一 个符号 
来简单 记住无 穷大, 但在数 值计算 中这些 无穷大 会让计 算机无 法工作 下去， 导致数 
值计 算的不 稳定. 如 何数值 处理这 些奇点 以保证 数值计 算的稳 定性, 这是数 值广义 
相 对论中 的奇点 问题. 目前 我们有 两种方 法来处 理时空 奇点， 一是 剪切法 (excision) , 
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一是 穿刺法 （puncture). 剪切 法是利 用黑洞 事件视 界的因 果特性 —— 事件 视界内 
的事物 不会影 响到事 件视界 以外的 事物. 但是这 样的因 果特性 对非物 理的自 由度没 
有约束 作用， 如 何保证 非物理 的自由 度不传 出事件 视界是 剪切法 成功的 关键. 穿刺 
法是 把黑洞 区域用 #个 渐近平 直区来 代替, 进而 把该渐 近平直 区的坐 标奇点 放在计 
算 网格的 中间， 从计算 网格来 看就没 有奇性 出现. 实践证 明该方 法简单 有效， 但它 
的几 何和物 理机制 却是一 个令人 费解的 问题. 为 了数值 求解爱 因斯坦 方程， 我们需 
要选 择合适 的坐标 系或者 标架. 坐标系 或者标 架的选 择会影 响所求 解偏微 分方程 
的 结构， 而 且还和 时空奇 性的处 理密切 相关. 比如说 在剪切 法中， 所 选坐标 系的同 
时面 需要横 截事件 视界以 保证有 区域可 剪切. 对于 不同的 时空 如何选 取不同 的坐标 
系 以保证 数值计 算的稳 定性现 在还没 有明确 的规律 可循. 坐标 系或者 标架在 数值广 
义相 对论中 被称为 规范, 所以该 问题又 叫做规 范选择 问题. 数 值计算 通常不 可能处 
理无界 区域， 在偏 微分方 程的适 定性问 题上引 出一个 初边值 问题. 由 于爱因 斯坦方 
程是一 个约束 系统, 如何提 边界条 件以保 证满足 约束进 而保证 适定性 是一个 公开的 
问题 K 没有适 定性就 不可能 得到稳 定的数 值解， 所以 如何设 定边界 条件是 数值广 
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义 相对论 另一个 重要的 问题. 

除了上 述的稳 定性问 题外， 关于 双黑洞 系统， 还有 许多数 学物理 问题需 要数值 
方法来 研究. 比 如说， 存在 两个黑 洞的时 空有稳 定的可 能吗， 两个黑 洞碰撞 可能出 
现裸 奇点吗 （宇 宙监督 假设和 hoop 猜想) 吒 彭罗 斯不等 式会有 违反的 时候吗 ，黑 
洞 碰撞会 不会太 强烈以 至于辐 射能量 太多使 系统变 为负能 （正 质量猜 想)， 等等 .在 
引 力波实 验方面 ，原 始数据 的处理 需要数 值广义 相对论 预言的 引力波 波形来 提高信 
噪 比和解 释实验 数据. 
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杨-巴 克斯特 （Yang-Baxter) 方程 

Yang-Baxter  Equations 


杨- 巴克斯 特方程 (YBE) 是 一个矩 阵函数 方程： 

f  i?i2(a，/3)i?23(/?，T) 丑 i2(a,7)  =  -^23(0：, l)Ri2{(3, 7)^23(«, /?), 

\  R\2  {a,/3)  =  R(a,  (3)  <g>  E, 

[ R2z{a,fi)  =  E  0  R23(a,p), 

其中 R{a,f3) 是 TV  x  iV 矩阵， E1 是单位 矩阵, 是 fc 维 参量, 用 矩阵分 量表示 
则是 iV3 个代 数函数 方程. 

YBE 的 雏型是 1944 年 Onsager 在研究 Ising 模 型时提 出的， 称 为星- 三角关 
系 W.  1967 年， 杨振 宁在研 究一维  <5 势的费 米子模 型时， 作为系 统可积 性条件 ，他 
感到其 数学结 构非常 重要， 明确 提出了  YBEl2-3], 并 给出方 程的第 一个有 理解. 1972 
年, Baxter 在研 究八顶 角格点 模型时 也得到 了同样 的方程 给出了 此方程 的最低 
维椭 圆解. 利用 YBE 的解， 他们所 研究的 模型可 以精确 求解. 前苏联 研究组 在提出 
量子 力学体 系的反 散射方 法时， 正式把 这一方 程称为 Yang-Baxter 方程. 随后 ，陆 
续发现 这个方 程及其 推广广 泛地涉 及统计 物理、 统计 模型、 低维 场论、 二维 经典和 
量 子可积 系统、 量子群 理论等 许多物 理和数 学领域 旰 并且起 重要的 作用， 是许多 
物理 领域和 数学物 理领域 中十分 感兴趣 的研究 方向. 

在数学 物理领 域中, YBE 及其 各种推 广被认 为是可 积性的 定义关 系式, 它所起 
的作用 是从局 域的性 质给出 整体的 结果， 使统计 物理、 统计 模型、 低维 场论、 二维 
经 典和量 子可积 系统等 领域一 些问题 可解或 者变得 简单. 例如： 众所 周知， 连续模 
型 定义在 一个连 续的空 间中， 有 性质很 好的微 分方程 等等, 研 究的方 法和工 具比较 
多. 而离 散的格 点模型 却定义 在不连 续的空 间中， 由困 难的差 分方程 描述， 研究这 
样的离 散系统 则较为 困难. YBE 的重要 作用是 它使比 连续问 题困难 的离散 格点模 
型一 下子变 得更为 简单. 利用 YBE, 诸 如二维 Ising 模型、 9 态的 Potts 模型、 六顶 
角 及八顶 角模型 、自 由 费米子 模型、 hard-hexagon 模型、 RSOS 模型 和手征 Potts 
模 型等统 计模型 中许多 重要问 题得到 解决. 所以， 多年来 YBE 及其应 用备受 关注. 

为 了求出 杨- 巴克斯 特方程 的解， 前 苏联学 派和日 本京 都学派 建立和 发 展了量 
子李 代数的 理论, 利用量 子包络 代数的 表示构 造了一 些解. 在 具体的 统计物 理或者 
模 型的研 究中， 人 们也给 出了一 些特解 叹 但是， 基于 代数表 示理论 的解和 一些特 
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殊的解 均是孤 立构造 性的， 不能判 断某一 维数的 YBE 的矩阵 解是否 完整. 对于低 
维的 YBE 解的完 备性的 研究, 基于吴 文俊消 元法的 理论和 方法, 文献问 完 整地给 
出了 自旋为 1/2 的带 色带谱 参数的 八顶角 型的全 部解和 分类, 文献冏 则给 出了自 
旋为 1/2 的带 色带谱 参数的 3 角形 解. 

YBE 解的代 数结构 是其相 应物理 模型对 称性的 本质的 反映. 用 代数方 法研究 
YBE 及其 推广， 或 者研究 YBE 解 的代数 结构， 涉及 Yangian 和量子 Affine 代数, 
各种 9 的和 ft 的形变 无穷维 代数. 它的研 究进展 将应用 于研究 相应模 型的本 征态、 
能谱 和相关 函数. 

但是， 完整 地给出 杨-巴 克斯特 方程高 自旋和 高亏格 的解、 解的分 类和、 标准 
型、 解相应 的统计 模型中 的应用 以及有 关的带 动力学 变量的 YBE 的 解仍有 很多的 
问 题需要 研究. 


参 考文献 

[1]  Onsager  L.  Phys  Rev,  1944,  65:  117-149 

[2]  Yang  C  N.  Phys  Rev  Lett,  1967,  19:  1312-1314 

[3]  Yang  C  N.  Phys  Rev  Lett,  1968,  168:  1920-1923 

[4]  Baxter  R  J.  Ann  Phys,  1972,  70:  193-228 

[5]  Zamolodchikov  A  B.  Annals  of  Physics,  1979,  120:  253-291 

[6]  Jones  V  F  R.  Ann  Math,  1987,  126:  335-388 

[7]  马 中骥. 杨 -巴克 斯特方 程和量 子包络 代数. 北京： 科学出 版社， 1993 

[8]  Wang  Shi-Kun.  J  Phys  A:  Math  Gen,  1996,  29:  2259-2277 

[9]  Qiu  C  H,  Wang  T  Z,  Xu  Y  C.  J  Math  Anal  Appl,  2007,  326:  46-61 


撰 稿人： 王世坤 

中国科 学院数 学与系 统科学 研究院 


宇宙监 督假设 


.  395  . 


宇宙监 督假设 


Cosmic  Censorship  Hypothesis 


在广 义相对 论中， 当研究 天体物 理中的 一个致 密星体 （比 如超新 星大爆 炸的残 
留物） 由于 引力塌 缩而演 化为黑 洞的过 程时, 著名的 霍金- 彭罗斯 (Hawking-Penrose) 
定理 表明， 如 果时空 满足某 些合理 的物理 假设， 则时空 将会产 生奇点 使得爱 因斯坦 
方程 失效， 参 见文献 叫. 我们称 由爱因 斯坦方 程长时 间演化 所导致 生成的 奇点为 
未来 奇点， 以别于 由宇宙 大爆炸 所产生 的原初 奇点. 

未 来奇点 的本质 结构是 一个长 期被国 际同行 所关注 的问题 .在 20 世纪 70 年 
代, 大量的 有关这 个领域 的研究 工作被 发表, 但时至 今日， 答案仍 然不甚 明了. 这个 
问 题之所 以如此 受重视 并且难 度大， 是因 为未来 奇点的 数学结 构不同 于其他 奇点, 
它 的出现 一般被 认为标 志着经 典广义 相对论 在高能 情形下 失效, 并且 直接导 致了量 
子 引力的 问世. 


奇 点的出 现对于 爱因斯 坦方程 的可预 见性来 讲是罗 个极为 严重的 威胁. 这是 
由于 我们并 不知道 由时空 奇点生 成的额 外信息 是否会 干扰爱 因斯坦 场方程 的经典 
演化 过程. 从一些 黑洞演 化的实 例中， 彭罗斯 (Penrose) 认为 未来奇 点必须 要隐藏 
在一 个黑洞 事件视 界内. 如果 我们只 讨论事 件视界 以外的 场方程 柯西演 化时, 经典 
的相 对论理 论依然 有效. 彭罗斯 (Penrose) 将这一 猜想命 名为宇 宙监督 假设， 参见 
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文献 [2]_ 

宇宙 监督假 设合理 可信， 符合 物理直 觉并且 还被很 多单一 黑洞的 例子所 证实, 
但却 很难用 数学语 言来严 格化， 更不用 提一个 优美的 数学证 明了. 虽然很 难提出 
一 个统一 版本, 我们 或许可 以根据 不同的 应用前 景来给 出相应 的表述 形式， 参见文 
献 [3]、 [4]. 

近 年来对 该猜想 的研究 工作主 要是围 绕爱因 斯坦方 程的时 间 演化问 题而 开展, 
并运 用偏微 分方程 的工具 来寻找 答案. 对于紧 柯西面 的情形 个较 强版本 的宇宙 
监督 假设在 Gowdy 时空下 已经被 证实， 参见文 献问. 但是这 距离我 们完全 理解宇 
宙监督 假说的 物理和 数学内 容的目 标还很 遥远， 依然 要有很 长的路 要走. 
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亨特 (Hunt) 假设与 Getoor 猜测 

Hunt’s  Hypothesis  and  Getoor’s  Conjecture 


由于许 多天才 数学家 的杰出 工作， Markov 过程的 理论经 历了半 个多世 纪的发 
展到 现在已 经比较 成熟， 它 的重要 性以及 在其他 领域的 应用已 经众所 周知. 但是, 
Markov 过程仍 然是概 率与随 机过程 领域的 焦点与 最富有 漂亮结 果的研 究方向 之一， 
也是 概率论 中应用 最广泛 的随机 过程， 尽 管已过 华年， Markov 过程 的基础 理论中 
也 仍然有 许多有 意义的 问题， 其中 最重要 的问题 之一是 Hunt 的 （H) 假设以 及相关 
的所谓 Getoor 猜测. 

由于古 典位势 理论与 Brown 运 动之间 的密切 关系， 利 用一般 Markov 右过程 
建立的 位势理 论就是 所谓的 概率位 势论， 它是一 般位势 理论的 一个重 要组成 部分, 
也可 以看成 Markov 过程 与分析 联系的 纽带. 概 率学家 G.A.Hunt 是 一 个富 有传奇 
色彩的 学者， 它在 博士毕 业几年 内留下 三篇到 现在仍 然是概 率位势 论的经 典论文 
后就离 开了数 学界. 由 于他的 工作， 他的 名字被 用来命 名一类 重要的 Markov 过程: 
Hunt 过程， 是指右 连续且 拟左连 续的强 Markov 过程. 在 他著名 的论文 W 中提出 
了研究 概率位 势理论 的一系 列假设 ，比如 （E) 假设 过程是 暂流的 ， （F) 假设 是参考 
测度存 在性假 设等. 其中 许多假 设由于 后来新 方法的 应用， 特别是 Kuznetsov 测度 
的 引入和  UCSD  的  P.  J.  Fitzsimmons,  R.  K.  Getoor,  J.  B.  Mitro 等的 工作而 显得不 
再 重要， 但其 中假设 （H) 却 仍然不 可代替 且被人 关注. 简单 地说， 它 是假设 没有正 
则点 的集是 极集. 一个 集合的 所谓正 则点就 是在精 细拓扑 （即 过程 诱导的 拓扑） 下 
的 聚点， 没 有正则 点的集 合类似 于孤立 点集， 直观 地说， 也就 是过程 从任何 点出发 
都不 会马上 （在一 段正时 间内） 碰到的 集合. 所谓 极集就 是过程 （几 乎所有 轨道） 永 
远不会 碰到的 集合. 因此 ， （H) 假设 是说, 任何点 出发都 不会马 上碰到 的集合 将永远 
不 会被过 程碰到 . （H) 假 设是一 个概率 假设， 是 用过程 轨道定 义的. 对于直 线上的 
一致 漂移， 半极集 就是可 列集， 极集是 空集， 所以 不满足 （H) 假设. 而对 Brown 运 
动, 半极 集与极 集都是 空集, 所以 （H) 假设 满足. 在处 理对偶 过程的 时候, 为 得到一 
个 满意的 结果， 经常需 要这个 假设. 直到 今天， 关于这 个假设 本质上 在说什 么尚没 
有一 个满意 的充分 条件. Hunt 当 时指出 （H) 在对 称的情 况下是 成立的 （参 考文献 
[2]). 后来 M.  Silversteinl3! 证明 了满足 截面条 件的过 程是满 足假设 （H) 的 （从 对偶 
测 度的角 度). 而在 一些极 端不对 称的情 形下, 如一 致平移 ， （H) 假设不 满足. 所以大 
家猜测 Hunt 假设 （H) 实 际上是 一个关 于对称 程度的 假设, 也 就是说 满足该 假设的 
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过程 具有一 定的对 称性. 其 次这个 假设是 否是一 个很强 的假设 也没有 明确的 答案, 
除 了截面 条件， 很少有 过程可 以验证 Hunt 假设 （H). 截面条 件肯定 不是一 个很好 
的充分 条件， 对于 Levy 过程 来说， 截 面条件 是指其 Levy 指数的 实部控 制虚部 ，是 
个 很强的 条件. 但是 大多数 人倾向 于认为 （H) 假设 不是个 很强的 假设, 而是 个轻微 
的 对称性 假设. Ranold  K.  Getoor 教授 曾经说 过他的 “猜 测”： 对于 Levy 过程 ，除 
了 类似于 一致平 移这样 的极端 不对称 情形， 都满足 Hunt 假设 （H). 他也多 次在会 
议上 提到他 的这个 猜测， 有的学 者就把 他叫做 Getoor 的 猜测. 但是 Getoor 教授自 
己 甚至不 能清楚 地描述 什么情 况下假 设成立 或者不 成立, 也就 是说他 不能说 明什么 
是极端 不对称 情形, 所以 这个猜 测更多 的 是一种 感觉. 

最后， 我们把 问题明 确地叙 述一遍 

1.  证 明：在 Levy 过程情 形下， 除去一 些极端 不对称 的场合 （需 要界定 )， 半极 
集是 极集. 

2.  对 于一般 Markov 过程， 发现 （比 截面 条件） 更好的 充分条 件以保 证满足 
Hunt 假设. 
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Ordinary  Differential  Equations  and  Related  Problems  in 
Stochastic  Analysis 

系数 y  ： 满 足什么 条件， 我们 可以解 如下的 常微分 方程： 

=  V(Xt(x)),  X0(x)  =  X.  ⑴ 

一 、 若 V 满足 整体的 Lipschitz 条件： 

\V(x)  -  V(y)\  ^  C\x  -  y\, 对 所有的  x,y  e 
则 方程⑴ 的 解可用 经典的 Picard 迭代法 得到. 其步骤 如下： 定义 Xt(0\x)  =  x 及 

Xt(n+1\x)  =x+  [  F(Xfn)(x))ds,  tGR, 

Jo 

则函 数序列 (t,x)  ^  xin\x) 在 R  x  的任 意紧子 集上一 致收敛 到方程 （1) 的解 

(Xt)teR. 它具 有如下 性质： Xt+S  =  XtoXs,  Xt:Rd-^  是整体 的连续 同胚. 

二 、 若 V 有界 且满足 Osgood 条件： 

\V(x)  -  V{y)\  <  C\x  -  y\r(\x  -  y\), 对 所有的  |x  -  y|  <  S, 

其中函 数 s  -4  r(s) 使得 f  $ 、 =  +00, 则 方程⑴ 的 解可由 Euler 逼近 一致收 

Jo  sr(s) 

敛 得到. 其方法 如下： 定义 

X^n)=x,  Xt(n)=Xt(^  +  (t^tk)V  (O ,  te[tk,tk+1], 

其中 4  =  kT/n,  r  >  0 固定 ，则 Xt(n)  一致 收敛到 Xt. 在此条 件下， 同 样地有 
Xt+S  =  Xt 。 夂， Xt:Rd-^  Kd 是整体 的连续 同胚. 

H,  V 仅 仅满足 Sobolev 条件 由 于此时 F 只 是几乎 处处有 定义, 
方程⑴ 的解必 须重新 理解. 我们称 Xt  :  Rd  Rd 解方 程⑴， 如果 ： （i) 
上的 Lebesgue 测度 在 （Xt) 下拟 不变： =  kt\d',  (ii) 对几乎 所有的 

x  e  Kd,Xt(x)  =x+  f  V(X8(a;))ds)  t  ^  0. 如果采 用通常 的逼近 方法， V  的  Jacobi 
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矩 阵必须 满足指 数可积 条件. 为了 避免这 个不自 然的情 况出现 ， 20 年前 DiPerna- 
LionsI2! 发 现了使 用运输 方程的 方法. 其做 法如下 ： （i) 首先将 V 光 滑得到 考虑 
常微 分方程  dX™  =  Vn(X^)dt-  (ii) 对 任意线 性映射  £:Rd  u^(x)  :=  £(X^(x)) 
解运 输方程  n 

—  K,  •  Vm™  =  0,  Uq  =  £, 

则 un(-)  e  L°°([0,T],LP) 弱 收敛到 w  e  L°°([0,T],LP), 且该极 限在广 义函数 意义下 
解 

^  -  V  -  Vut  =  0,  u0  =  £•  (2) 

(iii)  V ■的 Sobolev 条 件保证 了方程 （2) 具有唯 一解， 由 此可以 强化， 到 w 的 收敛, 
从而可 以证明 Xt(x)  =  (U\{t,  X),  ■■-  ,Ud(t,x)) 是 所需要 的解， 这里 Uj 对应 于初值 
厶： （a；i， ••- ，a;d)  h  而. 

四、 V  =  -Vip, 这里 p 是 上的非 光滑的 A 凸 函数： 

ip((l  -  t)x  +  ty)  <  (1  -  t)ip(x)  +  t<p(y)  -  Xt^2  ^  \x  —  y\2. 

此时， De  Giorgi 的极小 运动原 则可表 述如下 ： （i) 对每个 h  >  0, 首 先解极 小问题 

inf ；,；  ㈤ +  ^\x  - 吻|2 1, 记 为其解 .将： tq 换成 , 上面的 极小问 题的解 

记作 xf. 依此 类推， 我们得 到一列 {4n)  :  n  >  1}.  (ii) 定义 xh(t)  =  x^,  t  e 
[nh,  (n  +  l)/i). 则可 证明在 某些情 况下， 当 /i  |  0 时, Xh(t) 关于 te  [0,T]  一 致收敛 
到方程 


dXt  =  -{\/^){Xt)dt,  X0  =  x0  (3) 

的解. 需 要说明 的是， 尽管 只是 几乎处 处有定 义的， 但方程 （3) 的初值 是可以 
逐点给 定的. 也就 是说, 此时 （Xt) 总是在 的定义 域内， 并 且我们 有递减 关系式 
|Jft(a;0)  -  Xt(y0)\  <  e_At|x0  -  y0\- 

五、 与随 机分析 中若干 问题的 联系. 

当 系数满 足整体 Lipschitz 条 件时, It6 随机 微分方 程的解 可以用 Picard 迭代构 
造, 参见文 献问. 在 某些复 杂的情 况下， 可 以构筑 适当的 框架， 以便 Picard 迭代适 
用 ，见 B.  Driver 给 出的曲 轨道空 间上的 Cameron-Martin 定理 的证明 [3]. 对 系数满 
足 Osgood 条件的 It6 随机 微分方 程的讨 论可参 见文献 ⑷. 那 么在什 么样的 Sobolev 
条 件下， It6 随机微 分方程 具有适 当的强 解呢？ 此外， 紧 流形上 的热测 度可以 解释为 
相对于 Riemann 测 度的熵 泛函的 梯度流 （见文 献⑴、 即. 下 面我们 就这最 后的问 
题在 loop 群 上作稍 微详细 的阐述 .设 G 为一 连通紧 致李群 （不妨 看作是 so(d) 的子 
群), 考虑 L{G)  =  CiS^G). 给 定两个 loop  G  L{G), 它 们之间 的乘积 定义为 （心 

4)(^)  =  4(0)72(0), 贝1 J  L(G) 是 一个完 备的拓 扑群. 记 G 为 G 的李 代数, 并 赋予一 
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个 不 变度量 .考虑 H ⑼ = /i :  S1 —  e 绝 对连续 /  ^  <+oo), 

I  Js1  ^  丌  J 

2 

则它可 看成是 L(G) 的李 代数. 关 于度量 \h\2Hl  =  \hm2a  +  /  我 们可以 

y  ad  27t 

在 L{G) 上定义 Laplace 算子 At  Malliavin 在文献 问 中 引进了  L{G) 上的 热测度 

尝 = △〜 或去  J  Fdvt  =  j  AL F  dvt‘ 

我 们知道 Haar 测度在 L(G) 上 是不存 在的. 那么 是否存 在一个 “凸 泛函”  $  : 
P(L(G))  R, 使得 (pt)t>o 是伞的 “梯度 流”？ 这里 P(L(G)) 是 L(G) 上 的概率 
测度的 全体. 如果 这样， 则在 LIG) 上存 在一个 Haar 测 度的弱 版本. 


2  3  4  5  6  7 
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复杂 数据的 变量选 择问题 

Variable  Selection  for  Complex  Data 


由 于在生 物学、 医学、 生 态学、 人 口学、 环境 学和经 济学等 学科的 研究中 ，随 
着实验 技术、 检验 方法和 数据分 析手段 的日益 提高, 所 获得的 数据在 结构上 越来越 
复杂 精细， 所 提供的 信息也 越来越 繁杂， 获 得的变 量个数 也越来 越多. 在不 同的数 
据 结构和 各种模 型下， 如何有 效地进 行变量 选择， 即选 出对研 究对象 有比较 重要影 
响的变 量使得 选择的 模型易 于解释 并且具 有较好 的预测 能力， 这方面 的研究 已成为 
当 今统计 学与生 物学、 医学、 生 态学、 社 会学、 环境学 和经济 学等学 科交叉 中重要 
的前沿 问题. 

在 传统的 统计分 析中， 特别是 20 世纪 60 年代开 始注重 的线性 模型的 变量选 
择 问题， 主要有 两种常 用的变 量筛选 方法： 一种是 最优子 集法， 即考 虑所有 可能的 
回 归模型 （由 自变量 的所有 子集组 成)， 根 据一定 的标准 （如 AIC、 BIC) 选 出一个 
最优 子集. 虽然 这种方 法简单 直观， 但它的 缺陷是 计算量 太大， 需要搜 索所有 子集. 
另一 个则是 逐步回 归法， 即 对已引 入回归 方程的 变量, 根据其 偏回归 平方和 大小来 
进行 剔除， 把影 响不显 著的变 量全部 剔除， 然后 再对未 引入回 归方程 中的变 量根据 
其偏回 归平方 和的大 小进行 引入, 直到在 回归方 程中的 变量都 不能剔 除而又 无新变 
量可 以引入 为止. 其不 足之处 就是它 的不稳 定性. 为了 提高变 量选择 的准确 性和模 
型 的预测 精度, TibshinmiW 于 1996 年提 出了基 于惩罚 的最小 二乘的 变量选 择“最 
小的 绝对缩 减和变 量选择 算子” （简称 LASSO). 它通过 对较大 的系数 进行压 缩并使 
另外 的系数 为零, 从而达 到变量 选择的 目的， 同时 达到较 好的预 报效果 . Fan 和 LiM 
在 2001 年提出 了基于 惩罚的 似然函 数的变 量选择 “ 绝对偏 差的平 滑缩减 “ (简称 
SCAD), 而且 SCAD 同时 具有下 列三个 性质： 无 偏性、 稀 疏性、 连 续性. 这样 不仅可 
以避免 不必要 的模型 偏差， 又能降 低模型 的复杂 程度， 同时避 免了模 型在预 报时的 
不稳 定性. 另外， SCAD 在选择 变量的 同时又 能对系 数进行 估计， 而 且求出 的估计 
值 等效于 已知正 确的子 模型. 基于 LASSO 和 SCAD 的优 良性， 许多 作者对 它们进 
行了 扩充和 发展, 并 把这些 似然方 法推广 到一些 半参数 模型和 估计函 数方面 （见文 
献 [3 卜 [5])_ 

目前 对于复 杂数据 下模型 中的变 量选择 问题的 研究， 已 有一些 进展. 其中， Fan 
和 L 州 基于 SCAD 研究 了成组 数据下 Cox 随机 效应模 型的变 量选择 问题; FUm 基 
于 估计方 程和桥 惩罚函 数讨论 了纵向 数据下 线性模 型的变 量选择 问题; Fan 和 Li 问 
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基于加 权最小 二乘和 SCAD 研究 了纵向 数据下 半参数 部分线 性模型 的变量 选择问 
题; Cai 等人⑼ 基于伪 似然和 SCAD 给出了 多元生 存数据 下边际 Cox 模型 的变量 
选择 方法； Fan 等人 基 于局部 似然和 SCAD 讨 论了多 元生存 数据下 变系数 Cox 
模 型的变 量选择 问题. 

由于 复杂数 据种类 较多， 包括复 发事件 数据、 成组 数据、 纵向 数据、 丢失 数据、 
重 复测量 数据、 区间删 失数据 和测量 误差数 据等, 需要 不同的 统计模 型和推 断方法 
来进行 分析， 这 就导致 了建模 的复杂 性和多 样性， 同时 使得模 型中的 变量选 择问题 
更加 困难. 需要 解决的 难题是 怎样根 据数据 结构的 特点， 寻找 合理的 似然函 数或者 
估 计方程 函数以 及合适 的惩罚 函数， 给出 各种理 论模型 中的变 量选择 方法， 使所获 
得的 方法计 算简单 可行， 便 于实际 应用， 同时 具有无 偏性、 稀 疏性和 连续性 等优良 
特性. 
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如何解 决反映 变量粗 测量下 “维数 祸根” 问题 

How  to  Solve  “Curse  of  Dimensionality”  Problem  with  Coarse 
Observations  for  Responses 


回归 分析是 研究反 映变量 F 与解 释向量 X 之 间关系 的重要 而有益 的工具 ，一 
种简单 的回归 分析方 法是假 设参数 模型, 然后用 标准的 技术比 如似然 方法或 最小二 
乘方法 捕捉包 含在数 据中的 信息. 然而在 大部分 应用研 究中， 任何参 数模型 只是真 
实情况 的一个 近似， 要找到 能充分 正确描 述现实 情况的 模型是 非常困 难的， 有时甚 
至 是不可 能的. 这种情 况下， 取而 代之的 就是使 用非参 数回归 技术， 而非参 数回归 
技术通 常使用 核光滑 思想， 而这一 方法的 有效性 与每一 点 z 周围具 有充分 多的数 
据观察 点提供 充分信 息密切 相关. 然 而当点 X 是高 维时， 为 了保证 标准回 归技术 
的有 效性， 观 察数据 总数需 要成指 数速度 增长， 这 在实践 中通常 是不实 际的， 在这 
种情况 下随数 据维数 上升， 标准的 回归分 析方法 将迅速 失效， 这就是 著名的 “维数 
祸根” 问题. 

当 (X,Y) 完全 观察且 X 是高 维时, Li W 发 展了切 片逆回 归降维 技术， 该技术 
是将 P 维解释 变量投 影到一  fc(<  P) 维子空 间并能 捕捉关 于反映 Y 的全部 所需要 
的 信息， 然后 估计这 A; 个 降维方 向参数 使得标 准的光 滑技术 可以成 功而有 效地使 
用. 这 一技术 后来被 N.  Duan 和 K.  C.  Li[2] 及 T.  Hsing 和 R.  J.  Carroll 问 等更进 
一步 研究. 

现在的 问题是 在一些 实际问 题中， F 的 真值测 量是困 难或昂 贵的， 因而 使用一 
些 简单或 容易的 测量方 式测量 F 的替 代值， 而 只对小 部分个 体测量 F 的真值 .也 
就是 观察到 的数据 类型是 （X，Z) 或 (X,Y,Z), 其中 Z 是 F 的替代 变量. 显然 ，当 
X 是 高维向 量时， 考虑降 维问题 是一个 挑战， 自 然的问 题是切 片逆回 归技术 或其他 
在 完全样 本下降 维技术 仍然适 用吗？ 如 果能, 那 么如何 针对这 种数据 类型发 展推广 
已有 技术？ 如果 不能， 能发 展其他 降维技 术吗？ 这是我 们需要 解决的 问题. 
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相依 结构下 复杂删 失数据 统计建 模问题 

Statistical  Modelling  for  Complicated  Censored  Data  with 
Dependent  Structure 


复 杂删失 数据的 统计分 析是现 代统计 学的研 究热点 之一， 是各相 关学科 发展的 
重要 内容. 分析复 杂删失 数据， 建 立相应 的统计 模型, 揭 示数据 的内在 规律， 是发展 
各相 应学科 的重要 基础. 特别 是在生 物学、 医学、 生 态学、 人 口学、 环境学 和经济 
学等学 科的研 究中， 随 着实验 技术、 检验 方法和 数据分 析手段 的日益 提高， 所获得 
的数据 在结构 上越来 越复杂 精细， 所 提供的 信息也 越来越 繁杂， 因而 也对数 据的定 
量分析 提出了 更高的 要求. 同时， 由于实 验条件 和其他 原因， 反映变 量与删 失时间 
具有 某种相 依性， 如何 在各种 相依结 构下建 立相应 的统计 模型, 进行 统计推 断以及 
模型诊 断等， 也是当 今统计 学与生 物学、 医学、 生 态学、 社 会学、 环 境学和 经济学 
等学科 交叉中 重要的 研究热 点问题 之一. 

复杂删 失数据 主要包 括删失 数据、 截断 数据、 区 间删失 数据、 复 发事件 数据、 
成组 数据、 集合 数据、 纵向 数据、 丢失 数据、 测量 误差数 据等. 在传 统的生 存分析 
中， 主 要是在 反映变 量与删 失时间 相互独 立的情 况下研 究各种 参数、 非参数 和半参 
数模 型的统 计问题 W, 主要 包括参 数回归 模型、 乘积限 估计、 Cox 模型、 比 例几率 
回归 模型、 加 速寿命 模型、 线性 模型、 半 参数线 性转移 模型、 Aalen 可加风 险率模 
型、 随机效 应比例 模型以 及各种 边际半 参数模 型等. 主要 使用的 估计方 法有： 计数 
过 程鞅方 法和各 种似然 方法, 包 括极大 似然、 拟 似然、 伪 似然、 部分 似然、 偏 似然、 
边际 似然、 经验似 然等. 

实际 观察数 据中， 反 映变量 与删失 时间往 往具有 某种相 依性， 使 得对复 杂删失 
数据 的统计 建模和 推断变 得十分 困难， 传统的 方法不 适用， 必须寻 找新的 有效的 
统计 方法. 目 前这方 面的研 究已有 一 些 进展. 其中， Emoto 和 Matthews 间 在生存 
时间 与删失 时间服 从二雒 Weibull 模 型下研 究了参 数的极 大似然 估计； Huang 和 
Wolfed] 在随机 效应变 量服从 对数正 态下， 利用 EM 算 法获得 了成组 数据的 估计方 
法； Wang 等人 W 和 Huang 等人 分 别研究 了带信 息删失 和死亡 时间的 复发事 
件数据 的估计 问题； Zengl6-7! 利用协 变量降 维和似 然方法 讨论了 比例 风险模 型的估 
计 方法； Huang 等人 M 利 用随机 效应和 条件似 然方法 研究了 面板计 数数据 的估计 
问题； Peng 和 Fine^ 利用 人为的 删失方 法讨论 了相依 删失下 加速寿 命模型 的秩估 
计； Sun 等人 分别利 用半参 数条件 模型和 联合模 型两种 方法研 究了纵 向数据 
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下 反映变 量依赖 观察时 间和删 失时间 的估计 问题. 

由于 反映变 量与删 失时间 存在各 种复杂 的相依 关系， 目前 仍然存 在着一 些重要 
的 难题有 待于寻 找有效 的统计 方法去 解决. 主要 是怎样 充分利 用数据 提供的 信息， 
合理 地建立 这些相 依变量 所满足 的统计 模型. 对于 非参数 模型， 如何 获得其 最有效 
的 估计； 对于一 些高维 数据， 为了 避免维 数祸根 问题， 需要寻 找合理 的半参 数模型 
来拟合 数据， 同时给 出有效 的模型 参数估 计和模 型检验 方法. 另外， 对于相 依结构 
下带有 测量误 差或者 丢失的 复杂删 失数据 统计建 模也是 需要研 究的前 沿统计 问题. 
这些研 究结果 将为临 床诊断 提供重 要的理 论依据 和实际 指导， 并对生 物和医 学等领 
域的 研究起 着推动 作用. 
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样 本量的 增加能 保持原 估计的 渐近性 质吗? 

Could  Asymptotic  Properties  of  Estimator  Remain  When 
Sample  Size  Increases? 


在统计 学中， 人 们一般 会认为 样本量 的增加 能保持 原估计 的渐近 性质， 这看似 
很合理 简单， 同时也 非常有 意义, 人们能 普遍接 受它， 但对一 般常用 估计量 （包 括极 
大似然 估计和 M 估计） 却很 少见到 反例与 证明， 这一 问题乃 属于统 计学中 的基本 
问题. 

设 Xl5X2, ... ，Xn 是独立 同分布 （也 可不 同分布 ） 样 本量为 n 的样本 , 0 是待估 
参数 ，纟 ^2, … n) 是用某 统计方 法获得 的参数 0 的估 计量. Xra_)_i,  Xn_|_2,  • ' ' , 
xn+mn 是 与原样 本独立 同分布 （也 可不同 分布） 样 本量为 mn(mn  >  1, 且对 n 不 
减） 新 增加的 样本， 则这 时总样 本量为 N  =  n  +  mn. 

猜想 如果 & (A, X2, ■■■  ,Xn)-d 有 某种渐 近性质 （如相 合性， 渐近 正态性 
等)， 则一 般认为 0N{Xl,X2,  ■■-  ,Xn,Xn+1, ■■-  ,XN) 也具 有相同 的渐近 性质. 

这 种结论 目前绝 大部分 还是停 留在直 观上或 猜测， 除少数 几个估 计量外 ，例 
如： Xi,  x2, …， & 是独立 同分布 样本, xn+1,  xn+2,  ■■- ,  xn+mn 是与 原样本 独立同 

1  n  N 

分布新 增加的 样本, 则可以 证明： 如果 土  y 不-0  n  0, 则也有 

这时 0 为总体 期望, 对 其他稍 一般的 估计量 很少见 到理论 证明. 下面 的例子 则是对 
M 估计 的一个 猜想： 

对 普通线 性模型 ％  =  1  <  i  <  n,  {xi}^ 为 已知的 p 维 向量， 

ei，e2，... ，en  (i.i.d.), 其分 布满足 一定的 条件. 记 /? 的 M 估计： 

n 

Pn  =  arg  min  ^  p(Yi  -  x'^), 

P  i=l 

其中〆 为凸 函数， p(±oo)  =  00. 再 增加新 的样本 .其 （重 新做 试验） 得： Yn+j  = 
x'n+jl3o  +  en+j,  1  <  j  <  n,  ei,  e2,  ••-  ,^n,  (i.i.d.). 其中  xn+j  =  Xj,  N  =  2n. 这 时对应 
于全 部样本 的 M 估计为 


N 

Pn  =  arg  min  ^  p{Yi  -  x’ 真 


则有： 若 先 是 的相 合估计 ，则 心 也是. 
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这 一结论 看起来 很简单 合理, 但其证 明的困 难在于 对原有 M 估计凡 的 相合性 
要有一 个清晰 的刻画 （即相 合的充 分必要 条件， 主要施 加在设 计点列 仁,} 上). 这 
一 结论目 前除对 最小二 乘估计 (p(x)  =  x2) 有所证 明外， 对 其他的 M 估计还 未见任 
何 进展. Drygas W、 陈希孺 均考 虑过此 问题. 
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最热 点猜测 t 

Hot  Spots  Conjecture 


假设 D 是 Rd(d^2) 中具有 Lipschitz 型边 界的有 界连通 开集. 我 们考虑 D 的 
边界 在绝热 情形时 D 中的 热传播 现象， 并用 u(t,x) 来表示 在位置 z 处时刻 t 的温 
度, 因此, u(t,x) 满 足具有 Neumann 边界条 件的热 方程. 最热点 （Hot  Spots)x  =  x(t) 
是 在 t 固定时 的最大 值点. 最热 点猜测 是关于 t  —  oo 时: 是 否趋于 D 
的边 界点的 问题. 更 加准确 的提法 如下： 

设 {^k:k^  1} 是边界 3D 上具有 Neumann 边界 条件的 拉普拉 斯算子 - 

在 L\D,dx) 中 的特征 值序列 （按 递增排 列)， 而 { 仰 ： A;  >  1  } 为相 应的特 征函数 
序列 并构成 i2(D,  dx) 的 标准正 交基. 众所 周知， 0  =  W  < 内  <  阳  <  … 且奶为 
常数. 对具有 Neumann 边界 条件的 热方程 


du(t,x)  1 
— Ft  一  _  2 
du(t,  x) 

~^T=0-' 


Au(x,  t),  t  >  0,  x  G  D, 
t  >  0,  x  G  dD, 


其 基本解 2/) 可 表示为 


P(t,x,y)  =  ㈤仰 (2/)， 


(0.1) 


(0.2) 


这里 n(a:) 在 a;  e  3D 处指 向区域 内部的 3D 之 单位法 向量. 因此， 对绝 大多数 （0.1) 
的 初始值 w(0,x),  (0.1) 解的长 时间行 为由对 应于第 二特征 值 的特 征函数 控制. 
由于第 二特征 值 的 重数可 能大于 1, 因此 存在如 下三个 版本的 最热点 猜测： 
(HS1) 对相应 于 的任何 一个非 平凡特 征函数 仍⑷ 有： 


inf  <  吻 ㈤  <  sup  (p2{y),  Vx  e  D. 

y^oB  yedD 

(HS2) 对 相应于 ^2 的任何 一个非 平凡特 征函数 ^2(1) 有: 


inf  #2(y) 彡  ^2(x)  <  sup  ^2(2/),  Vx  G  D. 
y^oB  yedD 


该研 究部分 受美国 基金会 NSF  Grant  DMS-0600206 支持. 
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(HS3) 存在一 个相应 于 的非 平凡特 征函数 仍 (x) 满足 
inf  ip2(y)  <  ^(x)  <  sup  y>2(y)， Vx  e  D. 

J/69D  3/6  0D 

原始的 最热点 猜测由 Jeff  Rauch 在 1974 年于 Tulane 大 学的偏 微分方 程会议 
上提出 ，即 (HS1) 对 D  c  Rd 的每一 个区域 成立. Rauch 的最 热点猜 测并未 以印刷 
品形式 发表, 直到 1985 年才在 Kawol 的书 W 中正式 发表. 然而， 直到 1999 年才开 
始 吸引人 们的注 意力. 至此， 关于 该猜测 及相关 模型的 大量文 章开始 发表， 这些文 
章的 作者既 有概率 论学者 也有分 析学者 （参 看文献 [1]~[7]). 由 于具有 Neumann 边 
界条 件热方 程的基 本解是 5 上 正反射 布朗运 动的转 移概率 密度， 因 而概率 论在这 
一次领 域发挥 作用是 不用惊 讶的. 事实上 ， 开始 对最热 点猜测 进行系 统研究 的第一 
篇 论文是 两位概 率学家 的论文 他们 使用了  D 上 反射布 朗运动 的耦合 方法. 

(HS3) 对任 意区域 D  c  Rd 不 成立. 在文献 [3] 和文献 [4] 中分 别证明 了对带 
一 个洞的 某个平 面区域 和带两 个洞的 某种平 面区域 (HS3) 是错 误的. 在这 两种情 
况下， 第二 特征值 M2 都是单 重的. 

正面 的主要 结果如 下：当 D 是平面 lip 区域 I1，2] 或 是关于 一条线 对称的 C2 光 
滑 平面凸 区域时 (HS1) 成立. 此时 第二特 征值& 都是单 重的. 在 这些论 文中使 
用 的技巧 是一些 E 上反 射布朗 运动的 耦合, 如同步 耦合、 镜面耦 合和标 度耦合 ，以 
及关于 第二特 征函数 结 点线的 性质. 关 于使用 分析方 法的一 些结果 参看文 
献 [5]. 

不难 看出， 若对区 域 Di  c  Rdl 和 D2  c  Rd2(HS2) 对 Di 成 立蕴含 （HS2) 对 
D!  x  D2 也 成立, 参 看文献 [2] 中 的命题 2.6. 

对最热 点猜测 的研究 至今仍 有它的 魅力. 例如, 对三 维及更 高维情 形所知 甚少， 
这 是一个 概率论 和分析 的交叉 领域， 这是 年轻的 研究者 可以全 心投入 的研究 领域. 
下面是 这一领 域的两 个公开 问题： 

(i)  Kawohl 猜测： 对 d  >  2 的 Rd 中每一 个有界 凸区域 (HS1) 成立. 

(ii)  对 每一个 单连通 的有界 平面区 域最热 点猜测 是否都 成立？ 
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阿达马 (Hadamard) 矩阵 存在性 

Existence  of  Hadamard  Matrices 

定义 1  一个 n 行 n 列矩 阵丑， 其元 素只取 +1 或 -1, 若满足 HHt  =  nln 
[HT 为 H 的 转置， In 为 n 阶 单位矩 阵)， 则称 是一 个 n 阶 Hadamard 矩阵. 

例  （1) 和 ( 1  |  j 分别为 1 阶和 2 阶的 Hadamard 矩阵 .由 Kronecker 

积构造 方法容 易得到 n  =  2m  (m  ^  2) 阶的 Hadamard 矩阵. 

可以 证明， n 阶 Hadamard 矩阵 存在的 必要条 件为： 

命题 若 n 阶 Hadamard 矩阵 存在， 则 n=l,2 或 72三0  (mod  4). 

若 n 彡 8, 则 n 阶 Hadamard 矩阵的 存在性 等价于 参数为 (n— l,n/2  — 1,  n/4— 1) 
的平 衡不完 全区组 设计的 存在性 [3].  1893 年, HadamardW 猜想上 述有关 Hadamard 
矩阵 存在的 必要条 件也是 充分的 ，即： 

Hadamard 猜想 对 于任意 正整数 存在 阶的 Hadamard 矩阵. 

自 Hadamard 猜 想提出 以来, 历经许 多数学 家一百 多年的 努力, 有关 Hadamard 
矩 阵存在 性问题 研究取 得了很 大进展 [2,5], 但 该问题 还远未 解决. 迄今 为止， 尚未确 
定的最 小阶数 n 的值为 668^. 

定义 2  — 个如下 形状的 Hadamard 阵被称 为循环 Hadamard 矩阵： 

^  a\  a2  an  ^ 

an  ^2  •… ftn_i 

、 Cl2  奶  CI4  •  •  •  CL\  J 

例如， 以 下矩阵 是一个 4 阶循环 Hadamard 矩阵： 

/  -1  1  1  1  \ 

1-111 

11-11* 

V  1  1  1  -i  / 

循环 Hadamard 矩 阵猜想 不存在 n  >  4 阶循环 Hadamard 矩阵. 
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这一 猜想是 Ryser 有关 循环差 集猜想 的一个 推论, 故可认 为循环 Hadamard 矩 

阵猜想 起源于 RyserK 循环 Hadamard 矩阵猜 想研究 目前最 好的结 果是： 如果 

4  <  n  <  548964900, 则 不存在 n 阶循环 Hadamard 矩阵. 这一结 果是由 Leung 和 

Schmidt^ 用 比 较深刻 的代数 和数论 工具得 到的. 
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Hadwiger  猜想 

Hadwiger  Conjecture 

Hadwiger 猜想 是由图 论学家 Hugo  Hadwiger 于 1943 年 提出的 ，被 Bollobas, 
Catlin 及 Erdos^l 称为 “ 图论研 究中最 深刻的 难题之 一 ”  (one  of  the  deepest  unsolved 
problems  in  graph  theory). 下面我 们简要 介绍这 一 猜想 的具体 内容. 

_ •个图 由其 顶点集 与边集 组成, 其中每 条边连 接两个 顶点， 由一 条边连 接的两 
个顶 点被称 为是相 邻的. 如果一 个图有 fc 个 顶点且 任何两 个顶点 都是相 邻的， 则称 
这个图 为一个 A; 阶完 全图， 记为 给定 一个图 G, 我们给 G 的每 个顶点 染一种 
颜色 般用数 字表示 )， 要求任 何两个 相邻的 顶点都 不能染 相同的 颜色, 所 用的最 
少颜 色数被 称为是 G 的 色数. 显 然一个 fc 阶 完全图 的色数 恰好是 fc (因 为它有 fc 个 
点， 至多用 fc 种 颜色. 另一 方面, 它 的顶点 都是相 邻的， 任何两 个点都 不能用 相同的 
颜色 ). 下 图给出 了一个 4 阶 完全图 G, 及从 G 中删除 一条边 后的图 (顶 点旁的 
数字表 示它所 染的颜 色). Hadwiger 猜想： 一 个图 的色数 k 与 k 阶 完全图 有某 
种本质 联系. 


Hadwiger 猜想 （Hadwiger  Conjecture)  131  如果 一 ■个图 G 的色数 不小于 

k, 那么通 过删除 顶点、 边 以及收 缩边， 可以从 G 得 到一个 fc 阶完 全图欠 ^ 

如上 图所示 ，图 丑 的 色数是 3, 从 7? 中删 除一个 染颜色 1 的 顶点， 就得到 ^ 
个 3 阶 完全图 if3. 

Hadwiger 猜想在 fc  =  1,2,3 时是很 容易验 证的. 因为 色数为 1 的图 是空图 （每 
个顶点 是一个 色数为 2 的 图一定 含有边 （一 条边就 是一个 而 色数为 3 
的图 一定有 一个长 度为奇 数的圈 （可 以被收 缩成及 3).  fc  =  4 的情形 也比较 容易, 
Hadwiger 在 其文章 [3) 中 给出了 一 个 证明， Dirac 问 于 1951 年 又证明 了如果 一 个图 
的 色数为 4, 则这个 图含有 & 的剖分 （这一 结论与 著名的 Hajos 猜 想有关 ) .当 
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A:  >  5 时, Hadwiger 猜想 就变得 非常困 难了.  Wagner [5] 在其 1937 年 的一篇 文章中 
证明了  A:  =  5 时  Hadwiger  猜 想与四 色问题 等价， Robertson,  Seymour  与  Thomas [4] 
于 1993 年又 证明了  /c  =  6 时 Hadwiger 猜想 也与四 色问题 等价. 因此, 借助 于四色 
定理， Hadwiger 猜想在 k  ^6 的 情形已 经被解 决了. 但 & 彡 7 时， Hadwiger 猜想依 
然 在困扰 世人. 
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西摩 (Seymour) 的 二阶邻 域猜想 

Seymour’s  Second  Neighborhood  Conjecture 


考虑 无对称 弧的非 空简单 有向图 I?. 设 i 为 一个正 整数， u 是 D 的一个 顶点, 
w 在 D 中的 i 阶邻域 定义为 吨 ㈦ = {?;  |  w 到 v 的有向 距离为 i  }. 关于有 向图， 
Seymour 提出 了如下 猜想： 

猜想 1  (Seymour 的二 阶邻域 猜想） 任何 有向图 D 中都存 在一个 顶点你 ，使 
n  \Nb(vo)\  <  |iV|,(t；o)|. 

1995 年， Dean 和 Latka[1] 猜测对 于 £> 是 竞赛图 时这个 猜想是 正确的 ，这 
被 Fisher[3] 于 1996 年 证明.  2001 年 Kaneko 和 LockeW 证明 了猜想 1 对于 
最小出 度小于 7 的有向 图正确 .在 一 个 没有发 表的文 献中， Cohn、 Wright 和 God- 
bole  证明 了猜想 1 对于 随机图 几乎都 成立. 最近， Fidler 和 Yuster!2] 于 2007 年证 
明 了猜想 1 对 于最小 出度为 |V(D)|-2 的有 向图、 竞 赛图中 去掉一 个星图 的有向 
图、 竞赛 图中去 掉一个 子竞赛 图的有 向图均 成立. 这么 多年过 去了， 有不少 人设法 
证 明猜想 1, 但 都没有 成功. 这个 猜想与 下面的 Caccetta-Haggkvist 猜想有 紧密的 
关系： 

猜想 2(Caccetta-Haggkvist 猜想） 如果 £> 是 一个最 小出度 至少为 的 

有向图 ，则 D  — 定有一 个长度 至少为 fc 的有 向圈. 

猜想 1 可 以推导 出猜想 2 对于 fc  =  3 时 成立. 人 们围绕 着猜想 2 做了 很多的 
工作， 这 包括由 AIM 和 NSF 专门资 助的研 讨会, 但是 迄今为 止猜想 1 和猜想 2 仍 
然没 有得到 解决. 
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韦斯 (Weiss) 有限局 部本原 图猜想 

Weiss’s  Finite  Locally  Primitive  Graphs  Conjecture 


代数 图论的 焦点问 题之一 是决定 图的自 同构群 构造， 其 本质是 有限置 换群研 
究， 它 在信息 科学、 计算机 科学和 通讯， 特别在 互联网 络的设 计与优 化中有 着广泛 
的 应用. 而 图自同 构群研 究中的 一个关 键问题 是决定 自同构 群点稳 定化子 群的结 
构. 对 于三度 连通对 称图， 著名图 论大师 W.  T.  Tutted 于 1947 年证 明了自 同构群 
点 稳定化 子群的 阶整除 48, 后来 代数图 论学家 D.  Z.  Djokovic 和 G.  L.  Milled2] 给 
出 了自同 构群点 稳定化 子群所 有可能 的同构 类型. 对于一 般度数 的连通 对称图 ，自 
同构群 点稳定 化子群 的结构 亦得到 了广泛 研究， 如 代数图 论学家 M.D.  Conder,  A. 
Gardiner,  C.  D.  Godsil,  C.  E.  Praeger,  V.  I.  Trofimov,  R.  Weiss  等在 这方面 都有深 
刻的 工作. 

一个有 限传递 置换群 称为是 本原的 ，如 果它 的点稳 定化子 群是该 置换群 的极大 
子群. 一个图 称为是 局部本 原的， 如果图 自同构 群每一 点的点 稳定化 子群在 该点邻 
域上的 限制， 即在 与该点 相邻顶 点集合 上的限 制是本 原的. 

Weiss 有限局 部本原 图猜想 存在 正整数 集合到 自身上 的函数 /， 使 得对任 
意点 传递局 部本原 >  2) 度连 通图， 其 自同构 群点稳 定化子 群的阶 不超过 f(d). 

可 构造例 子说明 Weiss 猜想 中点传 递连通 图的局 部本原 性是必 要的. 目前有 
关该猜 想的一 个重要 进展是 如果连 通图是 2 - 弧传 递的， 即图 自同构 群的点 稳定化 
子群在 该点邻 域上的 限制是 2 - 弧 传递的 ，则 Weiss 猜想 成立. 这 一重要 成果由 A. 
Gardiner,  R.  Weiss  和  V.  I.  Trofimov  通过 一 系列文 章得到 .由  V.  I.  Trofimov  和  R. 
WeissW 可得 若点传 递局部 本原连 通图的 度数是 素数或 不超过 20, 则 Weiss 猜想成 
立. 然 而仅考 虑这样 的局部 作用很 难得到 Weiss 猜想的 证明. 另外， M.  D.  Conder 
等通过 应用拟 本原群 的分类 给出了 一个新 的归纳 方法, 证 明了若 Weiss 猜想 对自同 
构 群为几 乎单群 的图类 在一定 条件下 成立， 则该 猜想对 所有非 二部图 成立. 

Weiss 有 限局部 本原图 猜想与 有限置 换群的 Sims!3! 猜想 类似. Sims 猜 想是说 
每 一个有 限本原 置换群 的点稳 定化子 群的阶 不超过 m, 其中 d 是 该置换 群的一 
个大于 2 的 次轨道 长度， / 是上面 Weiss 猜想 中提到 的整数 函数. 尽管置 换群的 
Sims  猜 想已由  P.  J.  Cameron,  C.  E.  Praeger,  J.  Saxl  和  G.  M.  SeitzW  完全 解决且 
Weiss 猜想 研究已 有较大 进展, 但完 全解决 Weiss 猜想还 是一件 遥远且 困难的 工作. 
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并闭 集猜想 

Union-Closed  Sets  Conjecture 

1985 年 D.  Duffus 提出如 下猜想 W: 设 W  =  {A1,A2, ■■-  ,An} 是集合 费 个并 
闭的子 集族， 即对 任意的 i,  j 有 则存在 UA, 的一个 元素包 含在〆 中 
的至少 n/2 个集 合中. 

后来人 们发现 P.  Frankl 早在 1979 年就提 出这个 猜想的 “ 交闭” 的版本 ％ 即: 
如果对 任意的 j 有 AillAj  €  < 则存在 UA: 的一 个元素 包含在 W 中 的至多 n/2 
个集 合中. 因此， 这个猜 想又称 Frankl 猜想. 容 易证明 这个猜 想等价 于下面 的格论 
的命 题：设 L 是一个 n 元有 限格， 则存在 i 的 一个并 -不可 约元素 a; 使得 由它生 
成的 主对偶 序理想 Vx  =  {yeL:y^x} 包 含至多 n/2 个 元素. 在这里 我们说 a; 是 
并 -不可 约的， 是指 不存在 y,zeL 满足 x  =  yy  z. 

这个 看起来 简单而 初等的 问题证 明起来 却十分 困难， 因此 有人称 它是组 合数学 
中最 困难的 问题之 一， 著名组 合学家 R.  Stanley 称它是 “恶 魔般的 问题” (diabolical 
problem). 关 于这个 问题的 最新文 献见问 、⑷， 关于 它的图 论的版 本见文 献问. 


1  2  3  4  5 
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独 立系的 Chvatal 猜想 


Chvdtal’s  Conjecture  for  Independence  Systems 


设 S 是 一个有 限集， 〆 是 S 的一个 子集簇 （S 卩 W 的每个 元素是 S 的一个 
子集) .若〆 中 每个元 素的子 集也在 〆 中 ，即 4  e  W 和 B  g  4 蕴含 B  g 
则称〆 是 一 个 独立系 (independent  system), 亦称 为降族 (downset) 或理想 (ideal) 
或 单复形 (simplicial  complex). 若 W 中任意 两个元 素相交 非空， 则称〆 是交簇 
(intersecting  family). 特别地 ，若 W 中的 所有元 素之交 非空， 则称  >2 / 是星 （star). 

例如  0,{1},{2},{3}，{1,2},{1,3},{2,3} 是集合 {1,2,3} 上的 一个独 立系， {1}, 
{1,2},  {1,3} 是该独 立系中 的一个 （最 大） 星 ，而 {1,2}, {1,3}, {2, 3} 是一个 （最 大) 
交簇但 不是星 （此 处最 大性是 指该子 集簇所 含元素 个数最 多而言 的). 

交簇 的研究 是极值 集合论 （Extremal  set  theory) 的重 要内容 ％ 著名的 Erdos- 
Ko-Rado  (EKR) 定理是 其中的 一个核 心结果 ，而 Chv;ital[2] 在 1972 年所提 出的如 
下猜 想是中 心问题 之一. 

Chvatal 猜想 每个 独立系 中必有 一个最 大交簇 是星. 

目 前仅知 Chvatal 猜想 对一些 特殊的 独立系 成立. 例 如若独 立系由 S1 的所有 
子 集组成 ，则 Chvatal 猜 想显然 成立; 若独 立系由 *5 的所 有含元 素个数 不超过 A; 的 
子集 组成， 其中 fc 是 不超过 \S\/2 的 一个正 整数， 则由 EKR 定理可 知此时 猜想也 
是 对的. 

目 前研究 Chvatal 猜 想的基 本途径 是借助 Kleitman 引理 W 和 Berge 定理 [1], 
但进展 甚微. 文献问 中 包括了  Chvatal 猜想 进展的 一个简 单综述 和相关 文献. 
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非 素数幂 阶射影 平面的 存在性 


Existence  of  Projective  Planes  of  Non-prime  Power  Order 


定义 设 正整数 2,  n2  +  n+l 元点 集上由 n2  +  n+l 条线 组成的 一个满 
足以下 条件的 关联结 构称为 n 阶射 影平面 (projective  plane), 记为 PG(2,n)： 

(1)  任 二不同 点都 恰好同 时落 在唯一 的一条 线上， 

(2)  任二 不同线 都恰好 有唯一 的一个 交点， 

(3)  每个点 都恰在 n  +  1 条 线上， 

(4)  每条线 都恰含 n  +  1 个点. 

一个 PG(2,n) 等价 于一个 参数为 (n2  +  n+l,n  +  1,1) 的平衡 不完全 区组设 
计 W. 已经证 明：当 n 为素数 幂时, PG(2,n) 都存在 叫 而对所 有非素 数幂的 n  >  1, 
尚未发 现一个 PG(2,n) 存在的 例子. 

命题 W  设 n  e  1,2  mod ⑷， 且 n 的 非平方 因子中 有形如 4t  +  3 的素 因子, 
则 不存在 n 阶射影 平面. 

问题 对于非 素数幂 n, 是 否存在 n 阶射影 平面？ 

当 n  =  10 时， PG(2,n) 的 不存在 性已被 Lam 等人通 过计算 机证明 [5L 
射影平 面猜想 存在 PG(2,n) 当 且仅当 n 为素 数幂. 
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[1]  Bruck  R  H,  Ryser  H  J.  The  non-existence  of  certain  finite  projective  planes.  Canad  J 
Math,  1949,  1:  88-93 

[2]  Dembowski  P.  Finite  Geometries.  New  York:  Springer- Verlag,  1968 

[3]  Hirschfeld  J.  Projective  Geometries  Over  Finite  Fields.  Oxford:  Oxford  University 
Press,  1983 

[4]  Hughes  D  R,  Piper  F  C.  Design  Theory.  Cambridge:  Cambridge  University  Press,  1985 

[5]  Lam  C  W  H,  Thiel  L,  Swiercz  S.  The  nonexistence  of  finite  projective  planes  of  order 
10.  Canad  J  Math,  1989,  41(6):  1117-1123 


撰 稿人： 葛根年 

浙 江大学 


经典 拉姆齐 (Ramsey) 函数 的估值 


-  425  . 


经典 拉姆齐 (Ramsey) 函数 的估值 

Estimating  Classical  Ramsey  Functions 


20 世纪 30 年 代初, 英国逻 辑学家 Ramsey 的一 篇论文 证 明了这 样一个 定理: 
设 S 是一个 点数为 iV 的 集合, 对给定 正整数 n 和 只要 TV 充 分大， 则无论 怎样给 
S 的子 集用两 种颜色 着色， 总有  <5 的一个 n 元子集 T, 使得 r 的所有 元 子集着 
色 一致. 在 组合数 学中， 现在 把这类 描述没 有绝对 的无序 的理论 通称为 Ramsey 理 
论. 满足上 述条件 的最小 iV (是 n 和 i 的函 数)， 被称为 Ramsey 数. 其实 ，在 Ramsey 
的论文 之前, van  der  Waerden 证明了 只要 iV 充 分大, 无 论样给 {1, 2, … ， 7V} 中的 
数 用两种 着色， 总有一 个长为 n 的算术 级数， 证明 参见文 献问. 相关的 研究， 现作 
为整数 Ramsey 理 论的一 部分， 产 生了许 多重要 的数学 结果， 例如 Szemeredi 正则 
引理 (regularity  lemma), 利用这 个引理 于泛函 分析和 数论， Gowers 和陶哲 轩分别 
在 1998 年和 2006 年获得 Fields 奖. 

我们现 在看看 Ramsey 定 理在图 论中的 情形. 图 G  =  (V,E) 由点集 V 和边集 
E 构成， 每 一条边 其实是 F 的一 个二元 子集. 当边集 £； 包含所 有可能 的边， 则称 
该 图为完 全图， 織为 N 的完全 图记为 经典 Ramsey 函数 r(m,n) 定 义为最 
小的 正整数 iV, 使 得无论 如何给 ifiv 的边 用红蓝 着色， 总有红 色的冗 m 或 者有蓝 
色的 I. 显然 r(l,  n)  =  1 且 r(2,  n)  =  n. 通 常讲的 Ramsey 数是指 n  >  to 彡 3 时 
非 平凡的 r(m,n). 让 我们通 俗地理 解定义 r(n,n) 为 最小的 正整数 使得 无论哪 
N 个人, 他们 中或有 n 个 人相互 认识, 或有 n 个 人互不 认识. 设想有 5 个人 围坐一 
圈， 每个人 仅认识 自己的 两个相 邻者. 则他们 既没有 3 个 人两两 认识， 又没有 3 个 
人互不 认识， 因而 5 达不 到前面 定义的 r(3,3), 故 r(3,3)  >  5. 要是有 6 个人， 记为 
v^v2, …，〃 6, 情 况就不 同了. 考察〃  1, 在 其余的 5 人中， 他至 少认识 3 人, 或 至少不 
认识 3 人. 若为 前者， 不妨设 仍 认识 .当 V2,V3,Vi 中有 两个人 相互认 识时, 
则 n 和这 俩的三 人中两 两相互 认识， 否则 V2,V3,V4 三 人中两 两相互 不认识 .当 竹 
至少 不认识 3 人时 的情况 类似. 因而 我们有 r(3,3)  <  6 故 r(3,3)=6. 这样 简单论 
证可 以加强 我们对 定义的 理解, 但难以 为继. 当 m 和 n 稍微大 一点， 这种论 证就不 
可 能了. 事 实上， 目前 已知准 确值的 Ramsey 数只有 9 个: r(3,n),  3  <  n  <  9,  r(4,4) 
和 r(4,5). 然而， 在不 否定寻 找个别 准确值 努力的 同时， 要认 识到数 学上更 有意义 
的 是估计 r(m，n) 作为函 数的值 的变化 趋势. 没人 奢望得 到这些 函数的 公式. 这不 
奇怪, 数 论中到 n 为 止的质 数个数 ttM 就是一 个例子 （尽管 容易算 出大量 Tr(n) 的 
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准确 值). 著名的 Erdos-Szerekes 上界是 r(m，n)  (  (m  +  ^  2 V 下 列结果 中的下 

\  m  —  1  J 

界是 Spencer 使用 Lovasz 局 部引理 (Local  Lemma) 而 获得的 ，有 30 多年的 历史, 
而上界 则时间 不长. 值 得指出 的是， 局部引 理是由 于这个 应用而 广受关 注的， 成为 
Lovk 在 1999 年获得 Wolf 奖 的主要 结果. 目 前我们 知道的 最好的 结果是 下边两 
个 估界. 

对角  Ramsey  函数 （diagonal  Ramsey  function)  r(n,n): 目前已 知的估 
计是, 对任何 e  >  0, 当 n 充 分大， 

(¥  —  e)nv^"  <  r(n，n)  < ，1。— " (2: 二 2) ， 

这里 C  >  0 是一个 常数， 其中下 界接近 V2n, 上界 接近 4", 两 者相差 甚远. 有人 
猜测当 n 充 分大时 r(n,n) 在 （2  -  e)™ 和 （2  +  # 之间. 

非对角  Ramsey  函数 (non-diagonal  Ramsey  function)  r(m,  n) : 固定 
m 彡 3, 目前已 知的估 计是, 对任何 e  >  0, 只要 n 充 分大， 

( n 、(爪 +1)/2  ,  、  。  、  n171-1 

C{\^)  <r(m,n)<(l  +  e)(logn)m_2, 

这里 C(m)  >  0 是一 个仅和 m 相关的 常数. 普遍认 可的猜 测是上 界已经 接近真 
值 .对 m  =  3,  KimW 已 经证明 r(3，n) 与 n2/logn 之比不 超过一 常数， 因此 获得了 
Fulkerson  奖. 

这 里很自 然地产 生以下 的公开 问题： 上述 的两个 估界是 否可以 改进？  Ramsey 
理 论研究 了一个 有趣的 现象： 为 了改进 结果， 有时会 产生新 方法， 这 些常常 促进了 
其他 学科的 发展. 除 了前面 提到的 Szemeredi 正则 引理和 Lovasz 局部 引理， 还有像 
随机 方法、 半随机 方法、 随 机图理 论等， 都在其 他方面 产生了 很大的 影响， 不少论 
文 发表在 Nature 和 Science 上. Ramsey 理论的 研究， 把数学 的许多 分支密 切地联 
系在 一起， 使 之相互 促进. 它 还掲示 了一个 深刻的 现象： 图的 结构比 我们认 识的要 
丰富 得多. 这一点 有些像 我们对 实数的 认识： 我们 接触的 实数基 本上是 有理数 ，但 
几 乎所有 的实数 都是无 理数. 读者可 从文献 [1 卜问 对现代 图论和 Ramsey 理论有 
一个 了解. 
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柯克 曼三元 系大集 的存在 性问题 


Existence  Problem  of  Large  Sets  of  Kirkman  Triple  Systems 


1850 年， T.  P.  Kirkman 提出 了一个 问题： “ 十五个 女生每 天排成 5x3 队列外 
出 散步， 能否给 出一周 的队列 安排， 使得任 意两人 恰好有 一天排 在同一 行？” 在同 
一年, J.  J.  Sylvester 进一步 提出： “这 样的安 排能否 连续十 3 周， 使 得任意 H 人恰好 
有 一天排 在同一 行？” 这就是 著名的 “Sylvester 十五 女生问 题”. 下 面给出 这一问 
题所 涉及的 组合设 计领域 的一般 概念. 

设 X 是一个 I； 元 集合， 5 是 X 中一些 3 -子集 （称为 区组） 组 成的族 ，若 X 
的每个 2 -子集 都恰好 包含于 5 的 一个区 组中， 则称 （X， 灼是 〃 阶 斯坦纳 3 元系. 
若 v 阶 斯坦纳 三元系 (X,5) 的 区组集 5 可分拆 成若干 个互不 相交的 子集, 使得每 
个子 集都构 成集合 X 的 分拆， 则称 为 v 阶柯 克曼三 元系， 记作 KTS(v). 
KTS{v) 存在 的充要 条件是 v  =  Qt  +  2,,t^l. 

由于 一 个 r 阶 柯克曼 三元系 KTS(v) 包含 -  1)/6 个 区组， r 元集合 X 中 
所有的 -  1)(^  -  2)/6 个 3 -子集 有可能 划分成 v  -  2 个互不 相交的 子集族 ， 氏， 
B2,  ■■■,  Bv-2, 并使 得每个 （X， 氏） (1  <  i  <  u  -  2) 是一个  KTS{v).  v  元集  X  上 
v-2 个互不 相交的 KTS{v) 的集 合称为 t; 阶 柯克曼 三元系 大集, 记为 LKTS、v). 
柯克 曼三兀 系大集 的存在 性问题 (existence  problem  of  large  sets  of  Kirkman 
triple  systems): 对 于任意 +  3,  t  >  1, 是 否存在 阶 柯克曼 三元系 大集？ 

“Sylvester 十 五女生 问题” 即是 ^^7^(15) 的 存在性 问题, 直到 1974 年, 这一 
问 题才被 DennistonW 借助 计算机 解决. 柯克曼 3 元系 大集的 存在性 问题提 出迄今 
已有 150 多年的 历史， 一直为 组合学 者广泛 关注， 但 其进展 却相当 缓慢. 除 了一些 
小阶数 的直接 构造, 值得一 提的是 1979 年 DennistonP] 给出了 柯克曼 三元系 大集的 
三 倍递归 构造及 相应产 生的无 穷类. 进而， Denniston,  Schreiber,  Wilson 等 陆续解 
决了  205 之内 的一些 阶数. 直到 20 世纪末 以来， 柯克 曼三元 系大集 的研究 才出现 
了 转机： 朱烈和 张胜元 改进了  Denniston 的三倍 构造; 雷建国 弓 I 进了  LR- 设计， 
LGKS 等辅助 设计, 给出了  LKTS{v) 的一 些递归 构造; 季利均 W 借 助其在 3 -设计 
方面的 进展， 利用 2 - 可分的 斯坦纳 四元系 得到了  LKTS(v) 存 在的无 穷类； 康庆德 
和袁 兰党也 得到了  LKTS[v) 存 在的无 穷类. 但是, 这些零 星的结 果距离 LKTS(v) 
存在 性问题 的完全 解决依 然相去 甚远. 目前 Lirrsh) 的存在 性问题 尚未解 决的最 
小 阶数是 r  =  21. 
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拉丁 方的横 截问题 


Transversals  of  Latin  Squares 


令 [n]  =  {1,2, ••- ，n}, 设 A 是一个 nxn 矩阵 ，若 4 的每 一行的 n 个元素 、每 
一列的 n 个元 素都是 M 的 一个全 排列， 则称 A 是一个 拉丁方 . A 的 一个横 截是指 
4 的 n 个 位置的 集合, 其中 任意两 个位置 既不同 行也不 同列. 部分横 截是横 截的一 
个 子集. 横截 （或 者部分 横截） 称 为是拉 丁的， 若这 个横截 （或 者部分 横截） 的任意 
两 个位置 J： 的元 素都不 相同. 1967 年 Ryserl3! 提 出以下 猜想. 

猜想 l(Ryser 猜想） 每个 奇数阶 拉丁方 都有一 个拉丁 横截. 更一 般地， 拉丁 
方的横 截的个 数与其 阶数有 相同奇 偶性. 

容易 检验, 每个 5 阶拉 丁方有 3 个或者 15 个拉丁 横截. 然而 Parker 给 出了很 
多 7 阶拉 丁方, 它们 的拉丁 横截的 个数为 偶数. 从而此 猜想在 奇数阶 的情况 下不成 
立. BalasubramanianW 证明了 偶数阶 拉丁方 的拉丁 横截的 个数是 偶数， 因 此当拉 
丁 方的阶 数是偶 数时, Ryser 猜 想是正 确的. 由于 存在偶 数阶拉 丁方没 有拉丁 横截， 
Stein[5] 和 Brualdi[2! 独立提 出以下 猜想. 

猜想 2  每个 n 阶 拉丁方 都有一 个阶数 至少是 n  - 1 的部 分拉丁 横截. 

这两 个猜想 也可以 非常形 象地描 述为一 个图论 问题. 

设 G  =  (V， 五） 是一 个图， G 的顶 点集为 V, 边集为 K  G 的一个 边着色 c:E-^ 
{1,2, ••-  ,r},  ^  G 的边集 五 到 颜色集 {1,2, ••-  ,r} 的一个 映射. 若 这个映 射为满 
射， 则称此 着色为 G 的一个 7 ■- 边 着色. 若着色 c 满足 G 的任 意两条 相邻的 边不同 
色， 则称此 着色为 G 的正常 着色. 边 着色图 G 的子图 H 称为 异色的 （或 彩虹 的)， 
若 a 中 任意两 条边不 同色. 

图 G 中 的独立 边子集 M 称为 G 的一 个匹配 .若 G 中的 每个点 ％ 都存在 M 
中 的边与 关联， 则称 Af 是 G 的完美 匹配， 或者 1- 因子 .若 MltM2, …， Ms 是 
G 的 s 个两两 不交的 1- 因子， 且 抓 U  Ma  U … U 札 = 五， 则称 MUM2，... 爲 为 
G 的一个 1- 因 子分解 个 1- 因 子分解 也可以 看成是 G 的一 个恰好 使用了  S 种颜 
色的 正常边 着色. 

n 阶 拉丁方 A 对应一 个完全 二部图 Kn，n 的恰 好使用 n 种颜 色的边 正常着 
色, 或 者称为  Kn，n  的一个  1- 因 子分解 .令  Kn,n  =  (X,Y),  X  =  {Xl,x2, ■■-  ,  xn}, 
Y  =  {yi,y2,  -  -  -  边 Xi/yj 对应 4 的第 i 行第 j 列 个位置 ，边 而％ 所着 的颜色 
对应 4 的第 z 行第 j 列 上的元 .  4 的一个 拉丁横 截对应 Kn，n 的相 应边着 色中的 
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一个 异色完 美匹配 ,  4 的一 个拉丁 部分横 截对应 Kn，n 的相应 边着色 中的一 个异色 
匹配. 因此 这两个 猜想也 可以叙 述为： 

猜想 l(Ryser 猜想） 当 n 为 奇数， Kn,n 的任意 1- 因子 分解都 存在一 个异色 
完美 匹配. 

猜想 2  Kn,n 的任意 1- 因子 分解中 都存在 一个至 少含有 n  -  1 条边的 异色匹 
配. 

ShorW 证明 了每个 n 阶 拉丁方 都有一 个阶数 至少是 n-5.53(log  n)2 的 部分拉 
丁横截 ，即 Kn，n 的任意 1- 因子 分解中 都存在 一个至 少含有 n  -  5.53  (log  n)2 条边 
的异色 匹配. 除此 之外， 这两个 猜想的 研究尚 无大的 进展. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


列表染 色猜想 

List  Coloring  Conjecture 

列 表染色 是经典 染色的 推广, 这 一概念 是由图 论学家 Vizingl5], 及 Erdos,  Rubin 
和 TalorW 分别独 立地提 出的， 其原 始目的 都是为 了解决 经典染 色中的 问题. 下面 
我们简 要介绍 这一概 念及相 关猜想 的具体 内容. 

一个 图由其 顶点集 与边集 组成, 其中每 条边连 接两个 顶点， 由一 条边连 接的两 
个顶 点被称 为是相 邻的. 给定 一个图 G,  G 的一个 A;- 染色 c 是 从图的 顶点集 V(G) 
到 {1,2, ••-  ,k} 的一个 映射， 使得 当顶点 u 与 v 相邻时 c(u) 兴 c(t;). 图 G 的色数 
是使得 相邻的 顶点都 被染不 同颜色 所需的 最少颜 色数， 记为 x(G). 

下面 是列表 染色的 定义. 对于给 定的图 G, 我们对 G 的每一 个顶点 r 分配一 
个 颜色集 L{v), 且记 i  =  {L{v)\v  G  V{G)}. 如果 存在从 V(G) 到 的 
一 个映射 c, 使得对 G 的任 一 个顶点 w 都有 c(u)  e  L(u), 且 当顶点 u 与 v 相邻时 
c(u)  7^  c(v), 则称 c 是 G 的 一 个 L- 列表 染色. 如果 对任? ^个 预先分 配的颜 色列表 
L, 当 \L(v)\^k 对 每个顶 点都成 立时， 总 能找到 G 的一个 L- 列表 染色， 则称 G 是 
fc- 列表可 染色的 . G 的列表 色数， 记为 Xi(G), 是使得 G 是 fc- 列表可 染的最 小正整 
数 k. 下面是 一个图 iJ, 每个顶 点旁边 的集合 表示该 顶点的 可用颜 色集. 易 见这个 
图 对于给 定的颜 色列表 i 不是 L- 列表可 染的， 所以 Xi{H)  >  2. 

{0,2}  {0,1}  {1,2} 


{1,2}  {0,1}  {0,2} 

H 

容易 看出， 当颜 色列表 L 中 每个顶 点的颜 色集都 一样时 （不妨 设任一 个顶点 r 
的 颜色集 都是 ,fc}),  G 的一个 列 表染色 就是它 的一个 fc- 染色 .所 
以 说图的 列表染 色是经 典染色 的自然 推广. 对任 一个图 G 都有 Xi{G)  ^  x(G), 且 
严格 不等式 成立. 上图 就给出 了一个 例子. 这 个图丑 是一个 二部图 ，故 X(H)  =  2, 
但 Xi(H)  >  2. 在哪 些图上 这两个 参数相 同呢？  Vizing 猜想： 在线 图上， 这 两个参 
数 取相同 的值. 给定 一个图 G, 其线图 L{G) 是由 G 衍 生出来 的一个 新图， i(G) 的 
顶 点集是 G 的全 体边， L{G) 中两个 顶点相 邻当且 仅当它 们各自 对应的 G 的边有 
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一个 公共的 顶点. 

列表染 色猜想 (List  Coloring  Conjecture) 问 对任 一 个图  G,  %；(L(G))  =x(i(G)). 
到目前 为止， 这一 猜想只 有部分 结果. 1995 年， Galvin!2! 证明了 列表染 色猜想 
在二 部图上 成立， 即对任 一个最 大度为 △的图 =  X{L(H))  =  A.  1996 
年, Kahn 证明 了对任 一个最 大度为 △ 的图 G,  Xi(L(G))  =  A#(l  +  o(l))A, 即列表 
染色猜 想从渐 近角度 上是成 立的. 

因为任 ^ •个 图的线 图都是 无爪图 （不含 有 作 为导出 子图的 图)， Gravier 和 
Maf&ay 于 1997 年 提出一 个更强 的猜想 ⑶ ： 每一个 无爪图 G 都满足 Xi(G)  =  x(G)- 
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旅 行售货 员问题 


The  Traveling  Salesman  Problem 


旅行售 货员问 题又名 货郎担 问题. 有 一个售 货员， 要在 iV 个不 同的城 市推销 
他的 产品， 考 虑到旅 行成本 问题， 他 的最佳 选择是 从某一 个城市 出发， 沿着 一条总 
旅 行费用 最低的 线路， 经过每 一个城 市恰好 一次, 最后 再回到 出发的 城市. 

我 们把每 个城市 看作一 个点， 如 果两个 城市之 间可以 通行， 就用 _ 条边 连接相 
应的 这两个 顶点， 两 城市间 的通行 费用就 是这条 边上的 权重. 这样我 们就得 到一个 
N 阶边赋 权图， 旅行售 货员问 题就是 在这个 图上找 一个边 权总和 最小且 长度为 7V 
的圈. 当 每条边 上的权 重都一 样时， 这就是 图论中 著名的 哈密顿 (Hamilton) 圈问 
题. 

旅 行售货 员问题 是最初 的六个 NP- 完 全问题 之一. 除非 P=NP, 这一问 题甚至 
没有常 数因子 的近似 算法. 有关 这一问 题的更 详细的 内容, 有 兴趣的 读者可 进一步 
参阅文 献问. 

在图 的哈密 顿圈问 题上， 我国 图论工 作者做 出了很 多非常 出色的 工作， 在国际 
上有很 重要的 影响， 最 具代表 性的是 我国图 论学家 范更华 于 1984 年推广 著名的 
Ore 条件 得到的 关于图 的圈性 结构的 定理， 开辟了 圈性结 构研究 的一个 新方向 ，被 
国际 图论界 命名为 Fan 定理、 Fan 条件而 被广泛 引用. 这一 领域中 有许多 尚未解 
决 的问题 ，其中 有两个 受到国 际图论 界的广 泛关注 个是关 于平面 图哈密 顿性的 
Barnette 猜想 ，另 一 个是 关于线 图哈密 顿性的 Thomassen 猜想. 平面 图已为 大家所 
熟知， 在 给出两 个猜想 之前, 我 们先介 绍一下 线图的 概念. 给定 一个图 G, 我 们来构 
造一 个新图 H, 其中 H 的顶点 集就是 G 的 边集， 当 且仅当 G 中的两 条边有 一个公 
共顶 点时, H 中相 应的两 个顶点 之间有 一条边 .图 H 称 为是图 G 的 线图. 作为例 
子， 读者很 容易验 证一个 圈的线 图与这 个圈本 身是同 构的， 而 一个星 的线图 就是一 
个完 全图. 

Barnette 猜想 (Barnette  Conjecture) 问 任何 一 ■个 3 - 正则， 3 -连 通的平 面二部 
图有一 个哈密 顿圈. 

Thomassen  猜想 (Thomassen  Conjecture) 任 个 4 - 连通线 图都有 一 个哈 
密 顿圈. 

这 两个猜 想中， 前一个 是关于 非常稀 疏图类 的哈密 顿性， 而后一 个则是 关于相 
对稠 密图类 的哈密 顿性， 因 此备受 关注. Barnette 猜想 到目前 为止还 没有任 何实质 
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性 进展， 关于 Thomassen 猜想， 已知 4 - 边连 通图的 线图及 7 - 连通线 图都有 哈密顿 
圈 （见 文献 阁). 读者 可参阅 文献问 、⑷ 去了解 有关图 的哈密 顿圈问 题的更 多内容 
及研究 进展. 

在谈到 旅行售 货员问 题时, 另 一个必 须提到 的是中 国邮递 员问题 (Chinese  Post¬ 
man  Problem), 这是第 一 个 用中国 人命名 的图论 问题. 用 图论的 语言来 描述， 中国 
邮递 员问题 要求在 一个边 赋权图 中找出 一条总 权重最 小且经 过每条 边至少 一次的 
路径. 这一 问题因 最早由 我国图 论学 家管梅 谷提出 并 研究而 被著名 组合优 化学家 
Edmonds!1! 赋予 此名， Edmonds 同时还 给出了 多项式 时间算 法彻底 解决了 这一问 
题. 


参 考文献 

[1]  Edmonds  J,  Johnson  E  L.  Matching,  Euler  tours  and  the  Chinese  postman.  Math 
Programming,  1973,  5:  88-124 

[2]  Fan  G  H.  New  sufficient  conditions  for  cycles  in  graphs.  J  Combin  Theory  B,  1984,  37: 
221-227 

[3]  Gould  R  J.  Updating  the  Hamiltonian  problem — a  survey.  J  Graph  Theory,  1991,  15: 
121-157 

[4]  Gould  R  J.  Advances  on  the  Hamiltonian  problem — a  survey.  Graph  and  Combinatorics , 
2003,  19:  7-52 

[5]  Lawler  E  L,  Lenstra  J  K,  Rinnooy  Ken  A  H  G,  Shmoys  D  B.  The  Travaling  Salesman 
Problem.  Hoboken:  Wiley,  1985 

[6]  Thomassen  C.  Reflection  on  graph  theory.  J  Graph  Theory,  1986,  10:  309-324 


撰 稿人： 许宝刚 
南京师 范大学 


.  436  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


球 面上的 g- 猜想 

The  g- Conjecture  for  Spheres 


球 面上的 g- 猜 想是关 于一个 （d-  1)- 维球面 的三角 剖分其 i- 维 面的可 能个数 
的完全 刻画， 其中 0  <  i  <  d  -  1.  一个抽 象的单 纯复形 △ 被称 为一个 （d  -  1)- 维 
球面 的 三^角 剖分， 如果 它的几 何实现 （同拓 扑学中 定义） 和 妒-1 同胚 .令 
/i 表示 △的 i- 维面的 个数， 其中 0  <  i  <  d  —  1, 且 /_1  =  1. 定义 △的 /I- 向量 
h(A)  =  (h0,h1, ■■-  ,hd)  % 


i=0  i=0 

对于 §d_1 的任意 一 个三 角剖分 ，则 Dehn-Sommerville 方程 心 = hd-i 成立. 定义 
△的 3 -向量 5(A)  =  (go,gi, ■■- ，3|d/2j) 为 

如 = 1,  gi  —  hi  —  hi—i，  1  ^  ^  L^/2J . 

定义 一个多 重复形 （multicomplex) 为 一个由 非负整 数向量 (ai,  a2,  ••-  ,an) (对 某个 
n) 构成 的集合 r, 使得若 （叫, … , an)  G  T  0  <  <  a*, 则有 （615 … ， &„)  G  r. 向 

量 (ai,  ••-  ,an) 的度 (degree) 定义为  ^  a；. 

球 面上的 g- 猜想 一 个向量 （如， 仍,… ，列 d/2j) 是 §d_1 的一 个三角 剖分的 
^ 向量 当且仅 当存在 一个多 重复形 r, 使得 r 恰含有 ft 个度为 i 的 向量， 其中 
0  <  i  <  [d/2\ . 

在 猜 想中有 一个关 于向量 ,<7Ld/2j) 的 较复杂 的数值 刻画， 可参见 
文 献问. 一类 特殊且 重要的 球面三 角剖分 是单纯 多面体 (simplicial  polytope). 它 
们 是真面 (proper  face) 为单形 （从 而它们 的边界 是一个 三角剖 分球面 的几何 实现) 
的凸 多面体 （convex  polytope). 当 d  >  4 时， 已 经知道 存在非 多面体 （即并 非来自 
于单纯 多面体 ） 的 妒 -1 的三角 剖分. 

McMullen!3! 首先明 确地表 述了单 纯多面 体上的 5 - 猜想， 由于几 乎没有 什么证 
据， 这可谓 是一个 大胆的 猜想. 他 意识到 这个猜 想有可 能在球 面上也 成立， 但却不 
愿正 式提出 这个更 一般的 猜想. Stanley!4】 首先 正式提 出了球 面上的 猜想, 他甚至 
认为 & 猜 想还可 以推广 到比球 面更一 般的对 象上， 于 是提出 了一个 更一般 的被称 
为 Gorenstein* 复 形上的 猜想的 猜想. 单 纯多面 体上的 5 -猜 想的充 分性被 Billera 
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和 LeePl 所 证明， 必 要性被 Stanley!4! 所 证明. 可以 证明， 若充 分性在 单纯多 面体上 
成立， 则在球 面上也 成立， 因 此仅剩 下必要 性未被 证明. 单纯 多面体 上的必 要性证 
明 使用了 深刻的 代数几 何中的 工具； 后来 McMullen 给 出了一 个更为 初等的 证明, 
但 仍然是 非常代 数化的 证明. 

/- 向量 理论仍 是代数 组合的 一个非 常活跃 的研究 领域. 进 一步的 研究见 参考文 
献 [1] 和 [5]. 
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双圈覆 盖猜想 


Cycle  Double  Cover  Conjecture 


与个图 由顶点 集合和 边集合 构成. 图中点 的度数 定义为 与该点 关联的 边的数 
目. 如果 图中每 个点的 度数均 为常数 则称 该图为 正 则图. 一 个图是 连通的 ，如 
果 图中任 意两点 均有路 连接. 连通的 2 -正则 图被称 为圈. 连通 图中的 一组边 F 被 
称为 fc- 边割， 如果 |F|  =  A: 且删去 F 的所 有边导 致图不 连通. 1- 边割 简称为 割边. 
SzekeresW 和 Seymour  121 分别独 立地提 出如下 猜想： 

双圈覆 盖猜想 每 个无割 边的图 都有 一组圈 使 得每条 边恰好 在两个 圈上. 

该 猜想对 平面图 成立. 然而， 众所 周知， 并不是 每个图 都是平 面的. 至今 ，已知 
该 猜想成 立的图 族有： 可三边 染色的 3 -正 则图、 有处 处非零 4 - 流的图 、有 Halmilton 
圈或路 的图、 4 ■边 连通 的图、 Cayley 图， 以 及不含 Petersen 细 分的图 [3L 该 猜想有 
其强 烈的拓 扑背景 ，对 3 - 正则图 而言， 该猜 想与图 的强嵌 入猜想 等价. 就一 般情况 
而言， 该猜想 是强嵌 入猜想 的一个 推论. 

为了 解决该 猜想， 数学家 们创造 了一系 列的新 方法、 新 理论. 它 们可粗 略地分 
为两 大类, 整 体解决 与局部 调整. 具 体方法 包括： 整 数流、 整数流 覆盖、 第二 个圈、 
合理圈 覆盖、 最短圈 覆盖、 Hamilton 权、 曲面调 整等. 至今 为止， 我 们仅知 该猜想 
的 最小反 例为：  3 - 正则、 无非 平凡的 3 -或 2 -边割 、无 Petersen 细分， 并 且不可 3 -边 
染色. 有关 双圈覆 盖猜想 的更多 内容可 参阅文 献问. 

该猜 想叙述 简捷, 盈 溢数学 之美. 虽 然为数 不少的 世界一 流数学 家们已 为此探 
索了 将近三 十年， 而实质 性进展 仍为数 不多. 运用 整数流 理论, 任 一个图 的圈的 2fc 
覆 盖问题 （fc  >  2) 已解决 于是 fc  =  1, 即圈的 二次覆 盖问题 已成为 遗留的 最后一 
个 “硬核 桃”. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


凸多边 形与厄 尔多斯 -Szekeres(Erdos-Szekeres) 问题 

Convex  Polygons  and  Erdos-Szekeres  Problem 


1931 年 Esther  Klein 发现 了一个 有趣的 结果： 对 平面一 般位置 上放置 5 个点 
(即任 3 点不 在同一 条直线 上)， 则其 中必有 4 个 点构成 以它们 为顶点 的凸四 边形. 
如图 1 所示. 


图 1 平面 一般位 置上的 5 个点， 存在 4 个点构 成以它 们为顶 点的凸 四边形 

1935 年， 著名 数学家 Erd6s 和 Szekeres 在 此基础 上， 提 出了第 一 类 Erdos- 
Szekeres  问题， 也称  “Esther  Klein  问题” 或者 “Happy  End  Problem” (后来 

Esther  Klein  成为  George  Szekeres  的妻 子）. 

第 一 类 Erdos-Szekeres 问题 给定 正整数 n  >  3, 寻找 最小的 正整数 f(n), 
满 足对平 面一般 位置上 /(n) 个点构 成的任 意集合 & 都存在 n 个点 构成以 它们为 
顶 点的凸 n 边形. 

Erd6s 在 1978 年 提出了 类似的 问题， 即 第二类 Erdos-Szekeres 问题. 

第二类 Erdos-Szekeres 问题 给定 正整数 n  >  3, 寻找 最小的 正整数 g(n), 
满 足对平 面一般 位置上 5(n) 个点构 成的任 意集合 都存在 n 个点 构成以 它们为 
顶 点的凸 n 边形， 并且凸 n 边 形内部 不包含 S 中的任 一点. 

Erd6s 和 Szekeres [2] 用 Ramsey 理 论和几 何理论 两种不 同方法 证明了  /(n) 的 
存 在性， 并且对 /(n) 的 值给出 了一个 猜想， 后来 Erdos 决定以 500 美元悬 赏解决 
这 一猜想 (Erdos 已于 1996 年驾鹤 西去， 当然这 一悬赏 也无法 兑现了 ). 另外, Erdos 
在文献 ^ 的前言 中也提 到了此 问题. 

猜想 M  对 任意的 n  >  3,  f(n)  =  2— 2  +  1. 

显然 /⑶ =  3,  Klein 证明了  / ⑷二 5, 文献 [2] 中提到 E.  Makai 证明了 
/(5)  =  9, 后来 Kalbfieisch 等人也 给出了 证明. 事 实上， 尽 管还没 有给出 证明， 大家 
基 本上已 经认为 /⑹ = I7.  Erdos  fP  Szekeres 在文献 [2]、 [3] 中分别 给出了  f(n) 
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的一个 上界和 下界：  2™-2  +  1  <  /(n)  <  (2^24)  +  1- 随后， 很多学 者对这 一问题 

做了 研究. T6th  和  Valtr  在 2005 年 证明了  /(n)  <  + 1( 详 见文献 

这是目 前知道 的一个 最好的 上界. 与其 有关的 问题是 证明上 述猜想 或者改 进它的 
估界. 

对于  g{n), 显然〆 3)  =  3,  p(4)  =  5.  Harborth  在  1978 年 证明了  = 10. 

Horton 在 1983 年证 明了对 任意的 n  >  7,  g(n) 不存在 （见 文献 [5]). 对于 3(6) 
的存 在性一 直是一 个公开 问题. 经过许 多学者 的不懈 努力， Gerken 在 2006 年证明 
了  0(6) 的存在 性并且 得到一 个上界 g(6)  <  /⑼ <  1H7( 此 结果于 2008 年 发表在 
Disc.Comput.Geom. 杂志上 ， 见文献 [4]).  Koshelev  在 2007 年 改进了  Gerken  的结 
果， 在文献 [4] 中证 明了〆 6)  <  max{/(8),400}  <  463, 这是目 前为止 最好的 上界. 
关于 下界的 问题， 也有 很多学 者进行 研究， 目前 所知道 的最好 下界是 Overman 在 
2003 年得 到的， 他证明 了如果 3(6) 存在 ，则 5(6)  >  30( 见文献 [4]). 与其有 关的问 
题是 确定贞 6) 或者改 进它的 估界. 

关于 Erdos-Szekeres 问题 及其猜 想的详 细介绍 和最新 进展, 有兴 趣的读 者可参 
考文献 [1]、 [4]、 [5] 以及 其中的 文献. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


图的 Pfaffian 定向 

The  Pfaffian  Orientation  of  Graph 

图的 Pfaffian 定向 问题最 早由物 理学家 Kasteleyn,  Fisher 与 Temperley 同时 
引入， 详 见文献 [1], 用 以解决 统计物 理中平 面方格 子图的 dimer 问题 （用数 学家的 
语言 讲即是 图论中 的完美 匹配计 数问题 ). 一 般地, 若图 G 有 Pfaffian 定向 ，则 G 的 
完 美匹配 数可由 多项式 时间的 算法来 得到. 那 么什么 是图的 Pfaffian 定 向呢？ 定义 
它我 们要用 到图论 中的几 个基本 概念. 

图 是由顶 点集和 边集构 成的. 若图 的 一个边 子集使 得图中 每个点 都恰 是其中 
一 条边的 端点， 则称这 个边子 集是该 图的一 个完美 匹配. 易见 有完美 匹配的 图必定 
有 偶数个 顶点. 一 个图的 一部分 顶点和 边构成 的图称 为是它 的一个 子图， 如 果一个 
图 删除一 个子图 的所有 顶点， 余 下的图 有完美 匹配， 则 称该子 图是好 （nice) 的 .对 
一个图 的每一 条边给 定一个 方向， 称为 是这个 图的一 个定向 .图 G 的 一个定 向称为 
是 G 的一个 Pfaffian 定向 （也 称为 “ 奇定向 ”)， 若对 G 中 任一个 好的偶 数长圈 
无论从 哪个方 向环绕 C 恰 有奇数 条边的 方向与 环绕方 向一致 （见 文献問 、问 ) .图 
1 就是 平面方 格子图 的一个 Pfaffian 定向的 例子. 


自 然地， 一 个基本 问题是 什么样 的图有 Pfaffian 定向？ 平面图 是具有 Pfaffian 
定 向的一 类重要 例子, 而非 平面图 冗313 (两部 分各含 3 个 点的完 全;: 部图） 则 是不具 
有 Pfaffian 定 向的图 的最小 例子. 对于 等部的 二部图 而言， 一 个图是 否具有 Pfaffian 
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定向的 问题有 许多重 要的等 价形式 .如 Polya 于 1913 年 所提出 的下述 问题： 在什 
么 条件下 方阵的 积和式 可等于 由它的 一些元 素加上 符号之 后的矩 阵的行 列式？ 此 
处 n 阶 方阵的 积和式 是所有 取自不 同行不 同列的 n 个元 素的积 之和. 又例 如它还 
等 价于一 个方阵 的符号 模式的 问题， 即何 种符号 模式可 保证所 有具有 这种符 号模式 
的 方阵都 是非奇 异的. 更多 的等价 形式可 参见文 献问. 注 意到， Valiant 证 明了完 
美匹配 的计数 问题是 #P 完 全的, 对 二部图 而言也 是如此 （见 文献 [4D, 它们 难以找 
到多项 式时间 算法. 所以明 确地区 分出可 Pfaffian 定向 与不可 Pfaffian 定向 的图有 
重要 意义. 对 这一问 题 的二部 图情形 ，在 1999 年由 Robertson,  Seymour,  Thomas I51 
和 McCuaig 同时 解决. 一 些相关 的新的 进展见 Thomas 在 2006 年国 际数学 家大会 
上的 45 分 钟报告 [3]. 

顺便 指出， 在 统计物 理中有 许多未 解决的 匹配计 数问题 （匹 配是 指图的 一个边 
子集， 其每 一个顶 点最多 是其中 一条边 的端点 )， 如高维 格子图 完美匹 配计数 问题, 
以 及平面 格子图 的匹配 计数问 题等. 物理 学家称 它们为 dimer-monomer 问题. 这些 
问题 的提出 已有数 十年的 历史， 至今 还未见 到有实 质性的 进展. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


图的重 构猜想 


Reconstruction  Conjecture  of  Graphs 


两个图 G 和 TJ 称 为是同 构的， 记作 G^H, 如果 存在从 点集合 V(G) 到 V(H) 
的一 个双射 （即 既是单 射又是 满射的 映射， 也称为 是一个 一一 对应) /， 使得 G 中任 
意 两个点 u 和 I； 在 G 中有边 连当且 仅当它 们在丑 中的 对应点 /(u) 和 /(0 在丑 
中有 边连. 

由上 述定义 可见， 两个图 G 和丑 同构即 意为： 如果 给图丑 的 顶点以 重新标 
号 （即 给其 以与所 对应的 G 中点同 样的记 号)， 则 这两个 图就一 样了. 或 者说， 同构 
的图除 顶点记 号外， 其 结构是 完全相 同的. 

由图 G 删除点 V 及与 v 相关联 的所有 边得到 的图称 为是图 G 的一个 删点子 
图， 记为 G  —  v. 显然， 若 G 含有 n 个点 ，则 G 就 总共有 n 个删点 子图. 有 时候为 
形象 起见, 人 们把这 n 个 （不 计次 序的） 删 点子图 （其中 可能有 互相同 构的） 看成是 
原图 G 的一副 “ 牌”， 或一副 “删 点子图 牌”. 具 有相同 “ 删点子 图牌” 的两 个图称 
为是 “ 亚同构 ”的， 其数 学定义 如下. 

定义 1  两个图 G 和丑 称为 是亚同 构的， 如果 存在从 点集合 F(G) 到 V(H) 
的一 个双射 /, 使得对 G 中 任一点 V, 有 G  —  v 兰 H- f{v). 

由上 述定义 易见， 两个同 构的图 也必定 是亚同 构的. 而重 构问题 则是要 反过来 
问： 亚同构 的图是 否也必 定是同 构的？ 为分解 难点， 这 个问题 也可以 先对一 个固定 
的图 来提， 见如下 定义. 

定义 2  — 个图 G 称 为是可 重构的 （reconstructible), 若 所有和 G 亚 同构的 

图都和 G 同构. 

现在我 们就可 以给出 重 构猜想 的正式 数学提 法了. 

重 构猜想 任一至 少含有 三个顶 点的有 限图都 是可重 构的. 

重构 猜想并 不如想 象的那 样显然 成立. 例如 只含两 个点的 图就不 是可重 构的. 
又例 如对于 有向图 （每 条边都 带有一 个方向 的图） 而言， 重构 猜想也 不成立 （可以 
举出一 个含有 3 个点 4 条 边的不 可重构 的有向 图). 

重构 猜想是 目前图 论中最 重要的 未解决 的问题 之一， 它 最早由 S.  M.  Ulam 于 
1929 年 提出. 由于重 构猜想 的提法 简单， 又 有重要 的理论 价值， 因此 它引起 了人们 
的广泛 重视. 1957 年, P.  J.  Kelley 首 先证明 了所有 的树都 是可重 构的. 后来， 著名 
数学家 W.  T.  Tutted,  L.  Lovasz[3] 和 R.  P.  Stanley 等 人都在 重构问 题的研 究上得 
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到过 很好的 结果. 但是 由于这 个问题 的难度 太大， 因此猜 想本身 至今尚 未得到 解决. 

研究 重构猜 想除了 考虑直 接证明 （或 否定 ） 猜想本 身外， 还可以 研究如 下两类 
难度 相对较 低一些 的相关 问题： 

(1)  研 究某些 重要的 特殊图 类的可 重构性 （即 是否 这个图 类中的 所有图 都是可 
重构的 ). 目前已 知树、 正 则图、 不连 通图、 仙人 掌图、 几乎无 圈图等 图类都 是可重 
构的. 但是还 有许多 重要的 图类， 例如 二分图 类等， 它 们的可 重构性 还不能 确定. 

(2)  研究图 的一些 可重构 的参数 （图的 某个参 数称为 是可重 构的， 如果 任意两 
个亚 同构图 的这个 参数值 都相同 ). 目前 已有许 多参数 被证明 是可重 构的, 但 是还有 
许多 重要的 参数, 如 亏格、 边 色数、 自 同构群 等的可 重构性 尚不能 确定. 


1  2  3  4  5 
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整数 流猜想 


Integer  Flow  Conjectures 


20 世纪 50 年 代初， 著名 数学家 Tutted] 为 了攻克 “ 四色问 题”， 创立 了整数 
流 (integer  flow) 理论. 1994 年 Seymour  141 在国 际数学 家大会 1 小时报 告中， 用专 
门一节 来论述 整数流 理论的 进展. 整数 流的原 始定义 涉及可 换群， 故 而也称 为群流 
(group  flow). 下面 我们给 出它的 一个通 俗易懂 的等价 定义. 

一个图 G 由点 集和边 集构成 .图 G 的一 个定向 是指给 G 的每 条边以 一个确 
定 的方向 ，而 G 的一个 “边 赋值” 则 是指给 G 的每条 边赋以 某一个 数值. 

定义 设 fc 是一 个大于 1 的正 整数. 我们称 一个图 G 有 fc- 流， 如 果存在 G 
的 某一个 定向和 某一个 边赋值 满足如 下两个 条件： 

(1)  G 的每条 边所赋 的数值 （也称 为是该 边上的 流量） 都是一 个小于 fc 的正整 
数； 

(2)  流量 守恒条 件：对 G 中每一 个点， 进入 该点的 所有边 的流量 之和等 于离开 
该点的 所有边 的流量 之和. 

图 中的导 条边被 称为是 割边， 如 果删去 该边后 该边的 两端就 不再有 路相连 .由 
流量守 恒条件 可知， 一 个图有 流的必 要条件 是它无 割边. 根 据流的 定义， 如果图 
G 有 fc- 流, 则对所 有大于 fc 的整数 to,  G 也有 to- 流. 因此， 我 们希望 寻找最 小的整 
数 k, 使得 所有无 割边的 图都有 fc- 流. Tutte 猜想这 个最小 整数是 5. 

5 -流 猜想 (5-flow  conjecture) 每个无 割边的 图都有 5 -流. 

该 猜想提 出时， 人们甚 至还不 知道是 否存在 正整数 fc, 使 得无割 边图有 fc- 流. 
1979 年， JaegerW 取得了 第一个 实质性 进展， 证明 了无割 边图有 8 -流. 此 结果在 
1981 年被 Seymour  131 改 进为： 无割 边图有 6 -流 .图 1 是 著名的 Peterson 图. 它有 
5 -流， 赋 值和定 向如图 所示. 已知 有许多 无割边 图没有 4 -流， Peterson 图就 是一个 
例子. 也就 是说, 如果只 允许使 用小于 4 的正 整数, 则无论 如何选 择边的 定向， 都无 
法在 Peterson 图 上得到 4 -流. Tutte 猜想： 在 某种意 义上， Peterson 图是唯 一 的例 
外. 

4 - 流猜想 (4-flow  conjecture)  设 G 为无割 边图. 如果通 过任意 多次的 删点、 
删边、 收 缩边均 无法从 G 得到 Peterson 图 ，贝 IJ  G 有 4 ■流. 

若上述 4 - 流猜想 成立， 则可 推出著 名的“ 四色定 理”， 由 此可见 4 -流猜 想的意 
义及 难度. 称一个 图是连 通的， 如 果图中 任意两 点之间 均有路 相连. 一个连 通图被 
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称为是 t 边连 通的， 如果删 去任意 /c  -  1 条边后 余下的 图仍然 连通. 已知 4 - 边连通 
图有 4 -流.  4 -边连 通图有 3 - 流吗？ 这便是 著名的 3 - 流猜想 （3-flow  conjecture) : 每个 
4 -边连 通图有 3 -流. 该猜 想至今 尚无实 质性的 进展. 人 们甚至 无法证 明是否 存在一 
个常数 t 使 得每个 边连 通图有 3 -流. 这也称 为是弱 3 -流 猜想, 它与 有限域 上的堆 
垒基 (additive  basis) 的 存在性 有关. 有兴 趣的读 者可参 阅文献 间. 
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[5]  Tutte  W  T.  A  contribution  to  the  theory  of  chromatic  polynomials.  Canadian  J  Math, 
1954,  6:  80-91 


撰 稿人： 范更华 

福 州大学 


.  448  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


子图覆 盖问题 

Subgraph  Covering 

设图 G 的 点集、 边集 分别为 和 E{G). 图 中点的 度数定 义为与 该点关 
联 的边的 数目. 如果图 中每个 点的度 数均为 偶数， 则称该 图为偶 度图. G 的 一组子 
图 7={丑1，乐， … ,Hm} 称为是 G 的一 个子图 覆盖， 如果 UIU (丑 i) =五(切 ，也 
即如果 G 的每条 边都被 7 中的至 少一个 子图所 包含. 著名的 “四色 问题” 等价于 
如下的 命题： 每个无 割边的 平面图 可以有 一个子 图覆盖 {HuH2} 满足： 和 
H2 均为偶 度图. 子 图覆盖 问题的 意义与 难度也 可由此 等价性 而略见 一斑. 众所周 
知 ，路 （path)、 圈 (circuit) 和匹配 (matching) 是 最简单 和常见 的几类 子图. 本文就 
介 绍关于 这三类 子图覆 盖的三 个著名 猜想. 

Gallai 路覆 盖猜想 设 G 为含 n 个点的 连通图 ，则 G 有 一个子 图覆盖 7 
= {Hi,H2,  -  -  -  ,  Hm} 满 足：① 每 个子图  Hi  是 一 条路， 1  <  *  <  m;  n  ^  ^ ; 

③ 对所有 i  #  j, 五(氏） fl  E(Hj)  =  0. 

L0vaSZ[2] 在 Gallai 路覆 盖猜想 上取得 了部分 结果. 他证 明了： 若 猜想中 的要求 
① 改为每 个子图 氏 是一条 路或一 个圈， 则 该猜想 成立. 大数 学家欧 拉证明 了下述 
定理： 任何 n 个 点的偶 度图有 一个子 图覆盖 {H1}H2, ■■-  ,Hm} 满 足：① 每个 
子图私 是一 个圈， 1  <  i  <  m; ② 对所有 i  _  j,  E[H.i)  n  E{H3)  =  0. 二百多 年来, 
人们 一直试 图解决 上述欧 拉定理 中所需 子图的 个数， 也即 m 的 上界. 

Hajos 圈覆 盖猜想 设 G 为含 n 个点的 偶度图 ，则 G 有 一个子 图覆盖 7 二 
{H1,H2,-  -  -  ,  Hm} 满 足：① 每个 子图丑 ，: 是一 个圈， ② ③ 对所 
有  i  7^  j,  E{Hi)  n  E(Hj)  =  0. 

有关 Gallai 路覆盖 猜想和 Hajos 圈覆盖 猜想， 读者 可参阅 Pyber 的综 述性文 
章 [4]. 在该 文中， Pyber 认为 Hajos 圈覆盖 猜想的 解决在 现阶段 是不可 及的. 有关 
这两个 猜想， 还可参 阅文献 叫. 

如果 图中每 个点的 度数均 为常数 则称 该图为 A:- 正则图 .图 G 的一 个子图 
H 称为是 G 的一 个完美 匹配， 如果 V{H)  =  V{G) 且丑为 1- 正则图 .与 “ 四色问 
题” 有关 的一个 问题是 3 -正 则图的 3 -边 染色. 已知 有许多 3 -正则 图不可 3 -边 染色. 
Fulkerson 猜 想：将 3 - 正则图 的每条 边换成 两条平 行边所 得到的 6 -正则 图可以 6 -边 
染色. 用子图 覆盖的 语言， 该猜 想可叙 述为： 

Fulkerson 完盖 匹配覆 盖猜想 设 G 为 3 - 正则图 ，则 G 有 一个子 图覆盖 7= 
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{HUH2 ，…， Hm} 满 足：① 每个 子图历 是一 个完美 匹配， 1  <  i  <  m; 
② m  =  6; ③ G 的 每条边 恰好被 7 中 的两个 子图所 包含. 

关 于上述 Fulkerson 猜想， 读者 可参阅 Seymour 的文章 [5]. 有趣 的是， Fulker¬ 
son  猜想与 Fano-coloring (与射 影平面 Fano  Plane 有关 的染色 问题） 有关联 [3]. 在 
每 三年一 次的国 际数学 规划大 会上， 国 际数学 规划学 会和美 国数学 会联合 颁发以 
Fulkerson 命名的 Fulkerson 奖， 它 被认为 是国际 离散数 学界的 最高奖 之一. 若能解 
决上述 Fulkerson 猜想， 自然最 有希望 问鼎这 项国际 大奖. 
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[4]  Pyber  L.  Covering  the  edges  of  a  graph.  Colloq  Math  Soc  Janos  Bolyai,  1991,  60: 
583-610 

[5]  Seymour  P  D.  On  multicolourings  of  cubic  graphs,  and  conjectures  of  Fulkerson  and 
Tutte.  Proc  London  Math  Soc,  1979,  38:  423-460 
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自 回避行 走的计 数问题 

Self-Avoiding  Walks 

格点无 规行走 (lattice  random  walk)( 波利亚 行走, Polya  walk) 的 概念最 早由波 
利亚 (George  Polya) 提出. 这里的 随机行 走者在 一个规 则网格 （通常 被取作 超立方 
格点） 上 游动. 一 个自回 避行走 （self-avoiding  walk) 是一 个带限 制条件 的无规 行走: 
即不 允许任 何格点 被访问 两次. 无规行 走和自 回避行 走具有 许多内 在的数 学重要 
性， 它们 的研究 涉及了 数学、 生 物学、 化 学及物 理学等 领域. 

d- 维整 数格点 上 的一条 n- 长自回 避行走 w 指 一个有 序集合 w  =  (^(0), 
… ,oj{n)), 其中 w ⑷ G  |w(7  +  1)  —  w(i)|  =  1  (欧几 里得距 离)， 且对于 i  _  j, 有 
oj(i)  7^  w(j). 我们 通常取  w(0)  =  (0,0,  ••-  ,0). 

在 d- 维整 数格点 Zd 上， n- 长无规 行走的 个数是 (2d)n. 定义 cd{n) 为 Zd 上 
n- 长 自回避 行走的 个数， 按照 惯例， 我们定 义 CQ  =  1. 现在要 考虑的 一个基 本问题 
就是 究竟有 多大？ 它精 确的表 达式是 什么？ 在一维 情形中 问题很 简单， 但是在 
二 维及更 高维情 形这可 能是一 个相当 困难的 问题. 

关于 此问题 的阐述 可参见 Madras 和 Slade 的专著 W. 对于小 数值的 n,  cd{n) 
的计 算甚至 都非常 困难. 对于 方点阵 (square  lattice),  Conway 和 GuttmannW 计算 
出 了直到 51 -长的 自回避 行走的 个数. 之后, Jensen 又给出 了  c„ 进一步 的计数 ，他 
得 到了当 52  <  n  <  71 时， n- 长 自回避 行走的 个数. 最近 的一个 突破是 Hara 和 
Slade  取 得的， 他 们确定 了维数 d  >  4 时 cd(n) 的渐 近性质 (asymptotic  behavior). 
一个 已知的 结果是 lim  存在. 这个极 限叫做 自回避 行走联 结常数 

n ― >oo 

(self-avoiding  walk  connective  constant), 记为 "小 
目 前关于 N 的 估计， 已 知的最 好的上 下界是 


At2  G  [2.62002,2.679192495], 
Ms  G  [4.572140,4.7476], 

/x4e  [6.742945,6.8179], 

/i5  e  [8.828529,8.8602], 

Me  e  [10.874038,10.8886], 


对于 d  =  2 和 3, 存 在一个 正常数 7 使得 
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lim 


Cd{n) 

"3n7_1 


存在且 非零. 以下 是对于 d  >  4 情形的 猜想： 对于 d  >  4, 上 述极限 存在， 其 中临界 
指数 (critical  exponent)  7  =  1. 对于  d  =  4, 极限 


n^oo  iU2n7_1(^n  ^)1^4 

存在且 有限. 此外 d  <  4 时， 对临 界指数 7 的猜想 如下： 

{  43/32  d=2, 

1.162 …  d  =  3, 

1  d  =  4. 

另 外一个 基本问 题涉及 二维自 回避行 走的标 度极限 (scaling  limit), 大 家普遍 
认为， 它就 是参数 k 等于 8/3 的 Schramm-Loewner  evolution  (SLE). 更多细 节可参 
见文献 [3]. 

还有 一个问 题是计 算所有 n- 长自 回避行 走的均 方位移 （mean  square  displace¬ 
ment),  其 定义是 

上 式是对 所有的 n- 长自回 避行走 w 求和. 

和 cd(n) 的情况 类似， 下面 是有关 sd(n) 的极限 存在的 猜想： 

( lim  -  d#4, 

J  n—^oo  Tl 

I  lim  2 巧㈤、 1/4  d  =  4, 

[ n-^oo  n2l，{ln  n)1/4 

其中当 d  >  4 时， 临 界常数 z/  =  1/2. 此外, d  <  4 时， 对临 界指数 ^ 的猜 想如下 [4] : 

!3/4  d  —  2^ 

0.59...  d  =  3, 

1/2  d  =  4. 

临 界常数 7 和 ^ 是格点 无关的 (lattice-independent) , 尽管它 们依赖 于维数 
(dimension-dependent) . 从这 个角度 来讲它 们被认 为具有 普适性 （universality) . 然 
而， 迄 今人们 还不能 给出存 在性的 证明， 更不用 说普适 性的证 明了. 
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“P=NP?” 是计 算理论 的核心 问题， 其中， 复杂类 P 包含 所有那 些可以 由一个 
确定 型图灵 机在多 项式表 达的时 间内可 以解决 的判定 问题， NP 则是 指可以 由非确 
定 型图灵 机在多 项式时 间内可 以解决 的判定 问题. 通俗 地讲, P 问题 是指能 够在普 
通 的计算 机上多 项式时 间内求 解的判 定问题 ，而 NP 问题则 是指那 些在普 通的计 
算机 上能够 在给定 正确信 息下多 项式时 间内可 以验证 的判定 问题. 很 显然, P 属于 
NP, 那么 NP 是 否属于 P? 这就是 著名的 “P=NP?  ” 问题. 这一 问题是 Clay 研究 
所的 七个千 禧问题 之一， 其详细 描述可 见文献 [1]. 

人 们之所 以提出 NP 问题， 是 因为大 多数遇 到的自 然的难 解问题 最终都 发现是 
NP 问题 . NP 问题 类非常 丰富， 存在于 数学、 优化、 人工 智能、 生物、 物理、 经济、 
工业 等各个 领域. 如果能 够解决 P 与 NP 两个 问题类 之间的 关系， 则 解决了 这些问 
题 的算法 复杂度 问题， 具 有非常 重大的 意义. 

1936 年， Turing 提出 了理论 计算的 模型图 灵机， 这 个时期 Turing,  Church, 
Godel 等人关 于计算 理论的 工作是 “P=NP?  ” 问题 的基础 .  20 世纪 70 年代， Cook 
和 Levin 发表了 著名的 Cook 定理 [2,3], 弓 | 入了  NP 完全的 概念， 第一 次明确 提出了 
“P=NP?  ” 问题. 事 实上， 在此 15 年前, Godel 在给 Von  Neumann 的 一封著 名的信 
中， 已经 很清楚 地提出 了这个 基本的 问题, 那时 Godel 已经 意识到 了它的 重要性 

NP 完全 问题是 “P=NP?  ” 问题的 核心概 念之一 . NP 完全 问题是 NP 问题的 
一个 子类, 一 个问题 L 是 NP 完 全的， 如果 L 属于 NP 且 所有的 NP 问题都 可以在 
多项 式时间 内转化 为问题 L. 可以 认为， NP 完全 问题是 NP 类中 的最难 的问题 .如 
果可 以回答 某一个 NP 完全 问题是 否属于 P 的 问题， 就 意味着 “P=NP?  ” 问题的 
解决. Garey 和 Johnson 在他们 的书中 列出了 数百种 NP 完 全问题 [5】， 现在 已知的 
NP 完 全问题 已达数 千种. 

作为其 提出的 20 世纪 18 个 重大数 学未决 问题之 -%  Smale 选择 了下列 源自传 
统数学 问题的 NP 完全问 题作为 “P=NP?” 问题的 代表： 给定 Z2 上关于 n 个变量 
的 A; 个多 项式， 问是否 存在多 项式时 间的算 法判定 它们在 (Z2)n 上有公 共零点 [6]. 

“P=NP?  ” 问题上 述提法 主要是 受到了  Brownawell 关于 Hilbert 零点 定理判 
定 算法的 影响. 设 A， …， fk 是 n 个变 元的复 系数多 项式， 根据 Hilbert 零点定 
理， A,---  ,/fe 在复数 域上不 存在公 共零点 当且仅 当存在 n 个 变元的 复系数 多项式 
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gi， …， 9k 柄足 

k 

=  1  (!) 

i=l 

其中⑴ 是 恒等多 项式. Brownawell 证明 免 的 次数可 以取为 
deg  ^  max  (3,  D)n  ,  D  =  max  deg  /,：. 

这样 复零点 的存在 问题就 转换为 线性方 程组求 解问题 A 从 而给出 了判定 方程组 
h  =  0,---  ,/fe=0 存在复 数解算 法的复 杂性. 遵循 以上思 路解决 “P=NP?  ” 问题， 
需要 很好地 估计关 于布尔 多项式 （1) 中 ft 的 项数的 上界. 

自 “P=NP?” 提出 以来， 人们做 了很多 尝试. 要证明 P=NP, 最 显然的 方法就 
是给 出一个 NP 完全 问题的 多项式 时间的 算法, 其 标准的 工具包 括贪婪 算法、 动态 
规划、 归约到 线性规 划等. 在过去 的几十 年里， 一大批 工程人 员和程 序人员 为寻找 
NP 完全 问题的 多项式 时间的 算法做 了很多 工作， 但 都没有 成功. 也 有可能 不通过 
给出 NP 完 全问题 的多项 式时间 的算法 来证明 P=NP. 另一 方面， 人 们也已 经尝试 
用对角 线方法 和布尔 线路这 两种一 般的方 法研究 P^NP. 

20 世纪 70 年代 人们对 NP 完全问 题的研 究主要 是横向 发展, 也 就是以 许多不 
同的 计算模 型来分 析难解 问题的 本质. 对这些 新的计 算模型 的研究 _ •方面 使我们 
对难解 问题有 了更深 一层的 认识， 一方 面也产 生了一 些预想 不到的 应用， 基于 NP 
完全 理论, 密码学 取得了 革命性 突破, 建 立了公 钥密码 体系. 到了  80 年 代中， NP 完 
全问 题的研 究有了 纵向的 突破， 在许多 表面看 来并不 相关的 计算模 型之间 发现了 
深刻 的刻画 关系. 这 些刻画 关系不 但解决 了几个 令人困 扰多年 的未解 问题， 同时也 
刺 激了其 他相关 领域的 发展. 其 中一个 重大的 结果是 概率可 验证明 （PCP) 对 NP 
类的 刻画， 由此 得出了 许多组 合优化 问题近 似解的 NP 完 全难近 似性， 从而 刺激了 
算法界 对近似 算法研 究的新 热潮凡 90 年代， 人 们又研 究了新 的计算 模型， 如量子 
计算 机和命 题证明 系统， 新 工具的 引入无 疑增加 了这一 问题的 内涵. 例如， 可 以问: 
在量子 计算机 模型下 是否存 在类似 “P=NP?  ” 的 问题； 是否 具有量 子多项 式时间 
算法求 解某类 NP 完全 问题？ 另一个 研究热 点是参 数复杂 性理论 (papameterized 
complexity), 它是将 NP 完全问 题的参 数区别 对待， 例如 图的顶 点覆盖 问题， 它的 
参数有 图的顶 点个数 n 和 覆盖子 集尺寸 fc, 而 如果固 定参数 fc, 则顶 点覆盖 问题是 
多项式 时间可 解的， 但是 其运行 时间是 fc 的指数 函数. 于 是研究 “NP=P?  ” 的问 
题, 可 以分解 为各个 NP 完全 问题的 固定参 数如何 影响各 问题的 NP 完 全性的 .这 
就 形成了 一套新 的研究 “P=NP?  ” 的途径 一一 参 数复杂 性理论 [9L 

相关的 一个问 题是， 我们还 不知道 若干具 有重要 应用背 景的计 算问题 的计算 
复 杂性. 特 别地， 我 们希望 知道这 些计算 问题是 否具有 多项式 算法或 者属于 NP 难 
的？ 具 体问题 包括： 


P=NP? 
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(1)  大正 整数因 子分解 问题. 请参考 “ 大正整 数因子 分解是 否具有 多项式 算法” 
问题. 

(2)  离 散对数 问题： 对给定 2/  = 忒已知 a 和 y, 求 ％ 这 里的乘 法是任 何有限 
乘 法群的 乘法. 请参考 “离 散对数 求解” 问题. 

(3)  图同构 问题： 对给 定的两 个图， 问它 们是否 同构？ 该 问题显 然属于 NP 问 
题, 但 是至今 未能找 到多项 式时间 算法， 也 没能证 明它是 NPC 的. 

(4)  曼哈 顿网络 问题： 给定 平面上 n 个点， 将 它们用 垂直和 水平线 连接， 使得 
每 对点用 最短垂 直和水 平线段 连接， 而 线段长 度总和 最少. 

其 他类似 的例子 很多， 其 中图同 构问题 和大数 分解问 题最为 著名， 因为 这两个 
问 题 的解决 涉及密 码学和 复 杂性理 论的很 多基本 问题. 
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单向 函数的 存在性 


The  Existence  of  One-way  Functions 


单向 函数， 直观 地说， 就是 这样一 个函数 y  =  /(x), 由 a; 的值求 y  =  /(x) 的值 
容易， 而函数 y  =  /(；£) 的 求逆， 即由 y 的 值求; c 的值使 2/  =  /(a；) 是困 难的. 当然, 
上 述词语 “容 易”和 “ 困难” 可以 用计算 复杂性 的语言 来精确 定义. 容易计 算是指 
存 在计算 /Or) 的多项 式时间 算法. 计 算困难 是指, 对任 意多项 式时间 算法, 可以用 
其求逆 的 z 的概率 是可以 忽略不 计的， 详 见文献 [3]~[5]. 

有 没有单 向函数 至今还 是个未 解决的 问题. 但是， 若干被 猜测是 单向函 数的问 
题己 经在工 业界得 到广泛 应用， 这些问 题有： 整数 分解、 离散 对数、 随机线 性码解 
码、 子 集和问 题等. 这些 问题一 个方向 求解很 容易， 而另 一个方 向求解 很困难 ，至 
今 没有找 到有效 算法. 如果 单向函 数存在 ，则 P^NP. 这表明 单向函 数的存 在比著 
名的 P^NP 问题还 困难. 

单向 函数的 存在性 是现代 密码学 的基础 ，许 多安全 的密码 方案的 存在都 是基于 
单 向函数 的存在 H 在公 钥密码 学中， 我们是 基于陷 门单向 函数的 存在性 ％ 所谓 
陷门 单向函 数就是 当你掌 握了陷 门的信 息后， 求逆就 变得容 易了， 例如 RSA 公钥 
密码体 制就是 这样. 在 Hash 函 数中， 函数的 单向性 是一个 基本的 要求. 如 果单向 
函数 存在， 则伪随 机发生 器存在 [4]. 
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Design  of  Practical  and  Secure  Public  Key  Cryptosystems 


当今在 商业上 广泛使 用的公 钥加密 体制几 乎全是 基于大 整数分 解问题 的困难 
性 ，如 RSA,  Rabin, 或基于 离散对 数问题 （有 限域上 的或椭 圆曲线 上的） 的困 难性, 
如 ElGamal,  ECC. 但是, P.  Shor 在 1994 年 发现, 存在 多项式 时间的 量子算 法解大 
整数 分解问 题和离 散对数 问题. 这意 味着， 一旦量 子计算 机制造 出来， 当今 商业上 
使 用的公 钥密码 体制将 通通被 攻破. 虽然现 在量子 计算机 还没有 被制造 出来, 但在 
这方 面有着 快速的 进展. 因此， 设 计既实 用又能 抵抗将 来可能 的攻击 （如 量子 攻击) 
的公 钥加密 体制就 是一个 有着重 要意义 的研究 问题. 

值 得注意 的是， 大整 数分解 问题和 离散对 数问题 在计算 复杂性 理论中 都没有 
被 证明是 NP-Complete 问题， 而至 今也没 有发现 有多项 式时间 的量子 算法解 NP- 
Complete 问题. 因此， 设计 一 种基 于某个 NP-Complete 问题 的公钥 加密体 制就有 
较 大的把 握说它 在量子 攻击下 还是安 全的. 在公 钥加密 体制的 设计历 史上, 研究人 
员曾 考虑过 以下四 种密码 体制： 基于背 包问题 的密码 体制， 基 于随机 线性码 的解码 
问题 的密码 体制， 基于 有限域 上非线 性方程 组的求 解问题 的密码 体制， 基于 格问题 
的密码 体制. 这 四类问 题都是 NP-Complete 问题, 但最 大的问 题是从 它们中 到现在 
都 没有设 计出一 个又实 用又安 全的公 钥加密 体制. 下面， 我们 分别来 看看它 们的设 
计 历史. 

(1)  基于 背包问 题的密 码体制 

这类 密码体 制基于 Subset  Sum 问题， 已知是 NP-Complete 问题 .第 一 个这类 
密码 体制是  Merkle  和  Heilman  于  1978 年提 出的， 称为  Merkle-Hellman  Knapsack 
Cryptosystem. 但不幸 的是在 1984 年被 Shamir 所 攻破. 后 来有许 多变形 ，如： 多次 
迭 代背包 体制， Graham-Shamir 背包 体制， Chor-Rivest 背包 体制， 但 是这些 体制都 
被 攻破. 现 在基于 背包的 公钥加 密体制 都已被 攻破. 

(2)  基 于随机 线性码 的解码 问 题的密 码体制 

随机线 性码的 解码问 题是个 NP-Complete 问题. 第一个 基于它 的密码 体制是 
McEliece 于 1978 年提 出的， 这 个密码 体制虽 然到现 在没有 被完全 攻破， 但 是它并 
不 实用. 另 一个是 Niedeireiter 于 1986 年提 出的， 是不安 全的. 

(3)  基 于有限 域上非 线性方 程组的 求解问 题的密 码体制 

这 类密码 体制也 叫多变 元密码 体制. 有限 域上非 线性方 程组的 求解问 题是个 
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NP-Complete 问题. 利用 它构造 密码体 制很早 就有人 做了不 成功的 尝试， 但迟至 
1988 年 Matsumoto 和 Imai 才提出 了第一 个实用 的密码 体制， 不 幸的是 1995 年被 
Patarin 攻破. 后来 Patarin 提出了  HFE， 但是后 来也被 攻破. 莫宗 坚提出 了几个 
TTM, 也被 ^一 攻破. 

(4) 基 于格问 题的密 码体制 

格是 欧氏空 间的离 散子群 ，自从 LLL 格 基约化 算法于 1982 年 提出， 格 被应用 
于 密码分 析中. 1996 年 Ajtai 证 明了在 随机约 化下， 格的最 短向量 问题是 NP-hard 
的， 从此格 问题也 直接被 应用于 密码体 制的构 造中. 基 于格的 密码体 制和别 的密码 
体制 不同， 它是 基于平 均复杂 性的， 这是它 最引人 注意的 地方. 基于 格的密 码体制 
有 两种， 一种很 安全， 有可证 安全， 但是不 有效， 即不 实用. 另一 种是很 有效， 但是 
没 有可证 安全, 这意 味着它 可能不 安全. 基于 格的体 制最著 名的是 NTRU, 很 有效, 
但没 有可证 安全. 

从 上面的 分析可 以看出 ，构造 一个既 实用又 安全的 公钥加 密体制 是很困 难的事 
情， 并非有 一个难 题就可 以构造 一个好 的密码 体制. 如 何设计 出一个 能抵抗 将来可 
能的攻 击的公 钥加密 体制在 密码学 界是一 个重大 的具有 极大挑 战性的 问题. 
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大数 分解是 否有多 项式 算法? 


Is  There  Any  Polynomial  Algorithm  on  Factorization 
of  Large  Integers? 

公元前 300 年 左右， 欧几 里得在 《几何 原本》 中证 明了： 每个 正整数 iV  >  2 均 
可 表示成 有限个 素数的 乘积， 并且 不计素 因子的 次序这 个表达 式是唯 一的. 这个结 
果 是初等 数论的 基石, 称 作是算 术基本 定理. 人们要 问：若 iV 是 很大的 整数, 求出 
N 的 素因子 分解式 至少要 花多少 时间？ 也就 是说， 大 数分解 的算法 能够好 到何种 
程度？ 

这 个问题 的研究 己经有 很长的 历史. 1976 年， 由于 大数分 解被用 到保密 通信的 
公钥体 制中， 引起了 数学、 计算机 科学和 通信界 的极大 兴趣， 大数分 解的算 法不断 
被 改进， 被分解 的大整 数记录 不断被 刷新. 可是， 对于 信息科 学和计 算机科 学非常 
重要 的一个 问题至 今未能 解决： 大 数分解 是否有 多项式 算法？ 

在 数学通 信中每 个比特 （bit) 可取 0 或 1, 所以 Z 个 比特有 Y 种表 达方式 .或 
者说, 若 要传输 >/V 个 信息， 需用 log2N 个比特 来表示 它们， 传 输每个 信息的 时间与 
\og2N 成 正比. 计算复 杂性理 论中， 对 于处理 iV 个信息 的一个 算法, 它的复 杂度通 
常与 log2iV 相 比较. 如 果所花 时间是 log2iV 的多 项式， 这 个算法 叫多项 式算法 ，并 
被 认为是 容易的 算法. 如 果所花 时间是 log2N 的指 数函数 （如 2^^  =  ^), 则称为 
指数型 算法. 目前既 没有找 到大数 分解的 多项式 算法， 也没有 证明大 数分解 的多项 
式 算法不 存在. 目 前给出 的分解 大整数 7V 的最好 算法, 其复 杂度为 

O  (  exp  (旱  log  TV  (log  log  W)2)  3  ) (这里  exp(a;) 表示  e*). 

大数 分解是 _ 件通俗 易懂的 事情. 但是 近二十 年来， 在改 进已有 的大数 分解算 
法的过 程中， 均采 用了深 刻的代 数数论 和算术 几何的 理论和 结果. 在 估计算 法复杂 
性时还 用到解 析数论 工具. 在理 论上， 一 个算法 的好坏 依赖于 对这个 算法的 复杂性 
估计. 而在实 际上, 人 们设计 一些大 整数, 看 哪种算 法能把 其中某 个数加 以分解 ，而 
别的 算法做 不到. 目前设 计的大 数主要 有两批 批是 费马数 =  22"  + 1, 另一批 
是梅森 (Mersenne) 数 =  2〃  -  l(p 为奇素 数). 费马 曾经计 算过凡 ，巧， F2,  F3 和 
F4, 发现它 们都是 素数， 从 而提出 猜测： 所有 Fn(n  ^  0) 都是 素数. 后来欧 拉发现 
F5  =  641  x  6700417.  1880 年， 82 岁的  Landry  分解出 凡 =  274177x67280421310721. 
1970 年， Morrison 和 Brillhart 发明了 连分数 算法， 分解了 朽 = 巧7  x  P22( 这里乃 
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表不 一 个十 进制的 Z 位素 数). 1980 年, Brent 和 Pollard 发明了 一 种 “rho”  算法， 
分解出 F8  =  P16  x  P62.  1988 年和 1995 年, Brant 用新 发明的 椭圆曲 线算法 分解出 
Fio  =  P8  x  Pio  X  P4o  X  g52 和 =  P6  X  PqX  P21  X  P22  X  P564 -  1990 年， Lenstra 
和 Pollard 用新 的数域 筛法， 并 动用了  700 个工 作部， 分解了  F9  =  P7  x  P49  x  P99. 
目 前人们 已经把 F12 分解成 P6X  P8X  P^X  P12  X  P16  X  C1187, 其中 C1187 是一 
个 还未被 分解的 1187 位 整数. 到目前 为止， 除了 费马计 算过的 朽(0  <  i  <  4) 之 
夕卜， 人们还 没有发 现任何 新的费 马数是 素数. 另一 方面， 梅森数 当中有 许多是 素数, 
并且 在大数 分解比 赛中， 许多 新发现 的大素 数记录 都是梅 森数， 也有 许多梅 森数不 
是 素数. Lendry,  Cole,  Poulet,  Lenhmer  分别于  1869,  1903,  1932 和  1947 年 分解了 
M59  =  Pq  X  P13,  M67  =  Pq  X  P12,  M73  =  -P3  x  P7  X  P13  M113  =  P4X  P5x  P^x  Px  P16. 
1992 年， A.K.Lenstra 和 D.Bernstein 用 数域筛 法和两 个超大 型并行 计算机 分解了 
-^523  =  -?69  X  -P90- 

以上 介绍的 大数分 解算法 都是确 定型的 算法, 还有 一些更 为实用 的概率 型的大 
数分解 算法. 利 用这种 算法, 每进行 一次所 需时间 不长, 会以较 大的概 率找到 iv 的 
一个素 因子. 若 找不到 则改变 一些参 数再做 一次. 经 过几次 之后， 就 会以很 大的概 
率发现 7V 的 一个素 因子. 判别这 种大数 分解算 法的好 坏需使 用解析 数论和 概率统 
计中的 理论和 方法, 但 是应当 指出， 判 别一个 大数是 否为素 数比将 7V 作素因 子分解 
要容易 得多. 也就 是说， 要证明 iV 是合 成数, 不需 用一定 要找出 iV 的 一个比 iV 小 
的素 因子. 例如， 早在 1952 年 Robinson 就知道 朽。 不是 素数. 但 是次年 ，用 SWAC 
计算机 才找到 F1Q 的一个 素因子 45592577. 长期 以来， 人们 认为素 性判别 （即 判别 
大数 N 是否为 素数） 应当有 多项式 算法, 但是这 种算法 一直到 2002 年 8 月 才由印 
度 三位年 轻学者 Agrawal,  Kayal 和 Saxena 给出， 复 杂度为 0((log  N)6). 

最后指 出以上 所说的 大数分 解算法 是建立 在数字 型电子 计算机 （包括 采用多 
个 工作站 的并行 运算） 基础上 .  20 世纪 未期， 基 于量子 物理机 制的量 子计算 机成为 
热点. 1994 年, P.Shor 证 明了， 若 采用量 子计算 方式， 则大 数分解 有多项 式算法 .这 
项工作 获得了  1998 年世 界数学 家大会 （柏 林） 的 尼凡林 那奖, 这是给 予四年 内在数 
学 应用领 域成果 最好的 一位年 轻人. 但是， 目前 离建成 量子计 算机并 且能达 到实用 
程度, 似乎 还需用 相当长 的时间 .  20 世 纪末, 人 们采用 量子计 算机的 装置和 Shor 算 
法 “ 成功” 地把 15 分解成 3x5, 在 将来， 大数 分解的 RSA 体制被 攻破， 是 由于找 
到采用 电 子计算 机的多 项式算 法还是 由于量 子计算 机得到 应用， 人 们不得 而知. 
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离散 对数求 解问题 


Problem  of  Discrete  Logarithm 


1976 年公 钥密码 诞生, 是密 码学发 展史上 的一个 革命性 事件. 这 一事件 不但促 
进了密 码学的 发展和 应用， 同时 也刺激 了计算 数论的 发展. 著名的 Diffie-Hellman 
体制 就是基 于离散 对数求 解的困 难性. 

1.  Diffie-Hellman  体制 

设 A,  B 为网络 通信的 两方, p 为 素数, g 为镆 p 的 原根， p 和 S 都是公 开的， au 
和 分别为 A 和 B 的秘 密密钥 （1  <xA,xB<p-l).  A,B 双方产 生共享 密钥以 
建 立通信 的过程 如下： 

①  A 利用自 己的秘 密密钥 au 计算 2M  =  5^  modp, 

B 利用自 己的 秘密 密钥; CB 计算 =  y13  mod  p; 

②  A 将 发给 B, 

B 将抑 发给 A; 

③  A 利用 计算冗 A  =  mod  p, 

B  利用  计算  mod  p. 

A,  B 各自 计算的 Ka,Kb 是一 样的， 均为 if  =  gXAXB  mod  p. 于是 A,  B 双 方拥有 
了 共同的 密钥， 利用 事先约 定好的 加密体 制就可 以进行 秘密通 信了. 假设 C 为非 
法窃 听者， 想 获取共 享密钥 在 公共信 道上， C 得不到 ; ^和 但是可 以得到 
2M 和 I/B. 若 可通过 2M 求出 a；A, 则可 计算出 if  =  mod  p. 

假设 gx  =  y  mod  p, 如 何根据 y 求 a;? 这一问 题称为 有限域 上的离 散对数 
求解 问题. 

2.  离散对 数问题 

设 G  =  (a,  -g) 为 有限循 环群， |G| 二 iV,  a 为 G 的生 成元， 群运算 以乘法 表示. 
群 G 上的离 散对数 是指： 给 定元素 beG, 求整数 x,0  ^  x  ^  N  -  1, 满足 a*  =  6. 
常见的 具有重 大应用 价值的 是下述 四类离 散对数 问题： 

①  有限域 ^  上的离 散对数 求解， 其中 n 为大整 数,; p 为小 素数; p  =  2 
时 具有特 殊性. 

②  有限域 G  =  上的离 散对数 求解， 其中; p 为大 素数， n 为小 整数， n  =  1 

时 具有特 殊性. Diffie-Hellman 体制就 是基于 有限域 上的 离散对 数求解 的困难 
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性. 

®  G  =  Ep 为有限 域 Fp 上的椭 圆曲线 点群, 其中 p 为大 素数. 

④ G 二 E2. 为 有限域 上的椭 圆曲线 点群, 其中 n 为 整数. 

此 外还有 其他的 比如 理想类 群上的 离散对 数求解 问题. 

3.  算 法研究 及进展 

自 从公钥 密码体 制诞生 以来, 离散对 数求解 引起了 国际上 密码学 家和数 学家的 
广泛 关注, 取得了 一系列 进展, 应 用了深 刻的代 数数论 和算术 几何. 

目前， 第一 类离散 对数求 解问题 的最好 算法是 函数域 筛法， 时间复 杂度为 
V [1/3, 1.523], 其 中复杂 度函数 定义为 

Lx[S,c]  =  0  ( c  exp  (log^xlog^^loga;)). 

除了算 法研究 以外， 还不 断有世 界纪录 产生， 对于 p  =  2 的 情形， 目 前最新 的结果 
是  n  =  609. 

第二 类离散 对数求 解问题 的算法 是数域 筛法， 时间复 杂度为 V [1/3, 1-923], 
第三、 四 类离散 对数求 解问题 还没有 次指数 算法. 目前 的求解 算法为 Pollard’s 
P 方法, 其 时间复 杂度为 OdGI1/2). 

4.  问题 

①  能 否进一 步改进 第一、 二 类离散 对数求 解问题 的次指 数算法 以降低 c 和  <5. 

②  第一、 二类离 散对数 求解问 题是否 有多项 式时间 算法？ 

③  第三、 四类离 散对数 求解问 题是否 次指数 算法？ 更进 一步, 是 否有多 项式时 
间 算法？ 
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多变 元公钥 密码中 MQ 问题 是否存 在有效 算法? 

Is  There  Any  More  Efficient  Algorithm  for  MQ  Problem 
in  Multivariate  Public  Key  Cryptography? 


设 是一个 素数特 征的有 限域， |Fg|.  —般 来说， g 是某 个素数 的幂. 设 n  G 
N 是 变量的 个数， m  G  N 是 方程的 个数， d  eN 是 方程系 的次数 .设 xi,  a：2,  ••-  ,xn 
是 上的 变量， P 是 由关于 n 个 变量的 m 个最 高次为 2 次的 方程组 成的方 程系， 
即 P  :=  … ，Pm), 每个 方程内 具 有下列 形式： 

d 

Pi(x1,x2,-'  ,xn)  :=  1  <  i  彡  m. 

j=i 

当 d  =  2 时， 上述多 项式系 求解问 题称作 MQ  (multivariate  quadratic) 问题. 这时 
每 个方程 A 的 形式是 

n 

仍 (工  1， 工 2，...  ,Xn)  ：=  ^2  li,j,kXjXk  +  ^2  0iJxj  +  1  彡  i  <  m. 

j=l 

这个问 题中的 参数有 d  G  N, 域大小 q  =  pk,  k  G  Z+,  p 是一个 素数. 参数还 有变量 
个数 n  €  N 和方程 的个数 m  G  N. 

当 d  =  1 时， 上 述问题 就是有 限域上 线性方 程和仿 射方程 的求解 问题, 其解法 
已 经得到 很好的 研究， 使用 Gaussian 消元 法可在 0(n3) 时间内 求解. 对于 稀疏多 
项式 方程， 使用 Strassen 算 法可在 0(nu)  (2  <  w  <  3) 时间内 求解. 当 d  >  2 时, 
1997 年， Jacques  Patarin  与  Louis  Goubin  证 明上述 问题是 一 个  NPC  问题.  2002 年, 
Christopher  Wolf 给出 了一 个详细 的 证明. 

近十 年来， 多变元 公钥密 码体制 （简称 MPKC) 正 日益被 人们看 好在未 来取代 
如今 被广泛 运用的 公钥密 码体制 RSA.  MPKC 的 一般结 构是： V  =  Top  oS. 其 
中， 公钥 P 和私钥 都是 有限域 上的二 次多项 式系， 私钥 T， <5 是有 限域上 的仿射 
变换 .故 MPKC 常 常被称 做基于 MQ 问题的 公钥密 码体制 ，如 MI,  HFE 和 TTM 
等. RSA 的安 全性依 赖于传 统计算 机分解 大整数 难这个 事实. 但对 于量子 计算机 
来说, 大整数 分解存 在着多 项式时 间算法 ，如 Shor 算法. 而 对于有 限域上 d  >  2 时 
的 多项式 系求解 问题, 至今 还没发 现量子 算法, 量子计 算机在 这类问 题的求 解上比 
传统计 算机没 有任何 优势. 
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目前， 对于 n  <  m 的有 限域上 d^2 时 的多项 式系求 解问题 ，托和 _F5/2 是 
较快的 算法， 该算法 依赖于 Grobner 基的 计算. 对于 n  >  m 的有 限域上 d  >  2 时 
的 多项式 系求解 问题， Nicolas  Courtois,  Louis  Goubin,  Willi  Meier  和  Jean-Daniel 
Tacier 等 发现了  一 个比 基于求 Grobner 基算法 更快的 解法.  2002 年, Faugere 解决 
了  HFE 的 第一个 挑战， 他使用 F5/2 成功 地求解 d  =  2，n  =  80，to  =  80 的 有限域 
上 多项式 系求解 问题， 当 时所用 机器是 AlphaServer  DS20E  (EV68  833  Mhz),  RAM 
内存 4GB, 计 算时间 96 个 小时.  2004 年， Steel 使用 Magma 实现了  F4 算法， 并用 
它 来解决 HFE 的 第一个 挑战， 结果比 Faugke 的 F5/2 算法 要快. Steel 使 用了带 
一个 Opteron  248 处理器 （2.2GHz,  1MB  L2 缓存） 的  Sun  V20Z  和 8GB  内存 .运 
算时 间仅为 6.9 小时. 高小山 等人发 展了关 于布尔 函数的 快速吴 特征列 方法, 对于 
一 类由流 密码产 生的非 线性布 尔函数 测试的 结果比 Magma 中的 Grobner 基 F4 算 
法要快 数倍. 

对于 多变元 公钥密 码系统 MPKC,  一般 来说, 不可 能是有 限域上 的一个 随机多 
变 元多项 式系. 对于具 体的多 变元公 钥密码 系统， 它们所 依赖的 MQ 问题的 实例, 
可能存 在着有 效算法 ，如 MI 密码系 统的线 性化方 程算法 (LE),  HFE 密码 系统的 
Grobner 基 算法. 对于 更多的 多变元 公钥密 码系统 MPKC 所 对应的 MQ 问 题是否 
存在 有效的 算法， 是一 个迫切 需要 解决的 重要 问题. 
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“最 小秩” 问题 是否存 在有效 算法？ 

Is  There  Any  More  Efficient  Algorithm  for  The  MinRank  Problem? 


给定 正整数 r,n, 且 r  <  n 和有 g 个 元素的 有限域 Fg 上 to 个 n 阶方阵 
先， 也， …， ，求 心 上 的一个 m 维非 零向量 (A1;A2, ••-  ,Am), 使得矩 阵 A  = 
Ai^i  +  X2A2  +  •••  +  XmAm 的秩 不大于 r. 这个问 题称为 “最 小秩” 问题. 现在人 
们 需要弄 清楚： 这 个问题 到底有 多难？ 在 什么情 形下存 在有效 解法？ 与此相 仿的是 
“最 大秩” 问 题：找 A1,A2)...  ,Am 的一 个线性 组合， 使得所 得矩阵 的秩不 小于正 
整数  R{R  <  n). 

这个问 题源于 一般线 性码理 论中的 两个问 题:“ 子空间 重量” 问题和 “ 秩距离 
码 译码” 问题. 1978 年, Berlekamp 在研究 一般线 性码理 论时， 提出 “ 子空间 重量” 
问题， 并 证明了 求秦般 线性码 的最小 Hamming 距离 是一个 NPC 问题. 1985 年, 
俄 国学者 Gabidulin 提出 了秩距 离码和 “秩 距离码 译码” 问题。 1996 年， Shallit, 
Frandsen 和 Buss 将上述 两个问 题中的 一 个矩阵 推广到 m 个 矩阵， 提出了  “最小 
秩” 问题。 Shallit 等 人证明 ：“最 小秩” 问题 （或 “最 大秩” 问题） 是一个 NPC 问题. 
后来 人们发 现：当 r 比 较小的 时候， “最 小秩” 问 题是可 解的. 类似地 ，当 i? 比较 
大的 时候， “最 大秩” 问 题是可 解的.  2000 年， Louis  Goubin 和 Nicolas  T.  Courtois 
分别 对这两 种情形 找到了 算法, 其 复杂度 分别为 0( 扩 ） 和 qn~R. 

近十 年来， 多变元 公钥密 码体制 （简称 MPKC) 日 益受到 人们的 重视. MPKC 
的 一般结 构是： V  =  ToV'oS. 其中， 公钥 P 和私钥 都是 有限域 上的二 次多项 
式系， 私钥 T，S 是 有限域 上 的仿 射变换 .故 MPKC 常 常被称 做基于 MQ 问 题的公 
钥密 码体制 ，如 MI,  HFE,  TPM 和 TTM 等. 这些 MPKC 中， 公钥 P 和私钥 P 的 
每 个多项 式都可 以用矩 阵表示 .从 r 出发, T-1  op 可 以表示 为一系 列矩阵 的线性 
组合， 从而 转化为 “最 小秩” 问题. 通 过求解 “最 小秩” 问题 实例， 找 出私钥 P' 的二 
次项系 数和仿 射变换 51, 然 后通过 Gaussian 消去法 求私钥 的一次 项系数 和常数 
项. 

目 前的问 题是： 对 于上述 特殊情 形下甚 至一般 情形下 的“最 小秩” 问题 是否存 
在更 有效的 算法？ 如果 这个问 题的回 答是肯 定的， 那么 对于上 述可用 “最小 秩”问 
题 来作密 码分析 的几个 多变元 公钥密 码系统 来说， 它 们的安 全性将 受到严 重的威 
胁. 因为 若“最 小秩” 问题存 在有效 算法， 那么 就可以 直接得 到这些 多变元 公钥密 
码 系统的 私钥. 
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Symbolic-Numeric  Computation 


语言、 文字 与计算 机是人 类文明 的三大 标志. 特别是 计算, 计 算能力 的高低 ，可 
以 衡量一 个民族 或地区 进步与 发展的 程度. 

人 类为了 生活、 生产、 商贸、 建设、 管理以 及各种 竞争、 斗争、 甚至战 争的需 
要， 必须解 决形形 色色的 问题， 而这种 问题的 依据与 答案， 往 往都以 数值的 形式表 
示 出来. 因此 从远古 以来, 就发展 了源于 整数而 终于实 数复数 的数值 表示形 式及其 
各种 计算的 方法， 从最简 单的加 、减 、乘 、除, 到各 种方程 解法， 以及有 关的如 插值、 
逼近、 收敛、 极限、 误差 估计等 等理论 与方法 .  20 世纪 中叶， 出 现了计 算机, 并发展 
迅猛， 不 仅使计 算能力 大幅度 提高， 而且 具有多 种特殊 功能. 这使计 算上升 为与理 
论、 实 验鼎足 而立的 科研三 大主要 形式. 其中， 以单 纯的数 值为对 象的， 也于 20 世 
纪上升 为一门 独立的 学问， 称 为计算 数学. 它与 各种其 他科学 结合， 还形成 了形形 
色色诸 如计算 力学、 计 算化学 等等分 支交叉 学科, 名目 繁多. 

数学由 于理论 发展的 需要， 需使 计算形 式化、 符 号化， 由 此形成 了与数 值计算 
有所 不同的 形式计 算或符 号计算 方法. 近来 的研究 预示， 不仅 这种计 算有助 于数学 
的理论 推导, 甚 至定理 的证明 也可通 过这种 计算来 实现. 实行几 何定理 的机器 证明， 
即 是这方 面一个 成功的 范例. 

科 学技术 的发展 要求解 决形形 色色的 问题， 由于问 题的原 始条件 或数值 与所求 
答 案之间 往往用 某种形 式的方 程联系 起来, 诸如 对国民 经济与 国防安 全等利 害攸关 
的各 种优化 问题、 自 动控制 问题、 运筹规 划问题 等等， 最后都 将归结 为解某 种类型 
方程的 问题. 因而 解各种 类型的 方程如 多项式 方程、 微 分积分 方程、 差分方 程等自 
然成为 数学应 予重视 的核心 部分， 而 各种方 程的解 决都无 不通过 计算这 一途径 .计 
算 的方法 繁多， 但大 体上说 来不外 乎两种 形式： 一 是数值 计算, 又 一是符 号计算 .在 
计算 机上实 施时， 前者 快速， 后者 精确， 但 又各有 缺点. 计算机 只能识 别有限 事物， 
故对于 一般的 实数或 复数只 能逐步 逼近, 取 适当精 度的近 似值. 因而 收敛值 无法确 
定, 更无 法全部 获得. 至 于符号 计算, 理论上 虽可获 得全部 某种形 式的精 确解答 ，但 
往 往计算 量大， 且 表达形 式十分 庞大， 以至 于即使 现代的 巨型机 也难以 承受. 为此, 
设计一 种混合 算法， 在计 算过程 中不时 切换两 种计算 方法, 使之 既有两 种计算 之长, 
又避两 种计算 之短, 应 是解决 目前计 算上困 难的一 种适当 途径. 为此 应在理 论上严 
格证明 在混合 计算中 以数值 代替文 字符号 时必须 具有一 定的稳 定性， 即在数 值稍有 
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偏 差时， 不致过 分失真 而使解 答面目 全非. 从而 将误差 控制在 解决一 类问题 所需要 
的范 围内， 即 得到误 差可控 算法. 这类 算法也 被称为 可验证 算法， 或可信 算法. 这 
将是一 个既有 理论依 据又能 实际运 用的一 个值得 考虑的 问题. 一些初 步的进 展可见 
所 列参考 文献. 
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多项 式方程 组的有 效求解 


Solving  Polynomial  Equation  Systems  Effectively 


多项式 方程求 解是最 古老与 核心的 数学问 题之， 根 据方程 求解的 数域， 常见 
的 方程求 解问题 包括： 复 数域上 的方程 求解、 实 数域上 的方程 求解、 有限域 上的方 
程 求解、 布尔方 程的求 解等. 根 据求解 算法的 类型, 我们 可以考 虑准确 的符号 算法、 
数 值近似 算法、 随机 算法、 符 号和数 值混合 算法、 近似算 法等. 根据方 程解的 特性, 
我们可 以考虑 零维方 程的数 值解， 也可 以考虑 方程的 正维数 的解， 即 所谓流 形解. 
本 书中， 有若干 问题涉 及方程 求解, 包括 “设 计既实 用又安 全的公 钥密码 系统” ，“变 
元公钥 密码中 MQ 问题 是否存 在有效 算法” ，“曲 面交线 的高效 可靠计 算”， “ 平面连 
杆机构 轨迹综 合”， “空间 并 联机构 的 位置正 解”. 

复数域 上零维 方程求 解是最 基本的 ，本 问题考 虑这一 情形. 

方 程求解 的符号 算法可 以给出 方程组 解的完 整刻画 与精确 求解, 具有众 多的重 
要 应用. 但 是已知 的算法 都具有 指数复 杂度， 而 且存在 例子说 明指数 复杂度 是不能 
改 进的. 例如 Groebner 基方法 [2]、 柱型 分解法 W 与 Ritt- 吴特征 列方法 [9]. 

一般 认为， 只有 多项式 复杂度 的算法 是可以 有效求 解的， 因此符 号计算 方法对 
于大规 模方程 组一般 是不可 行的. 退而求 其次, 我 们可以 考虑方 程求解 的近似 算法, 
即是否 存在方 程求解 的具有 多项式 复杂度 的近似 算法. 这是 Smale 提出的 20 世纪 
18 个 重大数 学问题 之一. 

问题 对 于具有 n 个 变量的 n 个多 项式， 是否存 在统一 的平均 复杂度 为多项 
式 的近似 算法求 出方程 组的一 组解？ 更一 般地, 是否可 以将多 项式方 程组根 据其是 
否可以 有效求 解进行 分类？ 

Shub 与 Smale 在他 们的系 列论文 [1]~[5] 中已经 给出了 求解多 项式组 的复杂 
度为 多项式 的近似 算法, 但是这 一算法 不是统 一的. 具 体介绍 如下. 

考 虑映射  /  :  C™  C",  f(z)  =  (A ㈤，… z  =  (Zl, ■■-  ,zn), 其中  /4 
是汾^ 次多 项式. 可 以通过 引入一 个新的 变元％ ，将 A 变为 齐次多 项式, 这 样我们 
将首 先在射 影空间 中考虑 问题， 然后回 到初始 的仿射 空间. 

由于 Abel 与 Galois 的 结果， 我们 知道代 数方程 是不能 显式求 解的， 近 似求解 
可以用 Newton 迭 代内在 刻画. 计 算机复 杂度可 以用求 解方程 所用的 实数的 算数运 
算个数 与比较 次数来 衡量. 为了得 到算法 的平均 计算复 杂度， 我们需 要给多 项式空 
间 一个概 率分布 ，则 问题可 以 更加精 确地描 述为： 
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问题 对 于具有 n 个 变量的 n 个 多项式 /(2)  =  fn(z)), 是 否存在 

一个近 似求解 算法, 其平均 计算时 间小于 / 的系数 个数的 一个多 项式？ 

Shub-Smale 证 明上述 问题是 可以解 决的， 但是对 于不同 的 d=  {d\,  ■■-  ,dn) ，算 
法是不 同的. 一个 求解算 法称为 统一的 是指这 § 算法可 以适用 于所有 d. 
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Exact  Certification  of  Global  Optimality  Via 
Rationalizing  Sums-of-Squares 


1900 年， D.  Hilbert 在巴黎 国际数 学家会 议上提 出了对 数学发 展产生 重大影 
响的 23 个数学 问题， 其 中第十 七个问 题为： 任意 实系数 的多元 多项式 / 能写成 
K(X!, ••  -  ,xn) 中有 理函数 的平方 和的充 分必要 条件是 / 是半 正定的 （i.e., 假设 / 
在 (ai,  •••  ,an)  e  上 有定义 ，则  /(ai,  •  -  -  ,  an)  >  0). 当  n  =  1  时, f(x)  e  K(x) 

是半正 定的， 那么 /(；£) 可 以写成 K(x) 上两个 有理函 数的平 方和. Hilbert 于 1893 
年 证明了  n  =  2,  f{x,y)  e  K(x,y) 是半 正定的 ，则 f{x,y) 能写成 K(a;,y) 上 4 个 
有理函 数的平 方和. Artin 在 1927 年 证明了  Hilbert 的 猜想在 K(a：i, ••-  ,xn) 上成 
立. 假设 K 是一 个域， 存在 正整数 p  =  P{K) 满足欠 上的 任何平 方和一 定能写 
成 p 个 if 上的元 素的平 方和， 最小的 p 被称为 Pythagoras 数. 已知的 Pythagoras 
数如  P(Q)  =  4,P(R)  =  l,P(K(x))  =  2,P(R(x,y))  =  4.  1967 年, Pfister  证明了 
/  €  ••-  ,xn) 是正 定的， 那 么一定 能写成 ROn ，..•，；£„) 中 2" 个有理 函数的 

平 方和. Pourchet 于 1971 年 证明了  f(x)  G  Q[a:] 是半正 定的， 则 可写成 殳间 中 
5 个多项 式的平 方和. 定义 和;^ 分别为 中 n 个 变元， 次数 

n,m 

为 m 的齐 次半正 定多项 式和多 项式平 方和的 集合， 显然 ^  g  Pn,m-  Hilbert 证 


明了当 n  = 

E  = 

n,m 


2,m 是偶 数并且 m 彡 2; 或 n 彡 2,m  =  2; 或 n  =  3，m  =  4 时， 
对其他 情形， 我们有 E  C  Pn,m.  Motzkin 于 1967 年给出 的多项 


式： z6  +  xAy2  +  x2y4  _  ^x2y2z2 是半正 定但不 能写成 多项式 平方和 的形式 (SOS). 
Polya 于 1928 证明了 如果 /  G  ••-  ,xn] 是 偶次的 正定多 项式， 那么对 充分大 


的 正整数 r,  / .  是 R[xi,-  •-  ,xn] 上单项 式的平 方和. Habicht 于 1940 将 

Polya 的结果 推广为 将任意 一个正 定的多 项式写 成两个 单项式 平方和 的商. Reznick 
于 1995 年证 明了： 假设 / 是 R[xi, ••-  ,xn] 中 次数为 m 的齐次 正定多 项式， e(/) 

是 / 在 单位球 上的下 确界和 上确界 的比， 如果 r  >  一  那么 

4  log  26(/)  2 


[ W  / 是 Qbi, .  •-  ,xn] 上线 性形的 (m+2r) 次幂 的非负 IR- 线性 组合. 1964 年, 
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Krivine  首 次提出  了基于  Hilbert  第  17 问题的  Positivstellenstz: 任意  R[xiy  -  -  -  ,  xn] 
中的 多项式 /,  / 在 中任 意点的 计值是 正的， 当且仅 当存在 M  e  E 满足 

n,m 

s-f  =  l  +  t.  Cassier 于 1986 年将 定理推 广为： / 在以 原点为 中心的 半径为 
的球 上是非 负的， 当 且仅当 对任意 e>0,s,teJ2 满足 /  +  £  =  «  +  *  (^2  —  . 

n,m  \  i=l  / 

Pablio 和 Lasserre 于 2000 年分别 提出了 基于该 定理和 半正定 规划来 计算多 项式的 
全局最 优解. Kaltofen 等于 2008 年提出 了基于 有理系 数多项 式平方 和的全 局最优 
问 题可信 下界的 计算. 

基 于上述 讨论， 我们 罗列了  4 个 相关的 问题. 

问题  1  对任意  n  >  2,  n  +  2  <  P{R(Xl,  ■■-  ,xn))  <  2n,  P{R(Xl,  ■■-  ,xn)) 的确 
切值是 多少？  P(Q(xi,  ••-  ,xn)) 的 上 界是 2n+2 或 2"  +  3 吗？ 

问题 2  如果 /  e  ,av| 是 K[xi, ••-  ,xn] 上 的多项 式的平 方和， 那么 

/ 也是 ，…， 上的 多项式 的平方 和吗？ 如 果是， 则如何 构造？ 

问题 3  / 在呵 別 ，… ，&] 上是 正定的 ，如 何构造 合适的 多项式 ge  E 使得 

n,2r 

q-fe  ，并且 r 最小或 多项式 平方和 的个数 最少. 

n,m+2r 

问题 4  如果 /  G  K[a；i, ••-  ,x„], 给定 fmin  G  Q, 利用 Hilbert 第 17 问题 的解, 
在多项 式时间 内验证 /min 是 / 的 下界. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


有理代 数曲面 的高效 参数化 与隐式 化方法 


Effective  Implicitization  and  Parameterization 
Methods  of  Rational  Surfaces 


空间 代数曲 面有两 种表示 方式： 隐式 表示： 

(I)  f(x,y,z)  =  0 

与有 理参数 表示： 

(R)  x  =  P{u,  v),  y  =  Q{u,  v),  z  =  R(u,  v). 

由曲 面的隐 式表示 计算其 有理参 数表示 称为曲 面的参 数化. 反 过来， 由 曲面的 
有理参 数表示 计算其 隐式表 示称为 参数方 程的隐 式化. 隐式 化与参 数化问 题不仅 
是经典 的数学 问题, 其高 效算法 的研究 还在计 算机图 形学中 有重要 应用. 

参 数曲面 的隐式 化本质 上是一 个消元 问题， 已经 存在多 种算法 ，如 Groebner 基 
方法、 吴 方法、 结式方 法等. 但是， 寻找 效率更 高的算 法任然 是一个 重要的 研究问 
题. 其 中动曲 面方法 是其中 最有效 的方法 ％ 它 可以将 曲面的 隐式方 程表示 为一个 
相对低 阶的行 列式. 新 近发展 起来的 M 基方法 则是动 曲面方 法的理 论的完 善与自 
动化， 关于 它的研 究还在 进行中 A  —个 悬而未 决的问 题是： 

参数曲 面的有 效隐式 化算法 是否 任何参 数曲面 的隐式 方程都 可以表 示成一 
个低 阶的行 列式？ 如 果是， 如何 有效得 到该行 列式？ 

并不 是所有 曲面都 有参数 表示, 具有 有理参 数表示 的代数 曲面称 为单有 理代数 
曲面. 

代数 曲面的 参数化 算法由 Schicho 给出 W. 但是 这一算 法非常 复杂， 难 以有效 
计 算曲面 的参数 表示. 因此， 寻 找曲面 的髙效 参数化 算法仍 是一个 挑战性 问题. 

曲 面的有 效参数 化算法 给 出一般 超曲面 参数化 的高效 算法. 

参数 化中另 一个挑 性的问 题是所 谓正则 参数化 问题. 有理参 数表示 （R) 称为 
曲面 （I) 的正 则参数 表示如 果除去 一个低 维集合 后曲面 上的点 与参数 (u,v) 的值一 
一 对应. 如果 一个曲 面具有 正则参 数化， 则 曲面称 为有理 曲面. 

代 数几何 的一个 古典结 果是： 复 数域上 任意单 有理代 数曲面 都是有 理曲面 [2]. 
等 价的， 复数域 上任意 有理参 数表示 （R) 都可 以通过 重新参 数化变 为正则 参数表 
示. 但是 对于高 维的代 数簇, 这一 结果不 再正确 K 
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上述 结果不 是构造 性的， 我们 因此提 出下列 问题. 

正 则参数 化问题 对于复 数域上 曲面的 有理参 数表示 （R), 通过 重新参 数化， 
使 其变为 同一曲 面的正 则有理 表示. 

这一 问题与 多变元 Lueroth 定理 有关, 可以 等价描 述为： 

构造性 Lueroth 定理 设 n ，…， rm 为变量 u， r 的复系 数有理 函数， 求复系 
数有 理函数  p(M，t;)，g(u，w) 使得  Ch ，… ,rm)=C(p,  q). 

正 则参数 化问题 一些初 步的结 果见文 献问， 但离问 题的完 全解决 还相差 很远. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


曲面 交线的 高效可 靠计算 


Effective  and  Robust  Computation  of  Surface  Intersections 


曲 面求交 是计算 几何、 几何造 型和计 算机辅 助设计 等领域 中的基 本问题 之一. 
在 这些领 域中， 曲 面之间 的布尔 运算、 拼接、 等 距曲面 的构造 等等， 都需要 计算两 
张曲面 的交线 或者曲 面的自 交线. 求交问 题通常 都可以 归纳为 求解非 线性多 项式方 
程组. 在几何 造型应 用中， 要求 非线性 方程组 的求解 具有严 格的可 靠性、 精 确性和 

高 效性. 

几种 最常见 的曲面 与曲面 求交问 题是： 有理 多项式 参数曲 面与代 数曲面 求交, 
有 理多项 式参数 曲面与 有理多 项式参 数曲面 求交， 以及 代数曲 面与代 数曲面 求交. 
特 别地, 有 理多项 式参数 曲面与 代数曲 面求交 是所有 情形中 最为简 单的， 但 能够表 
现 曲面与 曲 面求交 这类问 题 的共同 难点. 

假设代 数曲面 表示为 f(x,y,z)  =  0, 参 数表示 曲面为 a;  =  X(u,v)/W(u,v), 
y  =  Y(u,v)/W(u,v),z  =  Z{u,v)/W{u,v). 把参 数表示 曲面的 方程代 入到代 数曲面 
的定义 式中， 经 通分消 去分母 得到代 数曲线 F(u,v)  =  0. 这样 求交问 题就转 化为跟 
踪代 数曲线 F{u,  v)  =  0. 

求交 问题要 解决两 个基本 问题： 交集 的拓扑 结构以 及交集 的准确 计算. 求交算 

法的可 靠性主 要是确 定交集 的拓扑 结构， 它是求 交算法 能否有 效地应 用于几 何造型 
系统的 关键. 曲 面与曲 面交集 的拓扑 结构可 以非常 复杂. 它可能 是空集 V— 些孤立 
点， 也 可能是 一些曲 线段、 小圈、 曲 面片、 或者 它们的 并集. 此外， 曲面交 线的一 
个 特定分 支也可 以非常 复杂. 例如， 两个双 三次曲 面的交 线最高 次数可 以达到 324 
次！ 其亏格 可高达 200 多！ 如此高 次数、 高亏格 的曲线 可以表 现出非 常复杂 的局部 
结构. 


由于 有限精 度计算 所引入 的数值 误差， 当今 所有的 数值求 交算法 都无法 准确确 
定 交集的 拓扑结 构及几 何形状 .基 于符号 计算的 交线的 拓扑结 构分析 也由于 运算量 
的巨 大而不 实用. 

上述 因素使 得迄今 为止还 没有出 现一个 算法能 同时满 足上述 三方面 的要求 ，即 
可 靠性、 精确 性与高 效性. 因此寻 找满足 上述要 求的曲 面交线 算法仍 然是计 算几何 
和几 何造型 等领域 最困难 的问题 之一. 
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10000 个科 学难题 数学卷 


平面向 量场不 变曲线 次数的 庞加莱 (Poincare) 问题 

The  Poincare  Problem  on  The  Degree  Bound 
of  Invariant  Algebraic  Curves  of  Plane  Vector  Field 

考 虑如下 定义在 复平面 C2 上向 量场： 

A  "=  p(x， y)g^.  + 

这里 P(x,y),Q(x,y)  e  C[x,y\ 并且 P(x,y),Q(x,y) 没有非 平凡的 公因子 条平面 
代 数曲线 C(x,y)  =  0 称为 X 的不 变代数 曲线， 如果 X(C(x,y))  =  H(x,y)C(x,y), 
这里  H(x,y)  e  C[x,y].  deg(P(x,y))  ^  deg(Q(x,y)) 中 的极大 者称为  X  的 次数. 
Poincare W 在研究 X 的可积 性时, 提出 了如下 问题： 能 否通过 X 的次 数给出 X 的 
所 有不变 曲线的 次数的 上界？ 这就 是通常 所说的 “PoincaM 问 题”. 一般来 说这个 

问 题的答 案是否 定的， 比 如对于 任意的 正整数 n,y  =  xn 是向量 场 X  =  x-^+ny-^ 

的不 变代数 曲线. 但是 Darboux 定理告 诉我们 X 的所 有不变 代数曲 线的次 数存在 
一个 上界. 因而这 个问题 可以修 正成： 能 否给出 一个算 法求出 给定平 面向量 场的所 
有不 变曲线 的次数 的一个 上界？ 

一个二 元函数 f(x,y) 称为 X 的首次 积分, 如 果对于 X 的任 意积分 曲线, f{x,y) 
在 它上的 取值为 一常数 .当 f(x,y) 为有理 函数时 ，称 f(x,y) 为有 理首次 积分; 
当 f(x，y) 为 基本函 数或者 Liouvillian 函 数时， 则称 f(x,y) 为基本 首次积 分或者 
Liouvillian 首次 积分. Poincare 问 题是由 Darboux,  Poincare 在 研究平 面向量 场或者 
一阶 一次非 线性常 微分方 程的是 否存在 有理首 次积分 时提出 来的. 因而也 有人将 
判断给 定的平 面向量 场是否 存在有 理首次 积分问 题称为 PoincarS 问题. Darboux[2] 

证明 了给定 的平面 向量场 X, 或者它 的不变 代数曲 线的数 目少于 + 2, 或 

者它 存在一 个有理 的首次 积分并 且它的 所有不 变代数 曲线的 次数不 超过这 个首次 
积分的 次数， 这里 d 为 X 的 次数. PoincaM 则指出 了要求 X 的 有理首 次积分 ，仅 
需 要确定 X 的 所有不 变代数 曲线的 次数的 上界. Prelle 与 Singer^ 则证 明了求 X 
的基本 首次积 分问题 的最大 障碍在 于求它 的积分 因子, 而求积 分因子 问题可 以归结 
为确定 X 的 所有不 变代数 曲线的 次数的 土界. 

平面向 量场不 变曲线 次数的 Poincare 问 题是微 分方程 构造性 研究的 基本问 
题 之一， 有 很多的 应用. 举例如 下：① 用 于寻找 平面向 量场具 有中心 （center, 指 
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有闭积 分曲线 环绕的 孤立奇 异点） 的 条件. 寻 找平面 向量场 具有中 心的充 分必要 
条件 问题对 Hilbert 第十 六问题 的第二 部分起 着重要 的作用 .② 用于宇 宙动力 
系统 (cosmological  dynamical  systems) 的求解 .③ Lie 建立 了平面 向量场 的非平 
凡无穷 小对称 与它的 积分因 子之间 的对应 关系， 因而 这个问 题的解 决对确 定平面 
向量场 的无穷 小对称 有很大 的意义 .④ 由于平 面向量 场等价 于一阶 一次的 微分方 

程： g  因而 解决了  Poincare 问题 就解决 了求解 这类型 ^ 阶一 次微分 

ax  y) 

方程 的代数 函数解 问题. 

下面简 要介绍 问题的 进展. 用 d 表示 X 的次数 .由于 X 定义 了复射 影平面 
上的 一个叶 状结构 (foliation), 当前 人们大 多是从 几何的 角度来 研究这 个问题 .目 
前所得 到的部 分结果 当中大 多需要 对不变 代数曲 线或者 X 的 奇异点 添加特 定的条 
件 （奇异 点是指 有多条 积分曲 线通过 它的点 ). 当不变 代数曲 线的各 个不可 约分支 
是非 奇异的 并且各 个分支 间彼此 最多只 相交于 一 个 点时， D.Cerveau 与 A.L.Neto[4] 
证 明了该 不变代 数曲线 的次数 不超过 d  +  2 .当 X 的所 有奇异 点只有 有限条 积分曲 
线通 过时， M.M.Carnicer 在 文献问 中证 明了同 样的不 等式. 这两个 结果都 是通过 
X 的次 数来控 制不变 代数曲 线的次 数并且 奇异点 消解技 术在其 中起着 重要的 作用. 
前面 的例子 已经说 明了一 般来说 我们不 能通过 X 的次 数来给 出不变 代数曲 线的次 
数的 上界. 进一 步的， A.L.Neto 在 文献问 中构 造了几 类具有 固定次 数以及 奇异点 
具有 固定的 局部解 析性质 的叶状 结构， 它 具有任 意大次 数的有 理首次 积分. 这意味 
着 我们甚 至不可 能通过 X 的次 数以及 X 的奇 异点的 局部信 息来给 出不变 代数曲 
线 的次数 的上界 . J.V.  Pereira 在文献 [7] 中引进 了叶状 结构的 多亏格 （plurigenera). 
他 证明了 当叶状 结构的 Kodaira 维数为 2 时， 不变代 数曲线 的次数 的上界 依赖于 
叶状 结构的 次数、 多亏 格以及 不变代 数曲线 的几何 亏格. 最近还 有一些 结果， 通过 
引进 Milnor 数、 示性 数或者 Baum-Bott 指标 来给出 上界, 但 是这些 结果也 都是在 
对 X 或者 不变代 数曲线 做特定 限制的 情况下 给出. 

最后我 们将介 绍一些 在计算 机代数 领域里 这方面 已有的 工作. 虽 然我们 无法知 
道不 变代数 曲线的 次数的 上界， 但是由 Darboux 定理 只要我 们能够 找到足 够多的 
不 变代数 曲线那 么我们 就能够 求出有 理首次 积分. Prelle 与 Singer 在文 献问中 
给出 了一个 算法， 这个算 法在预 先给定 不变代 数曲线 的次数 上界的 情形下 求出可 
能的基 本首次 积分. 这个算 法通常 被称为 “Prelle-Singer” 算法. 目 前这一 算法已 
经在计 算机代 数系统 REDUCE 以及 MACSYMA 中 实现. Man 与 Maccallum 在 
文献问 中 改进了  “Prelle-Singer” 算法， 使得算 法避免 了有理 数域的 代数扩 张上的 
运算. 他 们在计 算机代 数系统 REDUCE 中部分 实现了 算法， 只能部 分实现 的原因 
是 REDUCE 系 统中的 solve 函数 无法判 断给定 的代数 方程组 是否存 在有理 数解. 
Scharwz 在 文献冏 中 给出了 求带参 数的平 面向量 场的多 项式首 次积分 的算法 ，这 


.  484  . 


10000 个科 学难题 数学卷 


一算 法能够 给出平 面向量 场存在 多项式 首次积 分时参 数所需 要满足 的关系 .Duarte 
等人将 “Prelle-Singer” 算法推 广到了 二阶一 次常微 分方程 
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微分 代数簇 的不可 缩分解 


Irredundant  Decomposition  of  Differential  Algebraic  Varieties 


代 数几何 的一个 基本结 果是： 任意一 个代数 簇可以 分解为 不可约 代数簇 的并. 
这一 分解称 为不可 缩的， 如果任 意一个 不可约 代数簇 都不包 含在其 他代数 簇中. 

在 构造性 代数几 何中， 上述 定理可 以通过 Ritt- 吴特 征列方 法构造 性实现 .设 
S 为有 理系数 n 个 变量的 多项式 集合， 我们用 Zero(5) 表示  <5 中多 项式在 复数域 
上 的公共 零点的 集合， 即代 数簇. 

Ritt- 吴零 点分解 定理就 是要给 出任意 拟代数 簇一个 构造性 描述. 为此， 我们 
需要 下面的 概念. 一个 多项式 组称为 升列， 如果 通过变 量重新 命名后 可以写 成如下 
形式： 

^4l(ul>  •  •  •  )  uq^  Vl)  =  IlUl1  +  Vi  的 低次项 
A2(u!, ■■-  ,uq,y\,y2)  =  hyi2  +  Vi 的 低次项 


Ap{ui,  ■■-  ,uq,yx,  -  -  -  ,yp)  =  Ipypp  +  yp  的低 次项， 

其中冯 关于 Vi  (i  <  j) 的次 数比次 关于 (i  <  j) 的次 数要低 . A  #0 称为 A 的 
初式. 设 J 为 的 初式的 乘积. 对 于以上 概念， 定义 

SAT(A5)  =  {P\ 存在 正整数 n 使得 JnPe  (必 )}. 

如果 AS 是不 可约的 ，则 SAT(A5) 是 一个素 理想. 可以 认为， AS 是 这一素 理想的 
一 般点的 构造性 表示. Ritt- 吴分 解定理 是讲： 对一非 空多项 式集合 S 我们 可以在 
有限 步内构 造不可 约升列 ASk, 使得 ^ 

Zero  (51)  =  (J  Zero(SAT(AS^) )  (1) 

k 

在 上述分 解中， 有些分 支是多 余的. 要想 去掉这 些多余 分支, 我们需 要计算 SAT(AS) 
的 生成基 W. 

以上 结果除 了计算 SAT(AS) 的生 成基这 一问题 之外， 可 以平行 推广到 代数微 
分方程 〜 3L 因此对 于给定 的微分 多项式 集合& 我 们也可 以计算 类似式 （1) 的分 
解， 将相应 的微分 代数簇 分解为 不可约 微分代 数簇. 为 了进一 步得到 不可缩 分解, 
我们 需要解 决以下 问题： 
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素 理想包 含问题 给定 两个不 可约微 分升列 AS1,  AS2, 判定 SAT(A51) 是否 
包含  SAT(A52). 

如 果集合 S 只 包含一 个微分 多项式 F. 则 Zero(F) 的不可 缩分解 可以由 Ritt 
的 低次项 定理直 接解决 H 对 于不可 缩分解 （1) 与 F  =  0  —个解 s, 我们希 望知道 
s 属于 （1) 中哪些 分支. 这一问 题可以 归结为 下面的 问题： 

Ritt 问题  A 是含有 n 个 变量的 不可约 微分多 项式， 判定 (0,  •  •  •  , 0) 是否属 
于  Zero(SAT ㈤)， 

不 难看出 Ritt 问 题是素 理想包 含问题 的特殊 情况. 对 于只含 有一个 变量的 _ 
阶 常微分 方程， Ritt 解 决了以 上问题 [2L  —般 情形没 有什么 进展， 原 因之一 是在代 
数情 形用于 求解这 一问题 的一些 工具， 例如， 代 数簇的 Chow 形式， 多项式 理想的 
Groebner 基， 都 不能推 广到代 数微分 方程. 因此， 也可 以通过 研究这 些更一 般的问 
题为 Ritt 问 题的解 决提供 线索. 
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Irreducibility  Decomposition  for  Algebraic  Difference  Varieties 


代数几 何的# 个 基本结 果是： 任意一 个代数 簇可以 分解为 不可约 代数簇 的并. 
这一 分解称 为不可 缩的， 如果任 意一个 不可约 代数簇 都不包 含在其 他代数 簇中. 

在 构造性 代数几 何中， 上述 定理可 以通过 Ritt- 吴特 征列方 法构造 性实现 .设 
S 为有 理系数 n 个 变量的 多项式 集合， 我们用 Zero(5) 表示  <5 中多 项式在 复数域 
上 的公共 零点的 集合， 即代 数簇. 

Ritt- 吴零 点分解 定理就 是要给 出任意 拟代数 簇一个 构造性 描述. 为此， 我们 
需要 下面的 概念. 一个 多项式 组称为 升列， 如果 通过变 量重新 命名后 可以写 成如下 
形式： 

-4i(wi, ••-  ,uq,yi)  =  hyf1  +  yi  的 低次项 

•  •  •  ,  Uq,  2/1,  2/2)  =  I2IJ22  +  2/2 的 低次项 


Ap{ui, ■■-  ,uq,yi,  -  -  -  ,yp)  =  Ipypp  +  yp  的低 次项， 

其中冯 关于 yi  (i  <  j) 的 次数比 4 关于 识 (i  <  j) 的次 数要低 . A 卢) 称为 次 的 
初式 .设 43=  {先 ，…， 枣}、 J 为 人 的 初式的 乘积. 对 于以上 概念， 定义 

SAT(AS)  =  {P| 存在 正整数 n 使得 JnPG  (必 )}. 

如果 AS 是不 可约的 ，则 SAT(A5) 是 一个素 理想. 可以 认为， AS 是 这一素 理想的 
一 般点的 构造性 表示. Ritt- 吴分 解定理 是讲： 对一非 空多项 式集合 S 我们 可以在 
有限 步内构 造不可 约升列 ASk, 使得 ^ 

Zero(S')  =  |J  Zero(SAT(ASy)  (1) 

k 

在 上述分 解中， 有些分 支是多 余的. 要想 去掉这 些多余 分支, 我们需 要计算 SAT(AS) 
的生 成基. 

以上 结果中 的大部 分内容 已经被 推广到 代数微 分方程 [4,6,7] . 

差分 方程是 另外一 类主要 的方程 类型. 一 个自然 的问题 是研究 一般代 数差分 
方程 集合解 的结构 . Ritt 等 人早在 20 世纪 30 年代 就已经 证明： 任 意一个 差分代 
数簇 可以分 解为不 可约差 分代数 簇的并 ％ 但 是这一 结果的 构造性 算法一 直未能 
给出， S 卩： 给 出一个 算法将 差分代 数方程 的解集 分解为 不可约 差分代 数簇. 
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解决上 述问题 一个自 然的途 径是将 Ritt- 吴零点 分解定 理推广 到代数 差分方 
程, 文献 冈和问 已经对 这一途 径做了 尝试. 所 得到的 结果可 以将差 分代数 簇分解 
为式 （1) 的 形式， 其中 是 真不可 约的. 文献問 、问 还证 明对于 真不可 约升列 
AS,  Zero(SAT(AS)) 不空. 由此， 可 以解决 相应差 分与差 分-微 分混合 方程系 统的完 
备理 想成员 问题. 

文献問 、问 中 还定义 了强不 可约的 升列的 概念， 并 证明： 对于 强不可 约升列 
A5,  Zero  (SAT(A5)) 是 自反素 理想. 但是， 如何 计算强 不可约 升列还 是一个 公开问 
题. 

由 于差分 方程的 结构的 特点, 很多关 于差分 方程的 问题是 不可判 定的. 所以 ，计 
算 强不可 约升列 问题也 可能是 不可判 定的. 因此 ，我们 提出一 个弱一 些的问 题：证 
明对 于一个 真不可 约升列 AS1,  Zero(SAT(AS)) 是 纯差分 代数簇 ，即 Zero(SAT(ASO) 
可 分解为 维数与 阶数相 同的 差分代 数簇. 
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最小微 分维数 多项式 的计算 

Computation  of  Minimal  Differential  Dimension  Polynmials 

设 K 是一个 零特征 微分域 ， △  =  {&, ...  为 其微分 算子. 设 =  K(rju …， 

T]n) 为 K 及有限 个元素 77=  {77i, ••-  ,TJn} 所生 成的微 分扩域 .以㊀ 表示 &,••• 

所生 成的自 由交换 半群. 如果 r 是任 一个非 零整数 ，令 

0(，)=[卜奇€0|々<小 

又令  =  K(Q(r)rh  U  ...  U  Q(r)rjn).  Kolchin[2] 于  1964 年 证明了 存在着 一 个系数 
是 有理数 的单元 多项式 covlK(t), 使得 

⑴若 r 是 任何足 够大的 整数， 则有 u>v\K(r)  =  trdegxLr; 

(ii)  degu>^K  <  m, 而且  iov\K{t) 可 以写成  u^K(t)  =  ^  其中  a0,  ■■- , 

am 为 整数. 

(iii)  d  =  degu^iif、 am 和 叫 与扩域 L/K 的微分 生成集 77 无关 . d 和 分别 
叫作 L/K 的 微分类 型和典 型微分 维数. 此外， am 是 L 在 K 上 的微分 超越度 ，也 
就是 在所有 L 有 限子集 匕, •  • . ，& 中， 使 得集合 |  0  G  0, 1  <  i  <  fc} 在 if 上代 
数 无关的 最大的 fc. 

此 多项式 ，K(t) 定 义为微 分扩域 L 在 K 上微分 生成集 T? 的相 关微分 维数多 
项式. 1975 年， Sit[7】 证明 了所有 有限生 成的微 分扩域 的维数 多项式 的集合 是良序 
集， 其中序 4 定义 如下： / ⑴ S  5 ⑴ 且而当 且对任 的够大 的整数 r •有 /(r)  <  g(r). 
由此 可知， 对每个 有限生 成的微 分扩域 L/K, 总 存在有 限子集 ry  G  i， 使得 
在 L/K 的所 有有限 微分生 成子集 的微分 维数多 项式中 对于序 ^ 来 说是最 
低的. 此多项 式定义 为扩域 L/K 的最 小微分 维数多 项式. 

下面的 两个问 题尚无 解答： 

(1)  寻 求一个 算法， 可 以断定 一个已 知的微 分扩域 L 在 K 上 的微分 生成集 r/ 
及其相 关的微 分维数 多项式 uvlK(t), 是否是 L/K 的最 小微分 维数多 项式. 

(2)  寻 求一个 算法， 可以从 一个已 知的微 分扩域 L 在 if 上的微 分生成 集及此 
集 的微分 关系， 计算 L/K 的最 小微分 维数多 项式. 

显而 易见, 解决了 第二个 问题， 就可 以解决 第一个 问题. 
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微分维 数多项 式的概 念与决 定物理 场的偏 微分方 程组的 强度概 念是密 切相关 
的. 强度 概念为 爱因斯 坦首创 及研究 ，他曾 提出了 W 在 定义一 物理场 的所有 微分方 
程组中 ， 如何 决定其 中强度 最高之 一 组的 问题. 1980 年， Mikhalev 和 Pankratev[6] 
说 明了微 分代数 方程的 强度, 可以 看成是 一个与 方程组 相关的 微分扩 域的微 分维数 
多 项式. 利用微 分代数 语言， 爱因 斯坦找 寻最高 强度的 问题就 是找寻 某个微 分扩域 
的最 小微分 维数多 项式的 问题. 因而决 定此多 项式的 问题， 不 只是微 分代数 的重要 
问题, 其 解答更 可导致 理论物 理学新 的重要 成果. 

1980 年， Mikhalev 和 Pankratev[6] 证 明了： 如 果只考 虑微分 类型是 m- 1 的 （m 
是 △ 的 基数) 、典 型微分 维数是 r 的 有限生 成微分 扩域, 那么 多项式 c+m)-(t+rr) 
是这些 扩域所 有微分 维数多 项式中 最小的 .在问 、⑷及 [5, 第 5.7 节] 各文 献中, 
曾获得 多项式 ：） 或 d(t+J) 为最小 微分维 数多项 式的、 有限 生成的 
微 分扩域 的一些 性质. 对某 些个别 的微分 扩域, Kondrateva 得 到了它 们的最 小微分 
维数 多项式 （见文 献问和 ⑷). 最后， 在文献 [5, 第 5.7 节], 还证明 了由所 有最小 
微分维 数多项 式形成 的集, 就是由 所有与 有限生 成的微 分扩域 相关的 微分维 数多项 
式形成 的集. 

微分 维数多 项式的 计算， 已知的 有两个 方法. 其一 是基于 决定扩 域的微 分理想 
的特 征集， 其 S 是利用 与扩域 相关的 Kahler 微分量 模的自 由分解 （详 见阆和 [5, 
第五和 第九章 D. 不过, 我 们没有 计算最 小微分 维数多 项式的 算法, 就 是当生 成集的 
决定理 想是由 线性微 分方程 生成的 特殊情 况下， 这 一问题 也没有 解决. 这说 明了上 
述尚 未解答 的问题 是有实 在的困 难的. 它们的 解答将 会是微 分代数 学及其 应用的 
一个 重要的 进展. 
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罗 塔-巴 克斯特 （Rota-Baxter) 代数 中的几 个问题 

Problems  in  Rota-Baxter  Algebras 

设 K 为交 换环， i? 为结 合冗- 代数. 固定 K 中元素 入 .若 R 上线 性算子 P 满 
足如下 “Rota-Baxter 方 程”， 则称 _P 为 （权为 A 的) Rota-Baxter 算子： 

P{x)P{y)  =  P(xP{y))  +  P(P(x)y)  +  XP{xy), 

这里 x,y 是 R 中任 意元素 . i? 及所带 Rota-Baxter 算子 便称为 Rota-Baxter 代数. 
Rota-Baxter 算子 得名于 数学家 G.  Baxter 在 1960 年源于 概率论 的研究 M 和组合 
大师 Rota 的大 力推动 它 集数学 分析中 的积分 算子、 离散 数学中 的求和 算子、 
代数 中的标 量乘积 及量子 场论中 的投影 算子为 一体, 并 与以著 名物理 学家杨 振宁和 
R.  Baxter 命名的 经典杨 -Baxter 方程 W 密 切相关 .从 20 世纪末 开始， Rota-Baxter 
算子在 Hopf 代数、 数论、 组合、 Operads、 微分代 数和量 子场论 [3,6,81 等领 域都得 
到 应用. 但整体 来说, Rota-Baxter 代数的 理论及 研究还 处于初 步发展 阶段, 许多基 
本问题 尚有待 解决， 以下 是其中 三个： 

(1)  自 由交换 Rota-Baxter 代数 的结构 自 由交换 Rota-Baxter 代数在 Rota- 
Baxter  代数 研究中 的地位 类似于 自由交 换代数 （即 多项式 代数） 在交 换代数 研究中 
的 地位. 因此 对其代 数性质 的研究 对整个 Rota-Baxter 代数的 研究至 关重要 .自由 
交换 Rota-Baxter 代数 的特殊 情形在 三十年 前已由 Rota 和 Cartier[1Q] 构造 .其 一 
般情形 及自由 非交换 Rota-Baxter 代数 的构造 于近几 年得到 根据文 献问中 
得到 的张量 分解， 自 由交换 Rota-Baxter 代数 由粘合 洗牌代 数扩张 得到. 而 粘合洗 
牌 代数本 身又是 有名的 拟对称 多项式 代数、 洗牌 代数和 拟洗牌 代数的 推广， 有着 
广泛的 应用， 而其 代数结 构并不 简单. 以洗 牌代数 为例， 它在有 理数域 上是由 Lyn¬ 
don  字 生成的 多项式 代数, 但 在整数 环或有 限域上 就相当 复杂. 这方 面的进 展见文 
献 [7]. 

(2)  链条 件问题 自 由交换 Rota-Baxter 代数中 怎样的 理想满 足升链 条件？ 与 
结合 代数和 微分代 数理论 的研究 类似， 这是 Rota-Baxter 交换 代数和 Rota-Baxter 
代数 几何的 研究中 要首先 解决的 问题. 本问题 的困难 在于自 由交换 Rota-Baxter 代 
数的结 构远比 自由交 换代数 （即 多项式 代数） 和自由 交换微 分代数 （即 微分 多项式 
代数） 复杂. 因此较 常见的 理想， 如根 理想和 Rota-Baxter 理想， 都不 适用. 这方面 
的初 步工作 见文献 
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(3) 与杨 -Baxter 方程 的关系 虽然 Rota-Baxter 算 子中的 Baxter 和杨- 
Baxter 方 程中的 Baxter 并没 有关系 ，但 Rota-Baxter 算子和 经典杨 -Baxter 方程 
及 结合杨 -Baxter 方程却 有着密 切联系 —个 自然的 问题是 量子杨 -Baxter 方程 
应该 怎样与 Rota-Baxter 代数 或其量 子推广 联系？ 洗牌 代数的 量子化 [9] 有 可能提 
供自 由量子 Rota-Baxter 代数的 信息. 

参 考文献 
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Decomposition  in  pQFT.  J  Phys  A:  Math  Gen,  2004,  37:  11037-11052 

[4]  Guo  L.  Ascending  chain  conditions  in  Baxter  algebras.  Internat  J  Algebra  Comput, 
2002,  12:  601-622 

[5]  Guo  L,  Keigher  W.  Baxter  algebras  and  shuffle  products.  Adv  Math,  2000,  150:  117- 
149 

[6]  Guo  L,  Keigher  W.  On  differential  Rota-Baxter  algebras.  J  Pure  Appl  Algebra,  2008, 
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阿蒂亚 (Atiyah) 猜想 

Atiyah  Conjecture 

2001 年, M.F.  Atiyah 提 出了以 下猜想 现 在被文 献称为 Atiyah 猜想： 

假设 IR3 中 有互不 相同的 n 个点 a“i  =  1， 2, ,  n), 用 ^ 表示 单位球 面上的 

点 构造关 于变元 丨 的 n  -  1 次 多项式 猜测这 n 个多项 
式是 线性无 关的. 

1997 年 Berry 和 Robbins 在研 究量子 力学的 spin 统计定 理时， 提出下 面的问 
题： 考 虑两个 著名的 流形， 一个 是流形 Cn(R3), 它是由 R3 中所有 n 个互不 相同的 
点组成 的构形 空间， 另一个 流形是 flag 流形 U{n)/T, 它是由 Cn 中 n 个正 的向量 
组成 的等价 类集合 ，其中 每个向 量差一 个相位 等价. n 个元 素的置 换群氏 1 自由作 
用在 C„(R3) 上 .问： 是否 对每个 n 都 存在连 续映射 :  C„(R3)  —  U{n)/T, 它与 

Sn 的作用 相容？  Atiyah 构造 的映射 ~  就是 n  =  2 情 形下由 C2(R3) 

到 U{2)/T  =  S2 的连续 映射. 

Atiyah 在 文献⑴ 中对 n  =  3 的 情形和 n 点 共线的 情形证 明了他 的猜想 成立. 
M.  Eastwood  和  P.  Norbury  证明了  n  =  4 的时 候猜想 也成立 [3].  Atiyah  和  Sutcliffe 
在 文献间 中 又进一 步提出 两个更 困难的 猜想, 称为 Atiyah-Sutcliffe 第二和 第三猜 
想. 


参 考文献 

[1]  Atiyah  M.  Configurations  of  points.  Phil  Trans  R  Soc  Lond  A,  2001,  359:  1375-1387 
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非负矩 阵分解 


Nonnegative  Matrix  Factorization 


非负矩 阵分解 （nonnegative  matrix  factorization,  NMF) 是当代 大量数 据计算 
和处理 中一种 有力的 工具. 非负 矩阵分 解利用 对非负 的基向 量进行 没有减 法的线 
性 组合, 对数据 提供了 一种更 加简单 直观的 表示和 理解. 应用 到非负 矩阵分 解的领 
域已 涉及图 像处理 W、 文 本信息 挖掘、 生物信 息等. 

非 负矩阵 分解可 以精确 的定义 如下. 给 定一个 mxn 的非负 实矩阵 4  (即 其所 
有元素 非负） 和其秩 k,k>  1, 试找一 对非负 的实矩 阵因子 toxA: 的 和 fcxn 的 
H, 满 足下列 条件： 

A=  WH,  (1) 

或断定 分解不 存在. 


对非负 矩阵的 研究可 追溯到 Perron 和 Frobenius 在 1907 年的 工作. 而 非负矩 


阵分 解问题 （1) 的提 出则在 1973 年 ％ 在过去 的几十 年中， 人 们提出 各种数 值算法 
来解决 非负矩 阵分解 的逼近 问题. 具体 来说， 给 定一个 mxn 非负 实矩阵 4 和参 
数 A: 《 min  (to,  n), 试找 非负的 实因子 mxA: 的 呢 和 fcxn 的丑对 A 进行 低秩的 
逼近， 即满 足下面 的优化 问题： 


min 

W^0,H^0 


f(W,H)  =  - 


\\A^WHfF. 


(2) 


目前 存在的 算法都 是基于 局部改 进或贪 婪算法 （参见 文献问 、阁 和其 中的参 
考文 献)， 这其 中没有 一种算 法能够 保证解 的最优 化性. 这表 明找到 非负矩 阵分解 
问题的 最优化 解并非 易事. 事 实上， 最 近人们 严格地 证明了 非负矩 阵分解 （1) 是 
NP-hard[5L 由 于非负 矩阵分 解在众 多应用 中的重 要性， 针对 非负矩 阵分解 的理论 
研 究及其 算法发 展将会 继续活 跃在组 合优化 和数值 代数的 领域. 
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非线性 偏微分 方程间 断 解问题 的 高精度 格式 

High  Order  Scheme  for  Nonlinear  PDEs  with 
Discontinuous  Solutions 


数值分 析和科 学计算 的一个 非常重 要的研 究领域 是设计 和分析 求解偏 微分方 
程 的数值 格式. 通常情 形下， 这些 偏微分 方程的 准确解 是无法 显式给 出的. 许多不 
同的数 值离散 格式被 提出并 分析， 例如有 限差分 方法、 有限元 方法、 谱 方法等 .对 
一维 问题, 如 果数值 解可由 个自 由度来 表示. 例如， 对差 分方法 而言， 即为 iV 个 
网格 点的函 数值； 对 谱方法 而言， 即为前 iV 项的 Fourier 系数， 当数 值解和 方程的 
准确 解的误 差在某 种范数 意义下 （例如 LP  (l^p^oo) 范数） 满足 0{N_% 我们 
称该 格式为 fc 阶的 .当 的值 较大时 （fc  >  3), 格 式称为 高精度 格式. 有些情 形下, 
k  =  2 也 被称为 高精度 格式. 

数值格 式的精 度阶是 针对全 局误差 （即数 值解和 方程的 准确解 之间的 误差） 而 
言的. 数值分 析中还 涉及到 一个局 部截断 误差的 概念. 对时 间依赖 问题， 从 偏微分 
方程的 准确解 出发, 数 值格式 仅走一 步所引 入的 数值误 差与时 间 步长的 比值 即为局 
部截断 误差. 局 部截断 误差可 以很容 易地由 Taylor 展开 得到, 但是全 局误差 的估计 
通常情 况下是 非常困 难的. 对 具有光 滑解的 偏微分 方程, Lax 等价定 理及它 的一系 
列推广 表明一 个稳定 格式的 全局截 断误差 和局部 截断误 差具有 相同的 误差阶 .因 
此， 人们常 常称局 部截断 误差为 0(N_k) 的数值 格式为 fc 阶的 格式. 

利用局 部截断 误差设 计一个 高精度 的稳定 格式是 相对容 易的. 对于 给定的 fc, 
甚至 可以构 造出对 于任意 fc 误 差小于 0(N_k) 谱 方法. 事 实上, 谱方 法逼近 偏微分 
方程 解析解 的误差 可以达 到指数 阶递减 ，即 >  0 为 常数) .由 Lax 等价 
定 理及它 的一系 列推广 可知， 这样 得到的 格式就 是全局 误差意 义下的 高精度 格式. 

尽管 如此， 偏 微分方 程的解 可能不 光滑. 例如 双曲型 方程， 即使 初值和 边界条 
件非常 光滑， 其解也 会出现 间断. 此时， 利用局 部截断 误差设 计的针 对光滑 解的高 
精度 格式将 无法保 证全局 误差在 强范数 （例如 LP  (l^p^oo) 范数） 意义 下的高 
精度 收敛. 举例 来讲， 当高 阶差分 格式或 者谱方 法用来 逼近双 曲型偏 微分方 程的间 
断 解时， 所产生 的数值 误差在 L1 范数 下将不 会好于 0(iV-1). 这似 乎意味 着高精 
度的 格式在 这一情 形下并 不优于 一阶的 格式. 

20 世纪 70 年 代末， Lax,  Mock[3],  Majda,  McDonough,  Osher[4] 证明了 高精度 
格 式在逼 近线性 偏微分 方程的 间断解 时仍然 能保持 高精度 ，但 此时度 量误差 的范数 
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应为 Sobolev 空间 中的负 范数. 简单 的说， 高 精度被 隐藏在 “函 数矩” (乘以 光滑函 
数后的 积分） 中， 但 却无法 在强范 数意义 下直接 得到. 根据这 一数学 事实， 我 们可以 
利 用某种 “后 处理” (例如 [1 卜问 、阁 中的 后处理 ） 来得到 一个调 整后的 数值解 .调 
整后 的数值 解将真 正具有 强范数 （如 L2 范数） 意义 下的高 精度. 

那 么当偏 微分方 程为非 线性且 解有间 断时， “高 精度” 格 式在什 么意义 下仍然 
保 持高精 度呢？ 这仍 然是一 个尚未 解决的 问题. 至今 为止， 除去 一些特 殊情形 ，如 
事 先知道 间断的 个数及 能够精 确地计 算间断 的位置 ，没 有一个 数学理 论来证 明非线 
性方程 间断解 问题的 “高 精度” 格 式的数 值解在 某种范 数意义 下仍然 保持高 精度. 
在 文献冏 、⑷ 中用 到的数 学技巧 很大程 度上依 赖于方 程的线 性性， 因此无 法直接 
地 推广到 非线性 问题. LaxPl 认为， 对于 非线性 偏微分 方程的 高精度 格式的 数值解 
应 该仍然 包含高 精度的 信息, 只是 我们还 不知道 怎样描 述和提 取这些 信息. 事 实上， 
Lax 应用 信息论 的观点 表明， 相 比线性 偏微分 方程， 由 于非线 性偏微 分方程 解算子 
的收 缩性， 应 该有更 多的高 阶信息 被保留 在非线 性方程 高精度 格式的 数值解 当中. 
数 值结果 （例 如问 中的 结果） 表 明对非 线性间 断问题 的高精 度数值 解确实 含有高 
精度的 信息， 可以通 过某种 后处理 过程来 提取. 关于非 线性方 程高精 度的真 正含义 
的 严格数 学理论 的研究 将会是 非常有 意义的 工作. 
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分片多 项式方 程组的 计算及 相关几 何问题 

Computation  of  System  of  n- Dimensional  Piecewise  Polynomials, 
and  Its  Related  Geometric  Problems 


经典代 数几何 学之所 以是一 门具有 强大生 命力的 基础性 的分支 学科, 原因之 ^ 
是它 顺应了 人们采 用多项 式来刻 画几何 曲线、 曲面和 近似表 达各种 函数特 别是连 
续函数 的历史 潮流. 按照 Weierstrass 逼近 定理、 定义 于有界 闭域上 的任意 给定的 
连 续函数 都可以 用多项 式序列 来一致 逼近. 然而由 于多项 式本身 的整体 性太强 ，它 
在一点 附近的 性质足 以决定 它的整 体性质 ，但这 种整体 性质却 不为大 多数几 何对象 
所 具备. 因而许 多几何 对象不 能用多 项式来 很好地 刻画. 这在 一定程 度上制 约了几 
何学的 应用与 发展. 随着 20 世纪 40 年代 现代计 算机的 问世和 发展以 及样条 （分 
片多 项式） 理论 的系统 创立使 人们可 以采用 样条、 即分 片多项 式来刻 画与近 似表达 
各种几 何曲线 面和其 他几何 对象. 从而为 计算几 何的理 论和应 用开辟 了广阔 的新天 
地. 事 实上， 20 世纪 中叶以 来人们 逐步转 向采用 样条来 刻画和 近似表 达各种 曲线、 
曲 面与其 他几何 对象， 使 得样条 特别是 多元样 条成为 计算几 何的理 论基础 和基本 
工具. 

设 △ 为区域 DGRn 的 剖分， 巧 (△) 定义为 D 上 的分片 d 次且 /X 阶 光滑的 
分片多 元多项 式样条 空间. 分片代 数簇定 义为多 元样条 组的公 共零点 的集合 ，即 

Z(Ju  f2, … , fs)  =  {a;  e  D\fx(x)  =  f2(x) = … = fs(x)  =  0, 
fi€S^(Ai),i  =  l,2,-.-  ,sj, 

其中 A,[i  =  1， 2, …， s) 为 D 的 剖分. 

物体表 面都是 由一块 曲面或 多块曲 面相交 而成， 因此研 究曲面 交集的 几何性 
质对于 认识、 识别和 重构物 体极为 重要. 由 于计算 手段的 限制， 以前 人们总 是用多 
元多 项式表 示各种 曲面， 因而 特别重 视研究 多项式 曲面的 交集及 其几何 性质. 事实 
上， 经典 代数几 何中的 基本研 究对象 “代 数簇” 正是以 研究多 元多项 式曲面 的交集 
为原型 的研究 方向. 现 代计算 机问世 以来， 作为 分片多 项式的 样条业 已成为 表示和 
研究各 类曲面 的基本 工具和 载体. 因而研 究由多 元样条 （组） 的 （公 共） 零点 集合所 
定义的 “ 分片代 数簾” 不仅在 数学上 可以引 发新的 几何学 领域, 而且在 计算机 科学, 
诸 如计算 机辅助 设计、 制造， 计算 机图形 学及图 像处理 中都是 十分重 要的. 由于多 
元 样条具 有局部 性质， 并且严 重依赖 于剖分 的几何 性质， 使得 它的零 点所界 定的分 
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大连理 工大学 


片 代数簇 呈现异 常复杂 的几何 结构. 因 此照搬 代数几 何中研 究经典 代数簇 的方法 
来研究 分片代 数簇是 难以奏 效的. 

有 待研究 的难题 包括： 任 意剖分 上分片 代数簇 的几何 特征； 分片 代数簇 的不可 
约 分解； 分片 代数簇 的计算 方法； 分片 代数簇 局部和 全局间 的转换 关系； 分 片代数 
簇的坐 标环、 局 部与整 体几何 性质、 与 相关多 项式环 的代数 几何关 系等. 
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高维 大尺度 反散射 问题的 分析 与计算 

Large  Scale  Multi- dimensional  Inverse  Scattering  Problems: 
Analysis  and  Computation 


由于具 有重要 的科 学和工 业应用 ，反 问题领 域的研 究在过 去的几 十年中 取得了 
极大的 发展. 各种各 样的反 问题， 包括 PDE 系数的 确定、 初值 重构、 场源 函数的 
估计、 界面或 者边界 条件的 检验等 等都要 求求解 不适定 的非线 性算子 方程. 反散 
射问题 尤其具 有重要 意义， 即通过 测量散 射场的 远场形 态来重 建非均 匀媒质 的折射 
率 这样 的问题 源于军 事和工 业应用 的不同 领域， 比如 非破坏 性试验 、地震 成像、 
潜 艇探测 技术、 医学 成像以 及近场 光学. 除了很 强的非 线性性 以外， 反问题 还有两 
个 主要的 困难： 不适 定性以 及很多 局部极 小点的 出现. 虽然大 量的算 法被设 计出来 
求解反 问题， 但是 进展却 很慢. 一个 很大的 困难是 由于多 重局部 极小点 的存在 ，经 
典 的迭代 优化方 法有很 快的局 部收敛 速度但 是却不 能计算 全局极 小点. 另 一个主 
要 的困难 是不适 定性, 也就 是说测 量中极 小的噪 声就可 能导致 求解计 算中产 生很大 
的 误差. 众所 周知， 反散射 问题的 不适定 性随着 频率的 增加而 减小. 但是在 高频的 
时候， 非 线性方 程振荡 得特别 厉害， 同时还 会产生 更多的 局部极 小点. 求解 反问题 
的一 项挑战 就是发 展一套 方法既 利用了 问题在 高频时 的正则 性又不 受局部 极小点 
的 影响. 

关 于大规 模正、 反散射 问题， 特别 重要的 一类问 题是复 杂媒质 中电磁 波的传 
播 问题. 最近 的研究 成果是 一套正 则递归 线性化 方法， 该 方法可 以求解 Maxwell 和 
Helmholtz 方程 的反散 射问题 P 〜 4,6L 这 套方法 最重要 的是发 展了一 种高效 的正则 
递归 线性化 算法, 关 于波数 是连续 的处理 或者是 递归线 性化. 一个很 有挑战 性的公 
开问题 是设计 可以处 理大规 模数据 的数值 方法. 另外 一个待 解决问 题是处 理不完 
全的 数据， 即限 制孔径 数据或 者无相 移数据 ％ 数 学上， 挑战 来自于 对上述 递归线 
性化 方法收 敛性的 证明. 反 问题的 稳定性 也是非 常重要 的研究 课题, 特别是 在多频 
数 据的情 况下. 到 目前为 止该问 题还没 有任何 结果. 关于 反问题 的稳定 性研究 ，我 
们向读 者推荐 的参考 文献是 [1卜 阁、 问 、問. 在 实际计 算方面 个 重要的 亟待解 
决的 问题 是求解 大波数 电磁场 问题. 
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Artificial  Boundary  Method  for  Solving  Nonlinear  Partial 
Differential  Equations  in  Unbounded  Domains 


科学与 工程中 的大量 计算问 题可归 结为数 值求解 偏微分 方程. 对于有 界区域 
内的 偏微分 方程， 已可用 有限差 分法、 有限 元法等 多种数 值方法 有效地 求解， 其严 
格的 数学理 论也早 已建立 且日臻 完善. 无界区 域上的 偏微分 方程同 样有广 泛的应 
用 背景， 如机翼 绕流、 无 限大地 基上坝 体应力 分析、 声波、 电 磁波在 空间的 转播等 
等. 这些问 题的求 解区域 是无界 区域. 区 域的无 界性给 数值求 解带来 了本质 性的困 
难 ，已有 的数值 计算方 法已难 以有 效地求 解这些 问题. 

20 世纪 70 年代 以来， 无 界区域 上的偏 微分方 程边值 问题, 特别 是外边 值问题 
的 数值求 解受到 了极大 关注. 在 这一方 向出现 了大量 的研究 工作， 形 成了科 学与工 
程计 算的一 个重要 分支. 例如， Thatcher 及应 隆安、 韩 厚德等 提出了 无限元 方法, 
G.  Hsiao,  W.L.  Wendland,  J.C.  Nedelec,  C.A.  Brebbia, 冯 康与余 德浩等 发展了 边界 
元法. 基于 在人工 边界上 的边界 归化， 各种 人工边 界法、 耦合 算法和 区域分 解算法 
也应运 而生. 

人工边 界法是 求解无 界区域 问题时 最常用 的数值 方法. 该方法 要求在 人工边 
界上 得到原 问题的 解满足 的准确 边界条 件或构 造出近 似边界 条件. 准 确的人 工边界 
条件 是对人 工边界 外部区 域的微 分方程 实施边 界归化 得到的 边界上 的自然 积分方 
程， 也即 Dirichlet  to  Neumann  (DtN) 映射， 因 此人工 边界法 也称为 自然边 界元法 
或 DtN 方法， 在这 一方向 冯康、 韩 厚德、 余 德浩做 出了开 创性的 工作， 随后 J.B. 
Keller,  D.  Givoli 等也 对该方 法的发 展与应 用做出 了重要 贡献. 在实 际计算 中常应 
用 的近似 人工边 界条件 在工程 界也被 称为吸 收边界 条件、 无 反射边 界条件 或透射 
边界 条件. 近年 获得迅 速发展 和应用 的完美 匹配层 (PML) 方 法也是 一种人 工边界 
法， 只是其 人工边 界不是 曲线或 曲面， 而是 一个边 界层. 在人 工边界 上找出 无界区 
域上偏 微分方 程的解 满足的 边界条 件是人 工边界 方法的 核心. 早期 人们常 常直接 
将原问 题的解 在无穷 远处满 足的条 件移植 到人工 边界上 ，如 Dirichlet 边界 条件或 
Neumann 边界条 件是经 常被应 用的. 一 般地讲 它们不 是原问 题的解 在人工 边界上 
满 足的准 确边界 条件, 而仅仅 是一个 非常粗 糙的近 似边界 条件. 若希 望在有 界计算 
区 域上获 得原问 题的具 有一定 精度的 数值解 ，就 必须保 证所选 取的有 界计算 区域足 
够大， 但 在很大 的有界 计算区 域上数 值求解 偏微分 方程仍 然是一 个困难 的课题 .人 
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工 边界法 的核心 正是对 已知的 问题和 引进 的人工 边界构 造出原 问题 的解在 人工边 
界上 满足的 “ 合适” 的 人工边 界条件 ，从 而可将 原问题 简化为 等价的 或近似 的有界 
计算区 域上的 问题. 这样 的人工 边界条 件应该 满足如 下基本 要求： 简 化问题 适定且 
易 于数值 求解； 简 化问题 的解在 有界计 算区域 上等于 原问题 的解， 或 是其在 有界计 
算区域 的一个 很好的 近似； 有界计 算区域 尽可能 地小， 以减少 计算量 和节省 内存. 
由于迄 今仅对 一些规 则区域 上的典 型方程 得到了 准确人 工边界 条件的 解析表 达式, 
如何应 用数值 方法得 到近似 人工边 界条件 仍是一 个重要 的研究 课题. 

上述计 算方法 已被广 泛应用 于数值 求解无 界区域 上的线 性偏微 分方程 边值问 
题， 但 对无界 区域上 非线性 偏微分 方程边 值问题 的数值 解法的 研究还 在探索 之中. 
为应用 人工边 界法数 值求解 非线性 问题, 需要得 到人工 边界上 该非线 性问题 的准确 
或近似 的边界 条件. 一般情 况下， 此时的 人工边 界条件 是未知 函数及 其微商 在人工 
边界上 的非线 性积分 方程. 目前仅 对少数 特殊的 非线性 偏微分 方程， 例如 Burgers 
方程， 描 述薄膜 生长的 Kardar-Parisi-Zhang(K-P-Z) 方程， 一 ■维 三次 非线性 Schro- 
dinger 方 程等， 得到了 原问题 解的准 确的非 线性人 工边界 条件. 而对 于更多 的非线 
性偏 微分方 程是否 能够实 现边界 归化， 如何 得到人 工边界 条件， 以及 构造能 有效求 
解无 界区域 上非线 性偏微 分方程 问题的 较一般 的数值 方法, 至 今仍是 亟待解 决的非 
常 困难的 课题. 
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求 解线性 代数方 程组是 科学与 工程计 算的最 基本问 题之一 ，绝大 多数的 计算问 
题最终 都归结 为线性 代数方 程组的 求解. 大规 模线性 方程组 求解的 主要困 难在于 
其工 作量， 如何减 少其工 作量是 计算数 学里面 最重要 的问题 之一. 

最古 老也是 最通用 的求解 线性方 程组的 方法是 高斯消 元法. 对 于一个 nxn 
的 矩阵， 高斯消 元法所 需的浮 点运算 次数为 O^n3；), 这对非 常大的 n 太费 时而不 
可用. 利用一 些特殊 的技巧 ，如 Strassen 等提 出来的 快速矩 阵相乘 算法， 高斯消 
元法 的运算 量可以 减少到 0(ni376), 但工 作量仍 然太大 （而且 还有稳 定性问 题). 
从理论 上讲， 求解 一个一 般的线 性方程 组最少 需要多 少工作 量是一 个悬而 未决的 
问题. 

提 高求解 线性代 数方程 组效率 的最有 效途径 是利用 问 题的特 殊性. 如 高斯消 
元法， 我们 有时可 以利用 矩阵的 稀疏性 来提高 效率. 其 主要技 巧是通 过对未 知量的 
重 新排序 以减少 矩阵的 带宽. 然而， 如何 最大可 能地减 少一个 一般稀 疏矩阵 的带宽 
本身 是一个 NP- 完全 问题. 因此， 这类高 斯消元 法的适 用性受 到极大 限制. 另外一 
种值 得一提 的直接 法是快 速傅里 叶变换 (FFT). 对于一 些非常 特殊的 二阶椭 圆有限 
元和有 限差分 格式， 利用 FFT 的 计算量 可达到 0(nl0gn), 但 这类算 法的应 用范围 
十分 有限. 

上面所 提到的 高斯消 元法及 FFT 都 属于直 接法的 范畴. 另一类 有效的 方法是 
迭 代法, 最常 用的基 本迭代 法有： 雅 可比迭 代法、 高斯赛 德尔迭 代法和 共辄梯 度法. 
这些 方法的 收敛速 度对大 规模问 题往往 太慢. 

多重 网格法 （即 区域分 解算法 ） 是目 前最有 效的求 解从偏 微分方 程离散 所得代 
数方 程组的 方法. 利用 偏微分 方程的 特性， 对于一 大类的 偏微分 方程， 尤其 是二阶 
椭圆 方程的 离散化 问题, 多重 网格法 可以达 到最优 O(n) 或次优 0(nl0gn). 比较常 
见的多 重网格 方法有 V- 循环、 W- 循环和 BPX 预条件 因子. 虽然这 些多重 网格法 
能达到 最优或 次优的 计算量 ，总体 来说这 类方法 的应用 过于依 赖于方 程的性 态与网 
格 信息， 难于 推广与 实现. 如何 将多重 网格法 有效地 应用于 更广泛 的问题 （比 如强 
不定的 Helmholtz 方程） 是有待 更深入 研究的 难题. 

近 年来代 数多重 网格法 (AMG) 得到了 广泛的 重视, 其思 想是用 代数的 形式实 
现多重 网格的 效率. 这类算 法的特 点是不 直接需 要微分 方程及 其离散 网格等 信息， 
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因 此使用 方便. 尽 管人们 希望能 应用这 类方法 到更多 问题， 目 前只对 于少数 的几类 
方 程比较 有效， 比如对 无结构 网格离 散化的 Poisson 方程. 然而， 对 于几乎 所有的 
代数多 重网格 算法， 其理论 论证仍 然是一 个有待 解决的 问题. 另外， 如何推 广这类 
方 法到更 一般的 问题, 更是 一个目 前重大 的研究 课题. 一种比 较可行 的方法 是将一 
些复 杂的方 程化成 比较简 单的， AMG 适用 的问题 （比 如象 Poisson 方 程). 例如 ，针 
对 Maxwell 方 程组， Hiptmair 和 Xu 在 2007 年 提出的 预条件 因子， 将这类 方程的 
求 解问题 转化成 标准的 Poisson 方程的 求解， 从 而可以 利用现 有的代 数多重 网格算 
法快速 求解. 

与 求解代 数方程 组密切 相关的 是如何 计算矩 阵向量 乘积. 对一般 的稠密 矩阵, 
矩 阵与向 量的乘 积需要 n2 的计 算量. 但 是如果 利用问 题的特 殊性， 其计算 量可以 
降至 0(n log n), 如  Hackbusch  等 提出的  Panel  Clustering  以及  H- 矩阵， Greengard 
和 Rokhlin 提出 的快速 多极法 （fast  multipole  method). 这些 方法利 用问题 的特殊 
性， 矩阵向 量乘法 的计算 量可以 减少为 O(nlogn), 因 此可大 大提高 求解相 应代数 
方 程组的 效率. 这些方 法对于 积分方 程和多 体问题 的求解 都有很 重要的 应用. 

以上 所提的 各种方 法及其 应用， 远远 不能满 足实际 问题的 需要. 如何根 据问题 
的 特殊性 ，提 出有效 的特别 是最优 的算法 来减少 计算量 与存储 量是科 学与工 程计算 
中持久 的重要 的研究 课题. 
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燃烧方 程组间 断解的 数值计 算方法 


Numerical  Methods  for  The  Discontinuous  Solutions 
to  The  Systems  of  Combustion  Problems 


化 学反应 流的研 究可以 追溯到 1880 年前后 法国物 理学家 Vieille,  Mallard,  Le 
Chatelier,  Berthelot 在火焰 传播的 实验中 观察到 的一个 现象： 在充满 可燃气 体的管 
道一端 点火， 开 始时火 焰以每 秒数米 的速度 传播， 随后在 一些情 况下， 火焰 传播速 
度加快 到每秒 2000 米， 甚至 更高. 前 者被命 名为爆 燃波， 而后 者被命 名为爆 轰波. 
这两种 波在自 然界、 人类生 活和科 技活动 中是常 见的， 例如， 当 内燃机 正常工 作时, 
气缸内 的燃烧 波是爆 燃波， 而一 旦发生 事故爆 炸时, 爆燃波 就转换 成了爆 轰波. 

1899 年 Chapman 和 1905 年 Jouguet 各自 独立地 利用守 恒律得 到了燃 烧波的 
定量 关系. 按照 他们的 理论， 燃烧 波还可 以细分 为强爆 轰波、 弱爆 轰波、 强 爆燃波 
和弱爆 燃波. 对于强 波与弱 波之间 的临界 情形， 人们称 它们为 CJ 爆 轰波和 CJ 爆 
燃波. 因 此燃烧 波共有 六种. 

燃烧波 可以用 双曲型 守恒律 方程组 描述. 由于燃 烧使可 燃物质 转换为 已燃物 
质， 这两 种物质 都不能 说是守 恒的， 因而 方程组 是非齐 次的： 


dU  ^  df\U) 

dt  ^  dxi 

i=l 


= i'iu), 


⑴ 


其中； 7 为流 动变量 ，尸 为流通 矢量, i 为 时间， & 为空间 坐标, d 为问题 的维数 ，岭 
为 非线性 的化学 源项. 通常情 况下， 常微分 方程组 ％  = 綱 所具有 的反应 时间尺 

度比 偏微分 方程组 Ut  +  J2  fUU)  =  Q 所具 有的流 动时间 尺度小 若干个 数量级 ，因 

i=l 

此燃烧 方程组 （1) 为刚 性的. 

Chapman 和 Jouguet 得 到的燃 烧波是 方程组 （1) 在反应 速度为 无穷大 时的临 
界情 形的间 断解， 而 方程组 （1) 的一般 解就是 临界情 形的一 个小的 摄动， 即 在燃烧 
波附近 有一个 狭窄的 化学反 应区. 众所 周知， 双 曲型守 恒律方 程组的 间断解 是不能 
被初值 唯一确 定的， 还 需要一 个辅助 的熵条 件以排 除非物 理解. 然而， 因为 燃烧会 
使 系统的 熵发生 变化， 不 可能用 熵条件 界定或 排除任 ^ 种燃 烧波. 在 实际问 题中出 
现 的燃烧 波的类 型取决 于燃烧 区域内 的微观 机制. 这是 燃烧波 计算有 别于激 波计算 
的新的 困难. 
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燃 烧波计 算的另 一困难 是它的 方程组 是刚性 守恒律 方程组 ，而刚 性方程 组的数 
值 求解一 直就很 困难. 就 燃烧波 而言, 快反 应可以 造成火 焰结构 的大空 间梯度 变化. 
如 果计算 对于火 焰结构 的时空 分辨率 不足， 由于 系统的 非线性 作用， 可能得 到整体 
上完全 错误的 结果; 如果只 靠全局 地增加 网格点 数来达 到分辨 火焰的 时空尺 度的要 
求， 那 么计算 量将大 得无法 忍受， 计 算误差 的累积 也将成 为新的 问题. 如何 做到既 
能分 辨最快 尺度的 化学反 应又能 以较髙 的计算 效率来 模拟整 体宏观 流动的 发展过 
程, 是燃 烧波的 数值计 算研究 中一直 没有解 决好的 难题. 

因 为燃烧 方程组 实在太 复杂, Majda 引 入了一 个简化 的模型 1 鉴于在 双曲型 
守恒 律方程 计算中 关于单 个方程 式的理 论更为 完整, 他把 质量、 动量 和能量 守恒方 
程 合并成 一个. 但是 Majda 模 型不是 单个方 程式， 因为 燃烧问 题中还 有一个 质量转 
换的 方程, Majda 方程 组是一 个由两 个方程 耦合而 成的方 程组. 近 年来， 关 于燃烧 
问 题的数 学研究 常常从 Majda 模型 入手. 

Colella,  Majda 和 Roytburd 发 现对于 燃烧方 程组和 Majda 模型 必须用 非常细 
的 网格， 大约 在反应 区域内 至少要 30 个网 格点， 才 能得到 正确的 波形和 波速, 否则 
波速 会比真 实的波 快得多 ％ 这 实际上 是波的 类型的 偏差， 对 于强爆 轰波的 计算结 
果却 是弱爆 轰波. 类似的 研究结 果可参 看文献 [4卜 问. 通常 认为求 解刚性 偏微分 
方程 比较有 效的方 法是分 裂法， 但应当 指出， 分裂 法虽然 可以提 高计算 效率， 但仍 
不 能解决 计算快 反应时 因采用 的空 间-时 间分辨 率不足 而得到 虚假爆 轰波速 度的问 
题. 目 前人们 趋向于 同时采 用高精 度高分 辨率格 式和自 适应网 格计算 来有效 地降低 
分 辨反应 区所需 的网格 规模. 因 为刚性 反应流 问题的 反应区 一般只 占全部 计算区 
域的 很小一 部分, 所以 自适应 网格计 算是一 种十分 有效的 途径. 还有 一些方 案则研 
究 如何在 网格分 辨率不 足的情 况下仍 能计算 出整体 上正确 的燃烧 波结构 以及 
在复 杂湍流 情况下 如何从 微观机 制的角 度去模 化反应 项等等 有 关的理 论分析 
的 工作有 文献问 、問. 

燃烧 波的数 值计算 是计算 数学、 流体 力学、 工程热 物理和 化工等 领域共 同关心 
的研究 内容. 应 该说， 这方 面的工 作无论 是方法 的设计 还是理 论的分 析都还 是很少 
的. 与激 波问题 相比， 这是 一块有 待于开 垦的处 女地. 
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三 维椭圆 和电磁 场计算 问题的 自适 应有限 元方法 

The  hp  Adaptive  Finite  Element  Method  for  3D 
Elliptic  and  Electromagnetic  Problems 


偏微分 方程的 求解通 常先对 求解的 区域进 行网格 剖分， 然 后在该 网格上 利用有 
限元 方法、 有限 差分法 或者有 限体积 方法进 行离散 求解. 由于 方程的 解事先 未知, 
传统的 网格剖 分方法 是经验 性的, 这对 于复杂 的工程 技术问 题特别 是 非线性 问题往 
往效率 很低， 这 极大地 限制了 各种离 散方法 的应用 范围. 

自适 应有限 元方法 根据问 题的性 质和所 需求解 精度自 动调整 有限元 网格, 是一 
种 偏微分 方程的 具有最 优计算 复杂性 的离散 方法. 自 适应有 限元方 法的基 本思想 
是误 差平均 分配， 即 希望在 每个网 格单元 上解的 离散误 差几乎 相等， 但是由 于偏微 
分方程 的解事 先并不 知道, 人们 实际上 无法知 道每个 单元上 的实际 误差. 1978 年 I. 
Babu§ka 和 C.  Rheinboldt 在文献 叫 中提 出利用 后验误 差估计 来估计 每个单 元上. 
的离散 误差， 从而使 得误差 平均分 配的思 想的实 施成为 可能. 当前这 种以有 限元后 
验误 差分析 为理论 基础的 自适应 有限元 方法， 因 其具有 应用范 围广且 易于软 件化等 
优点， 已 经成为 科学计 算的研 究焦点 之一. 

后验 误差估 计是指 仅依赖 于离散 解和微 分方程 已知数 据的可 以计算 的量, 它们 
局部 地刻画 了离散 误差， 对 于三维 椭圆问 题的线 性有限 元离散 方法, 大量的 计算结 
果 显示， 利用 自 适应有 限元方 法人们 可以得 到最优 计算复 杂性， 即如果 U 为 偏微分 
方 程的解 ，叫 为由 自适应 算法产 生的有 限元解 ，则 u-uh 的能 量误差 ||U  - 叫|| 以 
iV-V3 的渐 近速度 收敛， 其中 iV 是 问题的 自由度 个数. 对于 带奇性 的三维 电磁场 
计算 问题的 最低阶 棱单元 逼近, 我 们最近 的研究 ％ 显示, 基于适 当的后 验误差 估计， 
自适应 有限元 方法同 样可以 得到最 优计算 复杂性 的离散 精度. 

对于线 性有限 元或者 棱单元 逼近， 人 们知道 iV-V3 是所 能达到 的最佳 逼近精 
度， 如果要 提高收 敛阶， 一个自 然的想 法是利 用高次 有限元 方法， 即 所谓的 P 有限 
元 方法. 我们 知道高 阶方法 只对光 滑的解 有效, 对于奇 性问题 只有加 密网格 即所谓 
的 /I 有限 元方法 才能有 效地减 少离散 误差， 如 自适应 有限元 方法的 根本目 的就是 
希望 通过自 适应地 加密网 格或提 高单元 阶数来 提高收 敛阶. 1994 年 B.Q.  Guo 的研 
究 M 表明， 对于奇 性椭圆 问题, 利 用先验 的几何 加密网 格和单 元次数 分布, 如 方法 
可以产 生指数 收敛， 即离散 误差以 e-^_1/5 的速 度渐近 收敛， 这里 W 是自 由度的 
个数. 如 何设计 一个自 适应的 方法, 达到 上面的 指数收 敛的最 佳逼近 精度, 成为 
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者 可以参 见文献 [3]、 [4] 以 及相关 文献. 
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Convergence  of  Finite  Difference  Methods  for 
Hyperbolic  Systems  of  Conservation  Laws 


激波 现象大 量地存 在于自 然界, 最为壮 观的激 波现象 当属每 年农历 8 月 18 日 
的 钱塘江 大潮. 在激波 两侧， 介质的 物理量 发生了 突变, 常 伴随有 高温、 高速、 高压 
的 流动. 无粘可 压缩流 体运动 可以用 Euler 方程组 描述， 它是 一个双 曲型守 恒律方 
程组, 方程组 的一般 形式是 


ut  +  J2.fi(u)  =  o,  ⑴ 

i=l 

其中 C/,  f 都 是向量 .式 （1) 是 一个非 线性偏 微分方 程组, 对于 Euler 方 程组, 它是 
质量、 动 量和能 量守恒 的数学 表示. 已经 证明， 即使初 值充分 光滑， 一般 而言， 非线 
性 双曲型 守恒律 方程组 （1) 也 不存在 整体光 滑解. 因此， 间断 解是一 个合理 的数学 
提法. 同时， 解的 间断就 是激波 的数学 抽象， 所 以间断 解的计 算具有 重要的 实际意 
义. 双曲 型守恒 律方程 组的数 值计算 开始于 20 世纪 40 年代, 它的对 象是空 气中的 
激波. 很 明显， 这是 由喷气 式飞机 与原子 弹的研 制所推 动的. 

双曲 型守恒 律方程 的计算 有两个 基本的 困难： 第一， 差分 方法的 要点是 把解的 
微 商用差 商近似 代替. 现在 解是间 断的， 这 就从根 本上动 摇了差 分方法 的基础 .第 
二5 守 恒律方 程只利 用了守 恒性, 在热力 学中， 它只涉 及第一 定律， 因 此在计 算中不 
免出现 违背热 力学第 二定律 的非物 理解. 几十 年来， 这一 方面的 研究蓬 勃发展 ，已 
有了广 泛的应 用与大 规模的 软件. 然而， 理论研 究的严 重滞后 至今未 能有根 本上的 
改观 

最 早作出 重要贡 献的是 Von  Neumann. 他 引入了  “人工 黏性” 的 概念， 即在 
方 程中人 为地添 加一黏 性项. 这样， 方程 的解在 激波处 被平滑 化了， 差分的 引入成 
为 可能. 另一 方面, 黏 性代表 摩擦, 它使得 系统的 熵不断 增加， 从而不 会违背 热力学 
第二 定律. 在此 基础上 产生了 一批行 之有效 的差分 格式， 其中 有代表 性的是 迎风格 
式、 Lax-Friedrichs  格式和  Godunov  格 式等. 

在 理论上 作出突 破性贡 献的是 Oleinik. 她于 1957 年 针对解 不连续 的情况 ，引 
入 了变差 的估计 以代替 导数的 估计， 又 引入了  “熇 条件” 使得 热力学 第二定 律进入 
了 双曲型 方程. 她 不但证 明了一 维情形 方程式 （即 方程 组中只 含有一 个方程 ） 解的 
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唯 一性, 还 证明了  Lax-Friedrichs 格 式的收 敛性, 从 而得到 了存在 定理. 这是 一个关 
于一维 方程式 的十分 完整的 结果. 后来, 她的结 果被推 广到了 多维情 形和一 类差分 
格式， 即单调 格式. 

Oleinik 的 理论有 一个局 限性， 它只适 用于方 程式. 这 一点被 Glimm 所 突破. 
在 1965 年发 表的文 章中， Glimm 在 Godunov 格 式的基 础上， 引入了 随机的 因素, 
第 一次在 “小 初值” 的条 件下， 对于 一维方 程组， 证明 了近似 解的变 差是一 致有界 
的， 这样 就得到 了子序 列的收 敛性， 同时 也得到 了存在 定理. Glimm 格式在 实际应 
用中也 是一个 有效的 方法. 

由 于对于 方程组 没有恰 当的熵 条件， 不 可能排 除非物 理解， 也不 会有唯 一性, 
Glimm 的理 论只能 停留在 子序列 的收敛 性上, 没 有能得 到完整 的收敛 结果. 这一点 
在过 了三十 余年后 才获得 突破, Bressan 利 用非线 性半群 建立了 相 应的唯 一' 注 理论， 
Glimm 格式 的收敛 理论才 算最终 完成. 

Glimm 理论有 三方面 的局限 性：第 一 ， 它的方 法十分 特殊, 只 适用于 Glimm 格 
式， 而对于 有更为 广泛应 用的其 他差分 格式不 适用. 第二， 只限 于一维 问题. 第三, 
只限于 “小初 值”， 即初值 的变差 必须充 分小， 也即 每一物 理量在 各处都 差不多 相等. 
这 三项当 然在应 用上是 不能满 意的.  Oleinik 与 Glimm 的理论 还有一 个共同 的局限 
性， 即它 们都限 于低阶 格式. 关 于这些 方面的 问题, 有很 多研究 工作， 但是更 多的问 
题仍然 有待于 解决. 

对 于多维 问题， 有 一些新 的方法 问世, 例如有 限体积 方法、 间断有 限元方 法等, 
它们 在应用 中十分 有效. 但 是理论 分析仅 限于方 程式， 并且尽 管精确 解具有 有界变 
差, 现在还 未能证 明任何 一个格 式在非 均匀网 格上的 解具有 同样的 性质. 这 一缺陷 
使得收 敛性的 证明不 完美. 

对于 “ 大初值 ”， 20 世纪 70 年 代后期 出现的 补偿列 紧理论 使人们 看到了 曙光， 
利 用它可 以分析 一维问 题的方 程组中 含有一 个方程 或两个 方程的 情形. DiPema 和 
以丁夏 畦为首 的研究 集体在 这方面 有重要 工作. 

低阶格 式不能 满足应 用上的 需要， 但 是另一 方面， 严格 地说， 差 分格式 的精度 
最高 只能有 一阶. 这是因 为在两 个相邻 的格点 之间激 波的准 确位置 是不可 能捕捉 
的， 所以误 差最好 也只能 和步长 同阶. 事 实上， 已 经证明 了低阶 格式有 1/2 阶的收 
敛性， 并且 不可能 改善. 现在 已经有 很多高 阶格式 问世， 例如 TVD 格式、 ENO 格 
式、 WENO 格 式等. 它们在 解的光 滑部分 有高的 精度， 以 满足应 用上的 要求. 然而， 
在激波 附近, 它们 的收敛 性理论 是不完 整的， 还不 足以与 低阶格 式的相 应理论 媲美. 

双曲 型方 程组间 断解的 数值方 法在理 论上期 待着新 的突破 ，它还 有赖于 对间断 
函数的 逼近理 论的新 思考. 
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高精 度有限 元方法 中未解 决的具 体问题 

Some  Open  Problems  in  High  Accuracy 
Finite  Element  Methods 


由 于需要 求解的 数学物 理问题 越来越 复杂， 对现有 算法的 要求也 就越来 越高. 
事 实上， 这些 问题的 离散化 （例 如通过 有限元 方法） 导 致了变 量众多 （106 或 更多) 
的 代数方 程组， 即使 如此， 离散解 （或有 限元解 ） 也只有 中等的 精度. 所以， 构造高 
阶 精度的 有限元 解便成 为当务 之急. 

有两种 不同的 构造方 法可以 使有限 元解达 到高阶 精度： 一是直 接构造 高次的 
有限 元解, 二 是间接 地通过 低次有 限元的 解作线 性组合 （又 称外 推). 

1.  高次有 限元解 的“双 p 猜想” 

20 世纪 70 年代， 人 们猜测 p 次的有 限元解 在离散 化的网 格点上 会有卽 阶精 
度, 这对常 微分方 程已得 到证明 W. 对 于矩形 区域上 的泊松 方程, 只对 p  =  1，2,3 有 
了证明 W  30 年来一 直没有 突破, 直 到最近 才有人 [7，1Q] 向 p  =  4 进军. 对更 大的; p, 
仍是 悬案, 所 以称为 猜想. 有没有 反例， 例如 p  =  6 对 不对？ 

更多的 问题： 当求解 区域被 剖分为 三角形 网格, 在网 格点上 也有卽 阶精 度吗？ 
当方程 为四阶 椭圆或 一阶双 曲呢？ 当问 题为三 维呢？ 目 前无法 回答, 将来如 果能证 
明， 也是非 常难非 常长. 

2.  低次 有限元 的外推 

高次元 （如 p  =  4) 虽有高 阶精度 （8 阶)， 但会增 加构造 的困难 （特别 到了三 维), 
并 受到方 法上的 限制， 丢 失了问 题固有 的特征 （如单 调性、 守恒律 ). 

另一途 径通过 外推， 它 只是有 限元解 （低 次的） 的线性 组合， 使 网格点 上有高 
阶 精度. 这 里只用 低次有 限元， 没有构 造上的 困难. 必须 指出， 当初人 们以为 （甚至 
给 了一个 “证明 ”） 有限 元外推 （展 开式） 几 乎点点 成功， 但 有反例 指出， 有限元 
外推 （展 开式） 几乎 点点不 成功. 人们 被迫对 有限元 解作后 处理叭 才使有 限元外 
推整体 成功. 但对二 阶椭圆 问题， 能证 明有限 元外推 在网格 点一举 成功， 无 需后处 
理 [8]. 那么， 当 方程为 四阶橢 圆或一 阶双曲 ，有 限元外 推在网 格点上 也能成 功吗？ 此 
外， 在 3 维情 况下， 当 初始剖 分为非 均匀四 面体网 格时, 有限元 外推成 功吗？ 

3.  非 正规网 格与高 阶精度 

自适应 方法希 望能将 高阶精 度和非 正规网 格结合 起来, 可 惜两者 往往不 能得兼 
(特 别是 H 角形网 格). 但 是对矩 形网格 和某些 有限元 方法， 两者可 能得兼 所以 
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需 要研究 这些有 限元作 为自适 应的优 先选用 对象. 特 别要研 究初始 剖分为 非均勻 H 
角形 网格时 高阶精 度的可 能性. 
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最 优剖分 的有关 理论和 计 算问题 


Some  Theoretical  and  Computational  Problems  Related  to  Optimal 

Tessellations 


这里 阐述的 是三十 年来尚 未解决 的最优 剖分中 的有关 问题. 剖分 (Tessellation) 
是一个 数学的 很多分 支都会 涉及的 概念， 它在 我们日 常生活 和科学 问题中 经常出 
现. 以熟知 的事物 为例： 一个国 家在行 政区域 上常分 为省， 这 些省份 从地理 上构成 
了国家 的一个 剖分. 再 如一天 可分成 小时, 二十 四个小 时合起 来从时 间上对 一天构 
成了 剖分. 这两例 还代表 了两类 剖分： 前 者往往 是不规 则无结 构的， 后者则 是规则 
有结 构的. 在 工程与 科学计 算领域 常用到 的计算 网格也 是剖分 的特殊 形式. 

用更 数学化 的语言 来说, 如果一 个集合 X 由 它的一 些内部 不相交 的子集 {Xi} 
的并集 组成， 这些 子集的 集合就 构成了  X 的一个 剖分. 一个 集合有 形形色 色的剖 
分 方式， 其中 某些剖 分或许 具备了 更多优 美的数 学特性 和实际 价值, 这就引 出了最 
优 剖分的 理论. 比如： 给定一 个区域 D 和它 内部的 若干点 {^}"=1  (称 为生成 集)， D 
中 离每个 生成点 而 最近的 那些点 形成了  D 的一 个子集 ％( 即 对应于 & 的 Voronoi 
区 域)， 这种由 {^}^1 所构 成的对 D 的 Voronoi 剖分就 有许多 特性， 例如 若是设 
想 D 中住满 了居民 ，让 只 里居住 的人们 到在％ 设置 的办事 处办理 业务显 然是最 
合 理的， 否则他 们不得 不去更 远的办 事处. 

Voronoi 剖分的 应用非 常广泛 W, 它对 给定的 生成集 {^}?=1 来说是 最优的 ，然 
而 一个区 域可以 通过选 取不同 的生成 集来得 到许多 Voronoi 剖分. 如 果生成 集十分 
特殊, 相应的 Voronoi 剖分可 以非常 规则， 但一般 说来, Voronoi 剖分 通常是 无结构 
的， 其中又 有一些 剖分的 性质会 更好或 更优. 拿前例 来说， 可 以想象 人们去 比较近 
的办事 处既节 约时间 又省交 通费， 因而不 妨假定 他们去 办事的 消耗与 距离的 平方成 
正比. 在 这个前 提下， 我们若 是考虑 ％ 中所有 居民的 利益， 那 么把只 里的 办事处 
挪到只 的几 何质心 便是最 优的， 那样, ％ 中人 们的平 均消耗 就达到 了最小 1 这可 
由简 单的数 学事实 给出： 

min  /  p{x)\x  —  Vi\2dx 
yi  JVi 

的 极小值 点正是 只 的几 何质心 (centroid). 这里 p 代表在 D 上定义 的某个 密度分 
布, 而 距离则 用通常 的欧式 距离. 不过一 旦挪动 一个办 事处的 位置, 那 就又有 一个更 
佳的 Voronoi 剖分. 因此， 为 了取得 平衡， 一 个最 优剖分 （optimal  tessellation) 的所 
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有 的生成 点必须 同时是 相应的 Voronoi 区 域的几 何质心 . 这 种特殊 的最优 Voronoi 
剖分又 被称为 Centroidal  Voronoi  Tessellation  (CVT)[2]. 可 以证明 ，对 D 中 任意点 
集 {xi}?=1 和任 意剖分 {Vi}7=i， 以下 的泛函 


min 


n 

E 

i=l 


p(x)\x  —  Xi\2dx 


取 得最优 值时， {Vi}™=1  一定对 应了由 {^}™=1 确定的 CVT, 就是说 {x^ 既是 
{Vi}^ 的生成 点集又 是它们 的几何 质心. CVT 正 是这个 意义下 的最优 剖分. 

CVT 很受 欢迎, 这不但 取决于 它的最 优性, 也与它 的简单 易懂和 普适易 用分不 
开 ％ 我们很 容易在 更抽象 和一般 的框架 下推广 CVT 的 定义, 如让 D 取在 流形上 
以及 使用黎 曼度量 和单边 距离等 [3,4]. 它 可被视 为对一 个复杂 的抽象 集合进 行最优 
剖分 并从中 选出最 佳代表 的一般 策略. 同时， 在许 多传统 领域， CVT 和大家 熟知的 
一些 概念密 切相关 .如 CVT 用 在统计 分类学 中即和 经典的 K-MEANS 方法 等价, 
在数 据压缩 传输技 术上， CVT 则对 应了最 优的向 量量子 化策略 [2L 尽管近 年来有 
关 CVT 这一最 优剖分 形式的 研究和 应用越 来越多 （从 GOOGLE  SCHOLAR 可以 
查 到)， 目 前仍有 不少理 论与计 算上的 挑战， 其中最 著名的 理论问 题要算 Gersho 猜 
想了  [5]. 

约 在三十 年前, Gersho 考虑了 基于简 单欧式 度量的 CVT (即 他所 指的最 优向量 
量子化 策略） 当 n  —  do 时 的渐近 行为. 他 敏锐地 指出， 对足 够大的 n, 最优 CVT 所 
对应 的基本 Voronoi 单 元在渐 近意义 下应是 彼此全 等的吒 这 一猜想 在维数 大于等 
于 3 的空间 至今尚 未被完 全证明 [2,7], 而二维 的基本 Voronoi 单元被 证明是 正六边 
形， 若猜想 成立， 三维 单元则 对应了 有十四 个面的 Truncated  octahedron, 其 相应的 
生 成点集 会形成 经典的 体心立 方晶体 结构. 后 者在晶 格分布 的特殊 假定下 已有理 
论验证 ％ 而 对一般 区域, 大量的 计算也 支持这 一答案 1 这一 理论问 题的解 决和许 
多类似 的问题 如密集 堆垒的 Kepler 猜想 及肥皂 膜泡的 Kelvin 问题等 有相关 之处， 
也对大 量应用 问题如 最优设 计和网 格生成 等有重 要指导 意义. 在关于 CVT 的计算 
上, Lloyd 很 早就从 设计最 优向量 量子化 策略的 角度提 出了从 生成点 到质心 的不动 
点迭代 ％ 成为 CVT 计算 最有效 的方法 之一， 并在 很多应 用中大 显身手 ，但 LLoyd 
算 法的全 局整体 收敛性 的分析 至今尚 不完全 （文 献冏 中例举 了部分 最新结 果和有 
关文 献). 此外， 如何 发展对 高维、 大 规模问 题也有 效的， 包括 确定的 或随机 以及可 
扩展 并行的 算法， 也 有很大 的实际 意义. 
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凸多 面体的 d- 步猜想 


The  d-step  Conjecture  for  Convex  Polytopes 


凸多 面体的 d- 步猜 想是关 于凸多 面体结 构最基 本的公 开问题 之一， 它在 Hiriart- 
UrmtyW 提出的 非线性 分析和 优化十 四个公 开问题 中名列 第一. 

设 是 中的 一 个凸多 面体,  5p(x,y) 表示 _P 中两 个顶点 a; 和 y 之 间的距 
离， 即连接 a; 和 y 的 所有路 径中边 数的最 小值. 凸 多面体 P 的直径 就是所 有顶点 
之间 的距离 Sp(x,y) 的最 大值. 对于 n  >  d  >  2, 记 A(d，n) 为 Rd 中所有 正好有 n 
个面 （d  -  1 维的 边界） 的凸 多面体 P 的直 径的最 大值. 

凸多 面体的 d- 步猜想 对任意 d  >  2 有 A(d，2<f)  =  d. 

该 猜想在 d  <  5 已被 证明是 成立的 [3], 但对于 d  >  5 依然悬 而未决 .比 d- 步猜 
想 更强的 一些猜 想已被 反例证 明是不 成立的 d- 步 猜想还 和高斯 消去法 有密切 
的联系 W. 

d- 步 猜想是 Hirsch 猜想 的一个 特例. 

Hirsch 猜想 对任何 n  >  d 彡 2 有 A(d,  n)  <  n  —  d. 

考虑 Rd 中 单位超 立方体 [0,l]d  , 我们 显然有 A(d，2d)  >  d. 从而 Hirsch 猜想 
成立就 必定有 d- 步猜想 成立. 

Hirsch 猜想是 1957 年 Hirsch 给 Dantzig 的一封 信中提 出的， 该 猜想的 提出是 
为了 对线性 规划中 单纯法 的计算 复杂性 有更好 的理解 W 关于 Hirsch 猜想和 d- 步 
猜 想的详 细介绍 可见文 献问. 
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有 限个二 次函数 最大值 的极小 化问题 

Minimizing  A  Maximum  of  Finitely  Many  Quadratic  Functions 

给 定两个 nxn 对 称矩阵 可 以证明 [6] 以下两 点是等 价的： 

(1)  max{(Ax,x),  (Bx,x)}  >  0 对 IRn 中 所有的 x  都成立 （或彡 对 Rn 中所 

有 x 都成 立)； 

(2)  存在  pi  >  0， "2  >  0， +  "2  =1， 使得 "iA  +  I-L2 B  正定 （或 半正 定). 

该结果 被称为 Yuan’s  LemrW2,3], 等价于 著名的 S-Lemma. 后者 由于在 半定规 

划中的 广泛应 用近年 来受到 了极大 的重视 [4].  Hiriart-Urrutyt2] 提出 的非线 性分析 
和 优化的 十四个 公开问 题中的 最后一 个就是 考虑如 何推广 Yuan’s  Lemma： 

设 A2,  •  •  • ， Am 是 m 个 n  x  n 对称 矩阵. 如何 将如下 条件： 

(Cm)  max{(AiX,  x),  (A2x, : r〉， ... ， (Amx,  x)}  >  0 

对， 中 所有的 x^O 都成立 (或 彡对， 中所有 x 都 成立) 等 价地用 Ax,A2r-  ,Am 
表示 出来？ 

该 问题在 m  =  2 就是 Yuan’s  Lemma. 对于 m  >  2,  Ai,  A2,  -  -  -  ,  Am 的 凸组合 
正 定显然 是充分 条件， 但 不必要 [3]. 

定义函 数  = max{(A1x,x),  (A2x,x),  -  -  -  ,  (Amx,x)j, 则条件 (Cm) 就是要 
求 在 x  =  0 处达到 最小. 于是问 题的本 质就是 如何将 以㈨ 的二阶 最优性 
条件等 价地用 A:， ，•… ，Am 表示 出来. 这 个问题 的更一 般形式 就是考 虑形如 
/  =  ma,x{f1(x),  f2(x),.  • .  ,fm(x)} 的非光 滑函数 的二阶 近似模 型和广 义黑塞 算子. 
而 极大极 小问题 的二次 近似模 型以及 算法是 近年来 非光滑 优化十 分关注 的问题 t1，5]. 
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推广的 Lax 猜想： 双曲锥 能表示 为半定 锥的一 个截面 

Generalized  Lax  Conjecture:  All  Hyperbolic  Cones  can  be 
Expressed  as  A  Slice  of  A  Positive  Semidefinite  Cone 


在 2006 年国际 数 学家大 会上, Arkadi  Nemirovski 作 了题为 “Advances  in  Con¬ 
vex  Optimization:  Conic  Programming” 的 1 小 时报告 W, 他指 出锥优 化作为 一 ■类 
最具代 表性的 凸规划 问题, 通过转 化为半 定规划 （被 称为  “21 世纪的 线性规 划”） 并 
应用 强大的 内点法 求解将 是一种 重要的 途径. 

双曲 锥是目 前已知 凸锥中 最具有 良好特 征的一 类锥. 它的定 义为： 如果 齐次多 
项式 pOc)  :  K 沿给 定方向 /i 是 双曲的 （即 满足 p(/i)  >  0 且对 任意; r 关于 

t 的多 项式〆 a; +访） 只有 实根, 此时的 多项式 也 称为双 曲多项 式)， 那 么集合 
Kp，h  ..=  {x  e  :  p(x  +  th)  ^  0,  Vt  e  K+} 称为 双曲锥 （参 见文献 [2] 或 [7]), 并把 
关于 A 的 多项式 p{Xh  -  x) 称为 a: 的 特征多 项式, 对 应的根 称为特 征根. 此 时双曲 
锥  Kp，h  又可 表示为 {a;  e  :  Amin ㈤  >  0}, 其闭包  cl(KPth)  =  {x  :  Amin ㈤  >0}, 其 
中 Amin(a;) 表示; c 最小的 特征根 （参 见文献 [6]). 

双曲锥 存在包 含关系 “ 对称锥 C 齐次锥 C 双 曲锥” (“C” 为严 格包含 ). 我们熟 
知的 非负锥 二阶锥 （Lorentz 锥)、 半正定 矩阵锥 分 别对应 的双曲 多项式 
p(x) 和特 定方向 h  (/i 可能不 唯一） 为： 

1)  X!X2  ■■  -  ,1,1)T  €  Kn; 

2)  xn  —  (X1  +  ^2  "  '  +  xn-l)^  (o,  ••-  ,0,  1)T  G  Kn； 

3)  det(x), 单 位矩阵  了  e  Snxn. 

C.B.ChuaW 于 2003 年证 明了齐 次锥与 半定锥 的截面 同构， 从而 在理论 上保证 
了齐 次锥优 化问题 可以转 化为半 定规划 求解. 那么， 双 曲锥能 否用半 定锥表 示呢? 
即是 否存在 Smxm 的 子空间 N 使得 S!^mnN 与 Kp,h 同构？ 

Peter  Lax[5] 于 1958 年首 先提出 n  =  3 时对 该问题 的猜想 ，即 “Lax 猜想” ，直 
到 2003 年才由 Lewis 等人 证实. 所以， 此问题 又称为 “ 推广的 Lax 猜 想”. 
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DFP 拟牛 顿法的 收敛性 

Does  The  DFP  Quasi-Newton  Method  Converge 
for  Strongly  Convex  Functions 


DFP  方 法是由  W.C.Davidon[2] 在  1959 年 提出， 后由  R.  Fletcher  &  M.J.D.Po- 
wellW 于 1963 年 整理和 修正的 求解优 化问题 的第一 个拟牛 顿法. 由于 DFP 方法 
不需计 算函数 的黑塞 矩阵， 同时具 有快速 （超 线性） 的收敛 性质, 它的 提出给 非线性 
优化 领域带 来了革 命性的 进步, 并 使得拟 牛顿法 成为非 线性优 化方法 中数学 理论最 
为丰富 的一类 方法, 也 是最被 广泛应 用的优 化方法 之一. L.Trefethen 认为拟 牛顿法 
的 提出是 20 世纪数 值分析 领域十 三个经 典工作 之一. 目前公 认最好 的拟牛 顿法是 
BFGS 方法， M.J.D.Powell[6] 在 1976 年 开创性 地证明 了采取 Wolfe 搜索的 BFGS 
方 法对凸 光滑函 数的收 敛性， R.H.Byrd,  J.Nocedal 和 Y.YuanW 在 1987 年 将此结 
果推广 到了以 DFP 方法和 BFGS 方法 为端点 的整个 Broyden 凸族 (DFP 方法除 
外). 迄今 为止， “对强 凸光滑 函数, 采取 Wolfe 搜索的 DFP 方 法是否 收敛” 的问题 
至 今悬而 未决. 美国西 北大学 J.Nocedal['5] 与 R.Fletcher[3] 在 20 世纪 90 年 代初都 
将该问 题列 为无约 束优化 中 的第一 个公开 问题. 

DFP 方法 的基本 思想是 计算搜 索方向 4  =  -HkVf(xk), 其中 迅 称为 拟牛顿 
矩阵, 在 沿方向 4 作 某种搜 索得到 合适的 步长％ 后, 计 算新的 迭代点 Xk+1=xk  + 
akdk. 如果丑 是目 标函数 /Or) 黑 塞矩阵 的逆, 这就 是传统 的牛顿 方法. DFP 方法 
不计 算函数 的黑塞 矩阵， 而 要求丑 满 足拟牛 顿条件 （又称 割线关 系式） Hkyk_x  = 
Sfe-1, 其中  sfe_i  =  xk  -  a;fc_i,yfe_i  =  Vf(xk)  -  V/(xfe_i). 具 体地, DFP  方 法由如 
下迭 代公式 产生丑 fc: 

tt  it  Hk-iyk-iVk-iHk-i 

J^k  =  J^k-1 - 〒 ~~ — - 1 〒 - . 

Vk-xHk-iyk-1  s^yk-x 

DFP 方法收 敛性公 开问题 考虑 DFP 方法， 其 中步长 由 Wolfe 搜索得 
到， 即 满足如 下两个 条件： 

f{xk  +  adk)  <  f(xk)  +  ciadJV/(xfe), 
dj\/ f{xk  +  adk)  >  c2dj.\7 f(xk), 


其中 Cl  <  c2 是 （0,1) 中 的两个 常数. 假设目 标函数 /㈤ 为 强凸光 滑函数 （此时 
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f(x) 具 有唯一 极小点 对 任意的 初始点 A 以及 任意的 对称正 定矩阵 由 
DFP 方 法的点 列是否 收敛到 

这个 问题的 难度之 一在于 Powell 处理 BFGS 方法的 技巧在 这里很 难利用 .对 
一些 特殊情 形这个 问题已 有进展 叭 但现在 看来， 离问 题的彻 底解决 还十分 遥远. 
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最小 阻力凸 体问题 

Convex  Bodies  of  Minimal  Resistance 


牛顿 最早于 1686 年 提出了 最小阻 力凸体 问题， 并 在要求 几何体 径向对 称时解 
决了该 问题. 然而， 近年来 有研究 W 指出， 存在 非径向 的凸体 比牛顿 的径向 情形产 
生 更小的 阻力. 一 般形状 的最小 阻 力凸体 问题 的理论 性质以 及它们 的有效 逼近至 
今 仍是一 个富有 挑战性 的公开 问题， 它在 Hiriart-UrrutyPl 提 出的非 线性分 析和优 
化十 四个公 开问题 中名列 第九. 

等底限 高的空 间几何 体具备 什么形 状时能 使其在 某流体 中以恒 速运动 时受到 
最小的 阻力？ 早在 1686 年， 牛 顿就提 出了这 样一个 问题： 等 底限高 （底 为半径 
R>0 的 圆盘， 高 的上限 L  >  0 给定 ） 的 空间几 何体具 备什么 形状时 能使其 在某流 
体中 （流 体物 理特性 给定） 以恒 速运动 时受到 最小的 阻力？ 

牛顿 当时仅 考虑了 回转体 （即 函数 的图 像绕水 平轴旋 转而成 的几何 
体)， 并 假设了 该问题 的物理 背景. 最 终问题 归结为 如下一 维变分 问题： 


(P) 


min 


I  u(0)  =  L, 


{  u{r)  <  0, 


r 

1  +  Kr)|2 


dr 


u(R)  =  0 
r  G  [0,  i?] 


牛 顿给出 的最优 几何体 出人意 料地在 尾部有 一个扁 平底. 如今， 解 决问题 （P) 
的 一个标 准途径 [3，stOTy8l 是借 助最优 控制的 方法. 

大 多数数 学家认 为牛顿 的最小 阻 力几何 体问题 已经 解决了  .如 果假设 几何体 
具 有径向 对称性 质时, 确实 如此. 然而, 最近 有研究 P1 指出， 存 在非径 向的凸 体比牛 
顿的 径向情 形产生 更小的 阻力. 这一发 现推进 了该论 题新的 研究, 参 见文献 [4] 〜 [6] 
和  Lachand- Robert  网站 （http://www.lama.univ-savoie.fr/~lachand/). 读者 可以在 
此 网站上 找到许 多合适 的参考 文献. 从数 学角度 来看， 一般的 变分问 题具有 如下形 
式： 


(P0 


min 

uGC 


J(u) 


f  - - - T^dx 

Jb(o,r)  1  +  |Vw(a;)| 


其中 C:={uG  W/of|0  <  u  <  凹}  (w 是二维 变量; r 的函 数). 
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u 的凹性 条件足 够强, 可以 导出一 个紧性 假设， 该假 设暗含 了问题 （P') 解的存 
在性. 牛顿考 虑的情 形对应 于同一 个变分 问题, 但约 束集却 缩小为 

Ciad  '■=  {u  £  C  |w 径向对 称 } 

如前 所述， 新的 事实是 


总结关 于该论 题最新 的 研究工 作以及 尚未解 决的问 题 ，可以 说我 们正面 临着一 
种奇怪 的数学 情景： 

• 变 分问题 （P') 确实 存在解 （除 了一 些非常 特殊的 情形， 其 最优解 是未知 的). 

• 变 分问题 （P') 有无 穷多解 （问题 （P') 的 解是非 径向对 称的， 故将其 绕轴旋 
转会 得到另 _ 个解 ). 

• (通 常的） 数值方 法不能 解问题 （P') (所需 的几何 体的凹 性在数 值上是 一个很 
难处 理的约 束). 

人们 猜测， 问题 （P') 的最优 解是带 有许多 扁平面 的钻石 状的几 何体. 事 实上， 
对 于极小 曲面， 不存在 子集使 得问题 （P') 在其上 的最优 几何体 是严格 凸的. 特别 
地， 在高 斯曲率 有限的 地方， 它是 空集. 目前， 通过特 殊方法 W 得到 的数值 剖面要 
优于 以往任 何猜想 的最优 形状. 总之， 问题 （P') 解的理 论性质 以及它 们的有 效逼近 
至今 仍是一 个没有 解决的 富有挑 战性的 问题. 
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是否 存在求 解性线 性规划 的强多 项 式时间 算法? 


Is  There  A  Strongly  Polynomial  Time  Algorithm 
for  Linear  Programming? 


线 性规划 的一般 形式于 第二次 世界大 战中被 提出， 并 被用于 优化军 事调度 、后 
勤 配备以 及生产 安排. 之后 线性规 划被广 泛应用 于各个 领域. 标准的 线性规 划可以 
表述为 

maxcTx 

s.t.  Ax  ^  6,  x  ^  0. 

其对偶 问题： 

min  bT  y 

s.t.  ATy  >  c,y  ^  0, 

其中 c 和； r 是 to 维 向量， A 为 n  x  m 维 矩阵， 6 和 y 为 n 维 向量， a: 和 y 是决 
策 变量. 问 题的输 入字长 L 定义 为输入 该问题 所需的 计算机 字符串 长度. 一 般情况 
下 只考虑 式 b 和 C 中的 数据都 为整数 （或有 理数） 的 情形， 此时每 个数据 的长度 
是 其口进 制表示 的长度 （为 原数据 的对数 量级) ，而 L 相 当于所 有数据 长度的 总和. 
我们 称某一 算法的 时间复 杂度为 0(J(n,  m,  L)) 是指存 在常数 C  >  0( 与问 题的数 
据无关 )， 使得此 算法在 任何情 况下在 Cf(n,  m,  L) 单 位时间 内总能 得到该 问题的 
最优解 或者确 认该问 题无解 .当 /(n,  m,  L) 为 多项式 函数的 时候， 则 此算法 被称为 
多项 式时间 算法. 当 一个算 法能在 0(/(n,  m)) 步内求 解线性 规划， 而其中 每一步 
都 为至多 0(g〔n，m，L)) 长 的数据 的四则 运算, 而且 / 和; ? 均为 多项式 函数, 那么这 
个算法 就被称 为强多 项式时 间算法 

1947 年 G.  Dantzigl1-2! 提出了 求解线 性规划 的单纯 形法， 并基于 J.  von  Neu¬ 
mann  建 立的矩 阵博弈 理论确 立了线 性规划 的对偶 理论. 1979 年 L.  Khachiyan[3] 
第 一次提 出了求 解线性 规划的 基于椭 球算法 W 的多项 式时间 算法， 1984 年 N. 
Karmarkarl5! 提 出了被 称为内 点法的 新的多 项式时 间算法 . E.  Tardos 问于 1986 
年首次 提出一 个求解 组合线 性规划 的强多 项式时 间方法 ，而 S.  Vavasis 和叶 荫宇間 
在 1996 年 提出了 步数与 b,  c 的数据 无关的 多项式 时间内 点算法 . S.  Vavasis 和叶 
荫宇 的方法 已经相 当接近 强多项 式时间 算法， 其所 需计算 步数只 与矩阵 4 的某种 
条件数 有关, 而木 c 本 身甚至 可以是 任何实 矩阵、 向量 （其元 素不必 是有理 数). 
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是否存 在多项 式时间 的单纯 形转轴 规则， 目前 仍是悬 而未决 的问题 . L.  Khac- 
hiyan 的椭 球算法 问 在 最坏情 形下需 0(n4L) 步 （每步 为字长 不超过 O(L) 的数据 
的四则 运算） 来 求解线 性规划 问题， 相应的 时间复 杂度为 0(n4L2  In  L  In  In  L).  N. 
Karmarkar 的 内点法 问 在最 坏情形 下亦需 0(n4L) 步 （每步 为字长 不超过 O(L) 的数 
据 的四则 运算） 求解线 性规划 问题, 但是其 总体的 时间复 杂度可 改进为 0(n33L2  In 
Lin  In  L), 并 且其在 通常情 形中的 表现远 胜于其 在最坏 情形下 的预测 . J.  Renegarl6! 
提 出的路 径跟踪 法只需 0(n33L) 步就可 求解线 性规划 问题， 进而其 总体时 间复杂 
度为 0(n3L2ln  Lin  In  L). 类似的 （原有 对偶） 路 径跟踪 法在实 际应用 中表现 出色. 
目 前流行 的内点 法正是 基于障 碍函数 所改进 而得的 路径跟 踪算法 . D.  Spielman 及 
S.  Tengt11] 在 2004 年证明 了两阶 段影子 顶点单 纯形算 法的平 均时间 复杂度 为多项 
式. 

E.  TardosW 于 1986 年首 次提出 关于组 合线性 规划的 强多项 式算法 （组 合线性 
规 划是指 线性规 划的系 数矩阵 4 的元素 的规模 被关于 n,  m 的某一 给定多 项式函 
数所 界住) . S.  Vavasis 和叶荫 宇問于 1996 年提 出基于 分层最 小二乘 法的原 有对偶 
内 点法， 算 法所需 的步数 不超过 其中 c(A) 为 关于系 数矩阵 4 的某 
种条件 函数. 

以上算 法的步 数都与 问题的 数据输 入字长 有关. 至于是 否存在 运算步 数与问 
题输 入字长 无关, 而只 与问题 的维数 （如 m,  n 等） 有 关的多 项式时 间算法 （强 多项 
式时间 算法） 是 目前线 性规划 研究领 域最基 础与最 重要的 问题， 也是 能否解 决超大 
规模线 性规划 问题 的关键 所在. 
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Relationship  Between  Inverse  Problem  and  Direct 
Problem  of  Combinatorial  Optimization 


组合 优化反 问题是 给定组 合优化 问题的 一个可 行解, 修 改该组 合优化 问 题的描 
述 参数， 使得 给定的 可行解 在新的 参数下 变成最 优解, 并 且参数 的修改 尽可能 地小. 
相 对于反 问题， 组合 优化的 原问题 被称为 正问题 般 而言， 新旧 参数差 的加权 1 
范数、 加权 2 范数、 加 权无穷 范数、 加 权哈明 (Hamming) 距 离作为 度量参 数修改 
值 的目标 函数. 组 合优化 反问题 在交通 规划、 地质 勘探、 医 学图象 重构、 同位 回归、 
关 联分析 等很多 领域有 着广泛 的应用 前景. 

对 于绝大 多数经 典的组 合优化 问题， 例如最 短路、 最 小割、 最小支 撑树、 最大 
流、 两 个拟阵 的交、 子模 流函数 最大化 等等， 都 分别被 证明这 些问题 的反问 题是多 
项 式时间 可解的 .进 一 步 Yang 和 Zhang W,  Ahuja 和 OrlinW 分别独 立地证 明了对 
于一个 目标函 数是线 性和形 式而且 满足可 分离条 件的组 合优化 问题, 如果其 正问题 
是 多项式 时间可 解的， 那 么反问 题也是 多项式 时间可 解的. 一 个自然 的问题 就是一 
般情 况下， 这 个结论 是不是 成立？ 

对 于这个 问题的 回答是 否定的 . Cai,  Yang 和 Zhang!2! 证 明了中 心选址 问题的 
反问 题是强 NP 困 难的， 尽管其 正问题 有很快 的组合 强多项 式时间 算法. 

Heubergerl3! 于是 提出了 一个新 的公开 问题： 如果 一个组 合优化 反问题 是多项 
式 时间可 解的， 那么是 否有其 正问题 一定是 多项式 时间可 解的？ 这一 问题的 解决, 
无疑 可以帮 助加深 对组合 优化反 问题的 计算复 杂性的 理解. 

参 考文献 


[1]  Ahuja  R  K,  Orlin  J  B.  Inverse  optimization,  part  I:  linear  programming  and  general 
problem.  Operations  Research,  2000,  35:  771-783 

[2]  Cai  M  C,  Yang  X  G  and  Zhang  J  Z.  The  complexity  analysis  of  the  inverse  center 
location  problem.  J  Global  Optim,  1999,  15:  213-218 

[3]  Heuberger  C.  Inverse  optimization,  a  survey  on  problems,  methods  and  results.  Journal 
of  Combinatorial  Optimization,  2004,  8(3):  329-361 


.  536  •  10000 个科 学难题 数学卷 

[4]  Yang  C,  Zhang  J  Z.  Two  general  methods  for  inverse  optimization  problems.  Appl  Math 
Lett,  1999,  12:  69-72 

撰 稿人： 杨晓光 

中国 科学 院数 学与系 统科学 研究院 


旅行 商问题 是否存 在性能 比小于 1.5 的近 似算法 


.  537. 
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Better  Approximation  Algorithm  for 
Traveling  Salesman  Problem 


旅行商 问题是 一个经 典的组 合优化 问题, 它 可以表 述为： 给定一 个无向 完全图 
G={V,  E), 即 顶点集 V 中 的每两 个顶点 w 和 v 都有 一条边 e=(u,  v)  G  E- 另给边 
集 E 中的 每条边 e 赋一个 正整数 die), 用 来表示 u 和 t; 之间的 距离. 求 G 的一 
条最短 哈密尔 顿路， 即经过 V 中每一 个顶点 恰好一 次的一 条简单 闭路， 且路 上相邻 
两个 顶点之 间的距 离之和 最小. 因为 KarpW 在 1972 年 证明该 问题是 NP- 完 备的, 
所 以有许 多学者 先后提 出了求 解该问 题的各 种各样 的启发 式算法 和近似 算法. 

针对 距离函 数满足 三角不 等式的 情形， ChristofidesP] 在 1976 年 给出了 一个性 
能比为 1.5 的近似 算法， 即该 算法可 在多项 式时间 内求出 ^条 哈密尔 顿路， 其路长 
不 会超过 最短哈 密尔顿 路长的 1.5 倍. 然而， 对 于一般 的情形 （距 离函 数不满 足三: 
角不等 式)， Sahni 和 Gonzalez^3] 在 1976 年证 明除非 P=NP, 旅行商 问题不 存在具 
有常数 性能比 的近似 算法. 

近三十 年来, 人 们一直 都在试 图改进 ChristofidesI2! 的 结果. 对于 欧式平 面上的 
旅行商 问题, AroraW 在 1996 年通 过几何 划分等 技巧, 给出了 一个性 能比可 任意接 
近 1 的 近似算 法系列 方案. 但是 在距离 函数仅 仅满足 H 角不等 式时, 人们还 不知道 
旅 行商问 题是否 存在一 个性能 比小于 1.5 的近似 算法. 它也成 为组合 优化领 域中的 
一 个著名 的公开 问题. 


参 考文献 

[1]  Karp  R  M.  Reducibility  among  combinatorial  problems/ / Complexity  of  Computer  com¬ 
putations.  Plenum  Press,  1972,  85-103 

[2]  Christofides  N.  Worst-case  analysis  of  a  new  heuristic  for  the  traveling  salesman  problem. 
Technical  Report  388,  Graduate  School  of  Industrial  Administration,  Carnegie-Mellon 
University,  Pittsburgh,  PA,  1976 

[3]  Sahni  S  K,  Gonzalez  T  F.  P-complete  approximation  problems.  Journal  of  ACM,  1976, 
23:  555-565 

[4]  Arora  S.  Polynomial  time  approximation  scheme  for  Euclidean  TSP  and  other  geometric 


•  538  .  10000 个科 学难题 数学卷 

problems.  Proc  38th  Annual  IEEE  Symposium  on  Foundations  of  Computer  Science, 
IEEE  Computer  Society,  1996,  2-11 

撰 稿人： 胡晓东 

中国 科学 院数 学与系 统科学 研究院 


服务 器猜想 


.  539  - 


fc- 服务 器猜想 

/c-Server  Conjecture 


k- 服 务器猜 想源于 人们对 fc- 服务器 问题的 研究. 该 问题是 Manasse 等人 W 于 
1990 年 首先提 出的， 它 在网络 设计优 化中有 着非常 广泛的 应用. 

k- 服务 器问题 可以描 述为： 给定 一个有 n 个顶 点的图 G, 每条 边有一 个非负 
的 权值， 每一个 顶点处 都有一 个服务 对象， 它可以 提出任 意多次 的服务 请求； 另有 
k(<n) 个相 同的服 务器， 它们 开始时 位于图 G 的 fc 个顶 点处， 随后 在一些 服务对 
象之间 移动， 以满足 服务对 象提出 的服务 请求. 假设到 达服务 对象的 任意一 个服务 
器都可 以满足 它提出 的服务 请求. 问题 是如何 调度这 fc 个服 务器, 使 得它们 能满足 
服务 对象提 出的所 有服务 请求， 而 且尽可 能地减 少它们 在顶点 之间移 动的总 费用. 

这个问 题有两 个研究 模型. 在线 (online) 模型 假定， 服务 请求是 个一 个先后 
产 生的， 在 依次完 成所提 出的服 务时， 只 知道在 此之前 提出过 的服务 请求及 服务过 
程， 而 不知道 哪一个 服务对 象会提 出下一 个服务 请求. 而离线 (online) 模型 假定, 
在给 任意一 个服务 请求分 配服务 器时， 已 经知道 要考虑 的所有 服务请 求产生 的顶点 
位置和 次序. 求解这 两个模 型的算 法分别 称为在 线算法 和离线 算法. 

因为 离线问 题 通常要 比 在线问 题容易 处理， 所 以为了 评 判^个 在线算 法的好 
坏， 目 前一般 是把它 的性能 与最优 离线算 法的性 能进行 比较. 考虑求 解在线 fc- 服 
务器 问题的 ^个在 线算法 4 和一 个含有 限多个 服务请 求的序 列足用 用和 
Copt(R) 分 别表示 4 和离线 最优算 法满足 i? 中服务 请求的 费用. 若对 于任意 i? 都 
有 Ca{R)  <  a  Copt(i?)+/3, 其中 a 和 都与 i? 无关， 则称 4 是一个 a- 竞争算 
法 W. 显然， a 越小， 在 线算法 4 的 性能越 接近离 线最优 算法的 性能. 

k- 服 务器猜 想是： 存在求 解在线 fc- 服务器 问题的 竞争 算法. 目前 该猜想 
的 在以下 两种情 形下被 证明是 正确的 I1，2] : 

(1)  k=2 或  fc  =  n  —  1; 

(2)  图 G 是一 棵树. 

另外 对于一 般的图 G, 已 经证明 对任何 a<k, 不 存在求 解在线 fc- 服务 器问题 
的 a- 竞 争算法 W, 但 是存在 (2k-l)- 竞 争算法 [3L  fc- 服务器 猜想现 已成为 组合优 
化 在线问 题与 竞争策 略研究 领域中 最基 本的一 个公开 问题. 
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是否 存在求 解装箱 问题的 绝对近 似算法 

Absolute  Approximation  Algorithms  for  Bin  Packing 


装箱 问题是 组合最 优化和 近似算 法领域 中的一 个基本 问题. 该问 题可以 描述如 
下： 给定 一组在 [0,  1] 之间的 正数， 将它 们划分 成若干 子集， 使得每 个子集 中的正 
数之和 不超过 1 且子 集的数 目达到 最小. 这里 我们可 以把每 个子集 都看成 一个容 
量为 1 的 箱子. 

Johnson 等人 M 在他 们奠基 性的工 作中对 装箱问 题的若 干近似 算法进 行了深 
入的 分析. 随后 de  la  Vega 和 Lueker[2],  Karmarkar 和 Karp[4! 分别给 出了装 箱问题 
的渐 近多项 式近似 方案和 渐近完 全多项 式近似 方案. 另外， Yaol5! 研 究了在 线装箱 
问题： 需要进 行划分 的一组 正数是 一个# 个给 出的. 在 考虑将 某一个 正数放 到哪一 
个 子集的 时候, 仅仅 知道己 经给出 的正数 的大小 （及它 们属于 哪个子 集)， 而 不知道 
下 一个要 给出的 正数的 大小. 关于 装箱问 题的介 绍可参 见文献 叫. 

目前, 装 箱问题 研究中 一个最 重要的 未解难 题是： 是否存 在求解 装箱问 题的绝 
对近似 算法？ 即是 否存在 一个多 项式时 间算法 4 和一 个常数 m, 使 得对装 箱问题 
的任 意实例 /, 算法 ^ 所需 要的箱 子个数 4(/) 与最优 算法所 需要的 箱子数 OPT 
(/) 之差 不超过 to? 即 A(J)-0PT(/)  <  m. 更进一 步地, 是否 存在这 样的多 项式时 
间算 法使得 m=l? 
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随 机排队 网络的 遍历性 

Ergodicity  on  Stochastic  Queueing  Networks 


随 机排队 网络是 计算机 网络、 生产、 运输、 库存等 各项资 源共享 的随机 服务系 
统的 一个基 本数学 模型. 

一个随 机排队 网络一 般由多 个节点 组成， 每 一个节 点代表 一类服 务设施 .每 
一节点 处均可 有从网 络外部 到达的 顾客来 接受其 服务， 而顾 客在每 一个节 点处接 
受服 务之后 以一定 的概率 立刻离 开系统 或立刻 转移到 网络其 他节点 处继续 接受服 
务， 当然 也允许 以一个 正的概 率立刻 返回到 该节点 接受另 ^ 次服 务. 假设 从网络 
外部到 达的顾 客是随 机的， 而顾 客在每 个节点 处的服 务时间 也是随 机的且 依赖于 
该 顾客是 从网络 外部到 达还是 从哪一 个节点 处转移 而来， 并 且每个 节点处 服务完 
的顾客 以什么 样的概 率立刻 进行转 移也依 赖于该 顾客是 以什么 途径来 到该节 点的. 
我们用 {X ⑷:珍 0} 来表 示包含 队长过 程在内 的描述 其排队 网络指 标的马 氏过程 ，如 
果 作珍 0} 这一过 程是遍 历的， 那 么称原 排队网 络为遍 历的. 

对一 些特殊 的排队 网络， 人 们可用 流体模 型方法 （见文 献叫和 PD 或 再生过 
程方法 （见 文献 问） 得 到其遍 历性. 对于 如何来 建立一 般随机 排队网 络的遍 历性是 
人 们关注 的一个 至今未 解决的 问题. 
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位 相型分 布的最 小表示 


Minimal  Representation  of  Phase-Type  Distribution 


位相 型分布 理论是 研究随 机服务 系统的 一个主 要数学 工具. 位相型 分布或 PH- 
分布 (phase-type  distribution) 是 一个有 限状态 马氏过 程吸收 时间的 分布. 具 体地， 
对于一 个状态 空间为 {1,2,...  连续时 间马尔 可夫链 {X ⑷， t  ^0}, 状态 

m+1 为吸 收态， 而 其他状 态均为 瞬态, 无 穷小生 成元为 

( T  -Te  \ 

、 0  0  J， 

其中 e 是以 1 为 元素的 m 维列 向量, 初始 分布为 {a,am+1), 这里 a  =  (ai,  ••-  ,am). 
令 € 表示 该马氏 链状态 m+1 的吸 收时间 ，即 

^  =  inf{t  ^  0|X ⑴ = m+1}, 

则  Pr(^<  a;)=l-aexp(r；E)e,  a; 彡 0 .将  $  称为  PH- 分布 ，记 （a，T) 为  f  的一个  PH- 
表示， 称状态 {1,2, … 为该 PH- 表示的 位相. 人们已 经证明 了在弱 收敛拓 
扑下， 由所有 PH- 分布 组成的 集合是 定义在 [0,oo) 上 全体概 率分布 组成的 空间上 
的 一个稠 密子集 （见 文献 问). 这 说明对 给定任 何一个 定义在 [0,oo) 上的概 率分布 
函数, 我们都 可以构 造一个 PH- 分布 使之很 好地近 似这个 给定的 概率分 布函数 .而 
由 PH- 分布描 述的随 机模型 如排队 系统、 库存 系统、 可靠性 系统, 其 重要权 重指标 
往往能 精确地 给出. 这使 分析和 优化该 模型成 为可能 （见 文献 [1D. 然而， PH- 分布 
的 PH- 表 示是不 唯一的 ，对 PH- 表示 (a,T), 其阶数 m 在分 析相应 模型时 至关重 
要， 阶 数小的 表示在 人们分 布系统 以及数 值计算 时有许 多方便 之处. 因此人 们关注 
PH- 分布 的最小 表示： 即 对给定 PH- 分布 (a,T) 怎样找 到其具 有最小 阶数的 PH- 
表示 (a,T), 使 对任何 x  ^  0, 

1  —  aexp(Tx)e  =  1  —  aexp(Tx)e. 

当 T 具有一 些特殊 结构时 ，如 T 为上三 角或下 三角， 这类问 题已经 解决, 见 文献冏 
与 [4]. 但 对一般 PH- 分布 (a,T), 如何 找其最 小表示 是几十 年来人 们关注 的一个 
公开 问题. 
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非线性 动力系 统的模 型降阶 


Model  Order  Reduction  of  Nonlinear  Dynamic  System 


模拟 集成电 路如射 频集成 电路、 模数 / 数模 转换 电路、 开 关电容 / 开关电 流滤波 
器 电路等 包含了 大量的 非线性 元件, 描述 这些模 拟集成 电路的 非线性 微分方 程规模 
可 以达到 数万到 数十万 规模， 采用 传统的 基于数 值积分 方法、 Newton-Raphson 迭 
代、 LU 分解的 电路分 析方法 对这样 的大规 模系统 进行时 域和频 域分析 效率非 常低. 
例如， 对一个 由两万 个非线 性微分 方程描 述的模 数转换 电路进 行瞬态 分析， 需要一 
周 时间， 计 算它的 频域响 应则需 要数月 时间， 这 样的时 间对电 路设计 者是无 法忍受 
的. 电路设 计者通 常希望 能在一 天内完 成电路 的分析 验证. 因此， 高 速模拟 集成电 
路分析 对于模 拟集成 电路设 计至关 重要. 目前, 提高模 拟集成 电路分 析速度 一方面 
可 以通过 改善数 值积分 方法、 加快迭 代收敛 速度和 LU 分解 速度来 实现, 另 一方面 
可以 通过模 型降阶 的方法 将原始 的大规 模非线 性电路 降阶到 数十、 数 百阶的 电路, 
对降阶 后的小 规模电 路进行 分析， 从而 大幅提 高电路 分析的 速度. 

非 线性系 统模型 降阶的 科学问 题描述 如下， 考虑 N 阶 非线性 系统： 


=  f{x  {t))  +  Bu(t), 
y{t)  =  CTx  {t) , 


这里 a;  e  表不 系统 的状态 变量， /  :  4  表 7K — 个 连续的 iV 维非 线性向 
量 函数， ueRP,yeRi 分别表 示系统 的输入 和输出 向量， B  e  RN，xp,  C  G  RN’xq 
矩 阵分别 表示系 统的输 入和输 出关联 矩阵. 非 线性系 统的模 型降阶 建立在 投影理 
论的基 础上， 首先构 造一个 正交投 影矩阵 Q  e  RN、' 利用 正交投 影矩阵 Q 对原 
始系统 （1) 进 行正交 投影, 得 到非线 性系统 （1) 的 n 阶降 阶系统 （2), 降阶后 系统的 
阶数 n 远 远小于 原始系 统阶数 iV: 


=  QTf  (Q^  W)  +  QTBu  (t) , 
y(t)  =  CTQx  (t) , 


(2) 


这里: =  QTa;, 且 i(i)  e  iT. 非线性 系统模 型降阶 需要着 重解决 的科学 问题是 
如 何构造 正交投 影矩阵 0 和更高 精度地 逼近非 线性向 量函数 /(•), 使得在 相同的 
输入信 号的激 励下， 降阶后 的非线 性系统 （2) 的 输出响 应可以 很好地 逼近原 始非线 
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性系统 ⑴ 的输出 响应. 需 要说明 的是非 线性向 量函数 /◦ 的有效 逼近对 非线性 
系统降 阶非常 重要. 假设 iV  =10000,  n  =10, 在降 阶系统 （2) 中， 如 果不对 / ㈠ 进行 
逼近， 计算 QT/(Q5 ⑷） 时 ，由于 Qx  (t) 的 维数是 10000, 所以仍 然需要 O  (10000) 
的复 杂度来 计算非 线性向 量函数 显 然没有 达到通 过降阶 减少计 算复杂 
度的 目的. 

非线性 系统的 模型降 阶方法 的发展 围绕着 弱非线 性系统 和强非 线性系 统分别 
展开. 对于弱 非线性 系统， 非 线性向 量函数 / ㈠ 可以 通过在 平衡点 附近的 泰勒展 
开来 逼近. 1999 年 麻省理 工学院 Y.  Chen 等人对 / ㈠ 在平 衡点作 j 阶泰勒 展开进 
行 逼近， 但在构 造正交 投影矩 阵时仅 考虑了  /㈠ 的一 阶泰勒 展开， 采用线 性系统 
模 型降阶 的方法 来构造 正交投 影矩阵 W. 这一 方法仅 仅是对 线性系 统降阶 理论的 
简单 扩展.  2000 年， 麻省理 工学院 J.  R.  Phillips 对 / ㈠ 在平 衡点进 行高阶 泰勒展 
开， 然 后对高 阶泰勒 展开的 非线性 系统进 行双线 性化， 并通过 非线性 控制理 论中的 
Volterra 展开理 论来实 现对双 线性系 统的模 型降阶 [2L 这一方 法的问 题在于 双线性 
化 后的系 统规模 要远远 大于原 始非线 性系统 的规模 . J.  R.  Phillips 等 人后来 又尝试 
通 过扰动 分析的 方法来 对弱非 线性系 统进行 降阶. 扰 动分析 的方法 通过扰 动理论 
将原 始的非 线性系 统转化 为若干 个线性 系统来 表示， 通 过对各 线性化 子系统 分别进 
行降阶 就可以 实现对 原始非 线性系 统的降 阶冏. 但是 这一方 法的高 阶扰动 得到的 
线性系 统输入 数目会 随着扰 动阶数 的增加 而指数 增加, 最终导 致无法 对原始 系统进 
行有效 降阶. 

强非 线性系 统的模 型降阶 的基本 思想是 首先对 /㈠ 在各 个展开 点上进 行泰勒 
展开, 将所 有展开 点处的 泰勒展 开系统 通过合 适的权 重函数 组合在 一起， 形 成对原 
始非线 性系统 的逼近 系统. 然后 在各展 开点对 泰勒展 开后的 系统分 别构造 投影矩 
阵， 并将 这些投 影矩阵 组合成 一个正 交投影 矩阵， 利用 该正交 投影矩 阵对原 始非线 
性系统 的逼近 系统进 行正交 投影, 就得 到了原 始非线 性系统 的降阶 模型. 由 于非线 
性 系统的 状态空 间维数 庞大, 不可能 在整个 状态空 间上去 选择大 量的展 开点. 因此, 
选 择展开 点时， 首 先对非 线性系 统输入 特定的 “训 练” 信号 获得系 统状态 “轨 迹”, 
然后在 这些系 统状态 “ 轨迹” 上选择 若干展 开点.  2003 年， 麻省理 工大学 J.  White 
等人 提出的 方法在 每个展 开点对 / ㈠ 进 行线性 逼近， 并通过 线性系 统降阶 方法在 
每个展 开点上 构造投 影矩阵 [4,5].  J.  Roychowdhury 等 人提出 的方法 则是在 每个展 
开点对 /(.) 进行高 阶泰勒 展开, 但 是在每 个展开 点构造 投影矩 阵时， 仅考虑 一阶泰 
勒 展开, 通过线 性系统 的降阶 方法来 构造投 影矩阵 ％. 基于 “ 轨迹” 的强非 线性系 
统降 阶方法 的缺陷 在于， 通过这 一方法 得到的 降阶系 统仅仅 当输入 信号与 “ 训练” 
输入相 似时， 降 阶系统 输出响 应才能 较好地 逼近原 始系统 的输出 响应. 

目前的 非线性 系统降 阶方法 无法得 到原始 非线性 系统的 精确维 数低的 降阶模 
型, 其中的 主要困 难在于 对非线 性函数 /◦ 的有效 逼近. 对于弱 非线性 系统， 需要 
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对 /(.) 进行高 阶的泰 勒展开 才能保 证逼近 精度, 但是 /㈠ 的 高阶泰 勒展开 项数会 
随着展 开阶数 的增加 成指数 增加， 这会 导致模 型降阶 复杂度 的急剧 增加. 对 于强非 
线性 系统, 则 需要对 /㈠ 进行多 点泰勒 展开, 如 何选择 展开点 既保证 对非线 性函数 
/(•) 的逼近 精度, 又保 证降阶 系统输 出响应 逼近原 始系统 的输出 响应, 还存 在很大 
困难. 非线性 系统的 模型降 阶方法 尚需要 进一步 的深入 研究. 
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Multiscale  Modeling  and  Computation  of  Water  Molecular 


水是 用得最 普遍的 物质, 水作为 一种溶 剂对生 物至关 重要, 没有水 就没有 生命. 
尽管水 的行为 复杂又 独特， 它却是 又小又 简单的 分子， 它由两 个氢原 子分别 和氧原 
子键合 而成. 水也可 以是艺 术品， 雪是固 态水的 一种, 其 形状美 丽迷人 ，是自 然界最 
精美 的图案 之一. 雪 片的结 构完全 开放, 就 是说, 雪晶体 有许多 大孔. 雪的密 度比普 
通的冰 低得多 （众所 周知， 冰的密 度又比 液态水 低). 水妙不 可言， 实 际上是 奇妙分 
子 的妙不 可言. 

水分 子看似 简单， 但是要 建立质 量高、 计算 量小的 模型并 不是一 件容易 的事. 
在 水分子 的典型 尺度上 （0.3 纳 米)， 量子 效应已 经不能 忽略. 所以， 基 于量子 力学的 
第一原 理计算 对于水 分子的 模拟来 说是必 须的. 但是量 子模型 的计算 量太大 ，目前 
报告 的模拟 体系中 水分子 个数都 不超过 100. 由 于体系 太小， 常常无 法得到 有意义 
的统 计量. 而真实 世界中 1 克水中 分子的 个数是 1022 量 级的， 模拟 中分子 个数当 
然是越 接近这 个量级 越好, 在计算 资源有 限的情 况下， 体系要 多大才 能较好 地反映 
水的 性质, 这个 问题至 今没有 确切的 答案, 但 至少可 以肯定 ， 100 个分 子是远 远不够 
的. 

目前最 常用的 水分子 计算模 型是经 典原子 模型. 典型的 原子模 型中氢 原子带 
正电， 氧 原子带 负电， 原 子间的 静电相 互作用 模拟了 氢键. 此外氧 原子间 还存在 
Lennard-Jones 作用. 原 子模型 的特点 是计算 简单， 量 子作用 被经典 原子间 作用等 
效 表达， 计算两 个水分 子之间 的相互 作用只 需计算 10 次 原子之 间的相 互作用 .并 
且由 于不考 虑三体 作用， 这样的 模型在 模拟中 可以高 效率地 计算， 目 前的模 拟规模 
可 以达到 105 量级个 分子. 但是, 原子模 型的建 模是一 件十分 困难的 工作. 首先 ，如 
何确定 模型中 的参数 （譬 如， 氢氧原 子的带 电量、 Lennard-Jones 势能 参数、 氢氧键 
长、 键角 等等） 就是一 个很有 讲究的 问题. 目前 很多模 型的做 法是在 设定参 数的时 
候 以某些 物理量 的试验 结果为 根据， 比如密 度温度 曲线、 径 向分布 函数、 气 化热等 
等. 这 里面存 在的问 题是, 虽 然模拟 结果对 于建模 参考的 那些物 理量来 说比较 精确， 
但是， 对其他 物理量 的精度 就不能 保证， 甚至给 出完全 错误的 结果. 文献问 对于 
截至 2001 年 的水分 子模型 做了一 个非常 详细的 综述. 令 人无奈 的是， 文章 中所列 
的 46 种水 的原子 模型没 有一种 能够同 时正确 地给出 水的所 有物理 性质. 要 想得到 
“ 真实” 的水 模型还 有很长 一段路 要走. 
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此外， 随 着计算 机模拟 中粗粒 化技术 的发展 [7，1Q1, 粗粒化 水模型 在最近 十多年 
得到了 较快的 发展. 粗粒化 水分子 模型是 对原子 模型的 进一步 简化： 不考虑 水分子 
内部 的所有 细节， 而把整 个分子 当成一 个小球 看待， 小 球彼此 之间通 过一定 的作用 
力相互 作用. 由于 粗粒化 模型是 根据特 定的原 子模型 简化得 到的， 所 以原来 原子模 
型 的不精 确性粗 粒化模 型照样 存在. 文献问 指出， 粗 粒化模 型的模 拟结果 不可能 
重复出 原来原 子模型 的所有 的物理 结果. 所以我 们在进 行模拟 之前一 定要搞 清楚问 
题是 什么， 如 果我们 关注的 物理量 粗粒化 模型可 以达到 精度， 那么使 用粗粒 化模型 
会 有很大 收益. 所以， 我们 需要发 展具有 严格数 学基础 的粗粒 化模型 H 

近 年来， 自适 应模拟 技术作 为一种 新兴的 模拟技 术发展 起来以 这种技 术的思 
想是， 在 需要高 精度、 高分子 细节的 地方使 用原子 模型, 在模拟 精度和 分子细 节不重 
要的地 方使用 粗粒化 模型. 对 于水的 自适应 模拟的 最初尝 试是文 献网. 这种 技术还 
处 在开发 阶段, 相 信不久 的将来 会得到 广泛的 应用. 这 种自适 应模拟 实质上 就是多 
尺度 模拟. 但是 目前较 成熟的 多尺度 模拟方 法如拟 连续介 质方法 (quasicontinuum 
method) ^ ,  MAAD  (Macro  atomistic  Ab  initio  dynamics) 尚 未应用 到水分 子的模 
拟中. 

总的 来说， 无 论量子 模型、 原子 模型、 粗粒 化模型 还是自 适应多 尺度模 型都远 
没 有达到 完善的 地步. 对特 定的问 题发展 合适、 可靠的 模型及 其数学 理论， 并利用 
这 些模型 来模拟 真实的 体系， 特别是 研究水 的相变 的微观 机制、 水分 子与固 体界面 
的相互 作用及 其对生 物大分 子的影 响是今 后努力 的方向 .实际 上软物 质和材 料的分 
子都比 水分子 大很多 ，面 临的 困难都 是相同 的或者 更大. 
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编 后 记 


《10000 个科学 难题》 系列丛 书是教 育部、 科学技 术部、 中国科 学院和 国家自 
然科 学基金 委员会 四部门 联合发 起的“  10000 个科学 难题” 征 集活动 的重要 成果， 
是 我国相 关学科 领域知 名科学 家集体 智慧的 结晶. 征 集的难 题包括 各学科 尚未解 
决的基 础理论 问题， 特别是 学科优 先发展 问题、 前 沿问题 和国际 研究热 点问题 ，也 
包括 在学术 上未获 得广泛 共识、 存 在一定 争议的 问题. 这次试 点征集 的数理 化学科 
的 难题， 正 如专家 们所总 结时‘  一 些征集 到的难 题在相 当程度 上代表 了我国 相关学 
科的一 些主要 领域的 前沿水 平”. 当然， 由于种 种原因 很难做 到在所 有研究 方向都 
是 如此， 这是需 要今后 改进和 大家见 谅的. 

“  10000 个科学 难题” 征集活 动是由 四部门 联合组 织在国 家层面 开展的 _ 个公 
益性 项目， 这是一 项涉及 我国教 育界、 科 技界众 多专家 学者， 为我国 教育和 科学技 
术 发展、 创新 型国家 建设， 特别 是科技 文化建 设添砖 加瓦， 功在 当代、 利在 千秋、 
规模 宏大、 意义 深远的 工作. 从这 个意义 上说， 此次征 集活动 也是新 中国教 育与科 
技 发展史 上一项 具有开 创性的 工作， 没 有任何 现成的 经验、 模 式和操 作方法 可供参 
考和 借鉴， 所有 的工作 都是在 不断探 索中推 进的， 期间我 们克服 了诸多 困难， 也积 
累 了许多 宝贵的 经验， 因此， 征集活 动本身 作为一 个新生 事物， 我们 也希望 能得到 
全社会 的广泛 认同. 

征集活 动开展 以来， 我们得 到了教 育部、 科学技 术部、 中 国科学 院和国 家自然 
科学 基金委 员会有 关领导 的大力 支持， 教 育部赵 沁平副 部长亲 自倡导 了这一 活动， 
教育部 科学技 术司、 科学 技术部 条件财 务司、 中国 科学院 院士工 作局、 国家 自然科 
学基 金委员 会计划 局和教 育部科 学技术 委员会 秘书处 为本次 征集活 动的顺 利开展 
提供 了有力 的组织 和条件 保障. 由 于此活 动工程 浩大， 线长 面广， 人员 众多， 篇幅 
所限， 书中 只列出 了部分 领导、 专家和 同志的 名单， 还 有许多 提出了 难题但 这次未 
被收 录的专 家没有 提及， 还有 很多同 志默默 无闻地 做了大 量艰苦 细致的 工作， 
如教 育部科 学技术 委员会 秘书处 厉伟、 陈 丁华、 牛一丁 和科学 出版社 胡凯、 黄海、 
范 庆奎、 喻 红艳、 王 飞龙、 刘 凤娟、 袁琦、 周强 以及北 京邮电 大学任 晓敏、 杨 放春、 
刘 元安、 李 冬梅同 志等. 总之， 系 列丛书 的顺利 出版是 参加这 项工作 的所有 同志共 
同 努力的 成果. 在此， 我们一 并深表 感谢！ 


10000 个科学 难题” 丛书数 、理、 化 编委会 
2008 年 12 月 


